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Corrigé de CCMP PC - 2023 - Maths 2

Préliminaires
1> Soit Ae M, (R).Onapourtout i€ [L,N] :
N N
(AU)Li1= Y Ali, jlULj1= ) Ali, j1.
J=1 J=1

N
Or, la matrice A vérifie (M,) si et seulement si pour tout i€ [[1, N ]], ZA[i, jl=1 soit (AU)[i]=1.

J=1

Ainsi, A vérifie (M,) si et seulement si pour tout i€ [1, N], (AU)[i]=U[i], autrement dit :

La matrice A vérifie (M,) sietseulementsi AU =U .

Soient A et B deux noyaux de Markov. On a donc pour tous i, j€ [[1,N]], Ali, j1=20 et B[i, j]=0 donc :

(AB)i, j1=>Y Ali.k1Blk, j1=0.

k=1
De plus, AU =BU =U , donc :
(AB)U =A(BU)=AU =U .

D’apres le résultat précédent, AB vérifie (M ,) et finalement :

AB est un noyau de Markov.

2 > Procédons par récurrence sur ne N.
e Pour n=0,ona K° =1,.Pourtous i, je [[1,N]], In[i,j]zﬁl.,j 20 et [ U=U,donc K° =1, estun
noyau de Markov et la propriété est vraie au rang n=0.
e Supposons la propriété vraie a un rang ne N.

Ona K™ =K"K.Or, K" et K sont des noyaux de Markov (par hypothése de récurrence pour la
premiére et par hypothése pour la seconde), donc K"*' est un noyau de Markov d’aprés la question
précédente. Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, soit :

K" est un noyau de Markov.
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3> Soit A un noyau de Markov. Pour tous i, j€ [LLN], ona 0< A[i, j]< ZA[i,k] =1, donc |A[i, j]| <lI.
k=1

Ainsi, avec la question précédente, on a pour tous i, j € [[1, N ]], tout re R ettout ne N :

Bk

K", 1] |
n!’

n!

n

Or, la série exponentielle Z—‘ converge, donc par comparaison de séries a termes positifs, la série

n.

"K
Z# converge absolument, et ainsi, pour tous i, je [LN] et re R :
n!

L. t"K"[i, j
La série z# converge.
n!

4> Soit te R, . OnaH—e"Z K"
n()n

Pour tout ne N, K" est un noyau de Markov, donc pour tous i, j€ [LLN], K"[i, j1>0 et ainsi, pour

nKn .. +oo nKn ..
toutteR+,t—[l’]]20 et donc Zt—[l’]]ZO.Comme e'>0,ona H,[i, j120. De plus :

n! = n!
H,Uz(e"iﬁK”JUze"itn (K'U)=e f nU— "(iﬁjUze"e’UzU.
n:On! n:On' n=0n!

Ainsi, pour tout re R,

H, estun noyau de Markov.

5> Soient £,s€ R, . Pour tous i, je [LLN] :

Z(Hs) K'li, ]) i(i(zjtksn_kjmi,j]

n=0 \ k=0 n!
+ o0 n kps = n—krs -
_z z K"[i, j] d =YY K [l7.]]tk K [l7j]sn—k
o\ ko kKl(n—k)! =0 \ k=0 k! (n—k)!
"[i, j] s"K"[i, j] .
Or, les séries Z— et Z—' sont absolument convergentes, donc on peut appliquer la
n!

formule du produit de Cauchy :

S KL ) K1) ) (S K L) (S KL T,
P N T

n=0 \_k=0 o n! n=0

Finalement, pour tous i, j€ [LN], H,,,[i, j1=H,[i, j1H [i, j1, donc :

H,k =HH

t+s t N
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Partie 1 - Modélisation probabiliste
6> Ona Ke M, (R) avec K[i, jl1=p,;=F,_,(Z,, =J) pour tous i, je [LN] et tout ke N (les p,,
sont indépendants de k).

Une probabilité étant positive, on a pour tous i, j€ [L,N] : K[i, j1=0.
De plus, pour tout i€ [, N[, £, _, est une probabilité et comme Z,, (Q)=[I,N],ona:

N

DKl j1=2 B, (Z=J)=1.

jl '

~
—_

Ainsi, K vérifie (M) et (M,), donc:

K est un noyau de Markov.

7 > Prouvons par récurrence sur n que pour tout n€ N et tout je [[1,N ]], P(z,=j)=K"[1,j].
® Pour n=0, Z, estla variable certaine de valeur 1, donc pour tout je [[1, N ]] :

. 1 quandj=1
P(z=i)-]

0 quandj>1

1 quandj=1

Or, K°=1,ona K°[l, ] ={ et ainsi, P(Z, = j)=K"[L, j].

0 quandj>1
La propriété est donc vraie aurang n=0.
e Supposons la propriété vraie a un rang ne N.

Ona Z ()= [[1,N ]], donc la famille ((Zn =1 est un systeme complet d’événements. La loi

))ie[[l,N]]
des probabilités totales donne alors pour tout je [[1, N ]] :
N N
P(Zn+l = .]) = ZP(Z”:i) (Zn+l = ])P(Zn = l) = ZK[l7 .]]P(Zn = l) *
i=1 i=1
Par hypothese de récurrence, pour tout i e [[1, N ]] , P(Zn =i ) =K"[1,i], donc :
N
P(Z,,=j)=2 K"[LilK[i, j1=(K"K)[L, j1=K""[L j].
i=1
Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, soit :

P(Z,=j)=K"[1, ]
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8> On a Y, (2)=N, donc la famille ((K =n)) , est un systeme complet d’évenements. La loi des

ne

probabilités totales donne alors pour tout je |I1, N ]] :

+ o0

P(AJ)ZZEYF,@)(A,,J-)P(K =n).

n=0
Or, A ; estI’événement : «le systtme est dans I’état j apres un temps 7 » et pour tout n€ N, (Z,=))
est I'événement : «le systtme est dans I’état j apres n impulsions, donc quand (Y, =n) est réalisé ».
Ainsi :

P, . (A)=P(2,=)).

Avec la question précédente et Y, ~ P(t), on alors :

P(A,)=X P(Z,= )P ey M m,
: n=0 .

n)=> K"[l, ]
n=0

Ainsi, on a bien :

P(4,;)=H,0, ]

Partie 2 - Etude d’un endomorphisme autoadjoint

9 > Comme u est un endomorphisme autoadjoint de E, espace euclidien, le théoreme spectral dit que :

L’endomorphisme # admet une base orthonormée de vecteurs propres.

On a pour tout x€ E, g,(x)=(u(x)|x) =0 donc u est positif et ainsi :

Les valeurs propres de u sont toutes réelles et positives.

10 > Considérons A, A,, ..., A, les valeurs propres (distinctes ou pas, mais toutes réelles et positives) de u
telles que 0<A, <A, <..<A, et (¢,ée,,...,e,) une base orthonormée de vecteurs propres telle que

pour tout ke [LN], u(e,) =he,.

Comme 0 est valeur propre simple de u, on a :
e 0=A,<A,;
e ker(u)=Vect(e,) ;
o (ker(u))l = Vect(e,, ..., ey ).

Soit x = ixkek € E.Ona p(x)=xe, et x— p(x) :ﬁ:xkek , donc ||x—p(x)||2 :ﬁ:x,f et:
k=2 k=2

k=1

u(x=p(x))= u(ixkekj= ixku(ek) = ixkkkek .
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Alors :

N
g, (x=p(x)) =(u(x- p(x)) 1 x— p(x)) = (Zx,)\, e, Zxkekaz7\,kx,f.
k=2
Comme pour tout k€ [2,N], x; >0 et A, 2A,,ona:

N N
q,(x—p(x))= Zkzx,f = kZZx,f =A, ||x—p(x)||2.
k=2 k=2

Ainsi, on a bien pour tout xe€ E :

g, (x= p(x)) = A, x— p()|’

Partie 3 — Convergence de H,[i,/]
11> Pourtout ie [LLN] :

(nK)[i] Zn[]]K[] il= ZK [, jlnlil=| D KTi, j] ]n[i] =1Ixi]=mi].

J=1 Jj=1

Ainsi, on a bien :

TK=m

N
12 > L’application (X,Y) <X,Y> z X[i1Y[i]x[i] est bien définie sur (.7\/11\,,1 (]R))2 et a valeurs dans R .
i=1

e (ette application est symétrique par commutativité du produit dans R .

e Pourtous X, X' Ye M, (R) ettout Ae R :

(AX+X.Y)= > (kX[z]+X [i]) Y[ilali] = i(kX[i]Y[i]n[iHX'[i]Y[i]Tc[i])

i= i=1
N N
= z Ylilalil+ ) X YL =A(X,Y)+(X .Y)
i=
Ainsi, (X,Y) > <X , Y> est linéaire a gauche, donc bilinéaire par symétrie.

e Comme T est une probabilité donc pour tout i€ [1, N], w[i]>0 , soit X[i]*a[i]1=0.

Ainsi, (X,X)= ﬁ“x [i1°n[i]>0 et:
i=1

(X,X)= ZX[l Mil=0 & Vie[LN], X[iI*alil=0
Or, pour tout 16[[1 N]] ni[i]# 0, donc
(X,X)=0 & Vie[LN], X[iI’=0 < Vie[LN], X[il=0 & X=0.

Ainsi, (X,Y)— <X Y > est définie positive.
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Finalement, (X,Y)— <X Y > est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive sur M vi(R), donc :

X,Y)— <X, Y> est un produit scalaire sur M, | (R).

13 > La matrice de u dans la base canonique de M, (R) est I, — K, donc :
keru=ker(I, —K).

Or, par hypothese, 1 est une valeur propre simple de K, donc dim(ker(/, —K))=1. De plus, K est un
noyau de Markov, donc d’apres la question 1, KU =U et ainsi, U € ker (/,, — K). Comme U n’est pas
nul, on obtient ker(/,, —K) = Vect(U), et ainsi :

keru =Vect(U)

Pourtous X,Ye E :

(u(X),Y)=(X -KX,Y)=(X,Y)-(KX.Y).
Et:
(KX.Y) =3 (KX)li]Y[i]li] Z[ZKZ J X[]]j [i]7]i]
= K[, JIXUYLR] =D Kli, j1X[j1Y[i]]i]
i=1 j=1 j=1 i=1
= X[j (Z []1KTi, j1Y JzZX[j](ZK[j,i]n[j]Y[i]j
Jj=1 =1 Jj=1 i=l
=2 XLj ](ZK[J,z]ij mj1= 2 XKVl j]1=(X . KY)
Ainsi :
(u(X),Y)=(X,Y)—(X,KY)=(X,(I, - K)Y)=(X,u(Y)).
Et donc :

u est autoadjoint.

14 > Soit X € E. Comme dans la question précédente, on a :

q,(X)={u(X),X)=(X -KX,X)=(X,X)-(KX,X)

Mz

X[i]’ nli]— Z(KX) i1 X [i]nli]

i=1

Il
—_

N

KIi, J]jX[l mli]~ Z[ZKUX[JJ [i17]i]

XUV K[, j1alil- ). > XU X[ 1K, j1mli]

i=l j=1

Il
M=
-

1l
—_

1]
M=
M=

1l
—_
~.

Il
—_
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Et:

> (X[11=X[j1) KIi, jlalil= 3 3 (X 0T ~2X XL+ X [T ) KT, f1ndi]
2

=l j

M=
M=

1l
—_
~.
1l
—_
—_
~.
Il
—_

Mz

XUV KL, j1ni1-2D> " XX /1K, j]7li]

1 =l j=1

+i

i=l j

X[ 1 Kli, jnfi]

.Mz

Il
LN

Or, K est n-réversible, donc :
N N N N
D XY KL jIdil =) X[ KL, z]nm—zzxm K[ j.ilnLj].
i=l j=1 i=l j=1 j=1 i=l
Les indices i et j étant muets, on peut écrire :
N N N
ZZX[] Kli, jnil= Y>> X[iKli, jlnli].
i=1 j=1 i=l j=1

Ainsi :

Mz
™M=

z X[i1- X[ 1) Kli, j n[z]—ZZZX[z] K[i, j1m{i]-2

i=l j=1 i=l j=1 i

=h

i=l1

X[ X[ K[, jIndi]

1

1

.1\42
M=

—_

X[l K[i, jlnfi]- X[i]X[j]K[i,j]n[i]j:un(X)

"MZ

\_
Il
LN
]

—_

Jj=

Finalement, on a bien pour tout X € E :

>3 (X[-X[1)° K. j1ndi]

i=l j=1

D | =

q,(X)=

Pour tous i, je [LLN], (X[il- X[]]) >0, K[i, j]>0 et ©[i]>0, donc g,(X) >0 et ainsi, comme dans

la question 9 (u est étant autoadjoint) :

Les valeurs propres de u sont toutes réelles et positives.

151> Pourtout re R, y, (t)=H,X € E etpourtout i€ [L,N] :

Wy (O] ZH[zJ Z( ’ZK[’ i j R e

j=1 n=0 j=1 n=0
too (N
T2 2K XL ——e"Z<K X)l z]—
n=0\_j=1
La fonction ¢+ Z(K X )[l]—‘ est la somme d’une série entiere de rayon de convergence infini, elle
n!

n=0
est donc de classe C” (et entre autres dérivable) sur R. Comme ¢+ e ' est aussi dérivable sur R,
toutes les coordonnées de y, sont dérivables sur R en tant que produit de telles fonctions, d’ou :

La fonction y, est dérivable sur R .
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D’apres ce qui précede, on a de plus pour tout re R et tout ie [[1, N ]] :

Y Olil=¢ " Y (KXl
n=0 n.

+ oo tn + oo tn—l
Olil=—e" Y (K"X)lil—+e ' Y (K"X)[i :
Vy (0)1] Z( i Z( e,
—— S KX =+ e S (KXl
n=0 n' n=0 n'
Done, ¥, (N=H,X =¢"' Y - (K"X) et:
n=0 "t~
' —t+Do tn n —t+Do tn n+l
Y =—e"Y —(K"X)+e ') —(K"™'X)
n:On! n=0 '

—e t—'(K”X)+ K(e"zt—‘(K”X)j ——HX+KHX

n:0n‘ nzon'

Soit pour tout e R :

v,'(t)=—I,-K)H X

16 > Pourtout re R, ¢, (1) = ”\l’x (t)||2 et y, estdérivable sur R, donc :

¢, estdérivable sur R .

On a de plus pour tout € R :
0,0 =2(y,' ).y, () =2(—Uy-K)H X ,HX)=-2(u(H,X),HX).

Ainsi, pour tout e R :

Oy (1) =-2q,(H,X)

17> On a vu dans la question 13 que keru=Vect(U). Remarquons de plus que comme T est une
probabilité :

”U”2 =;U[i]zn[i]=;12n[i]=;n[i]:1,

Donc, U est unitaire. Alors :
p(X)=(X,U)U

p(H,X)=(H X ,U)U

Comme X = H, X est autoadjoint (admis a I’issue de la question 13) et H, est un noyau de Markov

(question 4), donc HU =U (question 1), ona:

(HX,U)=(X,HU)=(X,U).
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Ainsi, p(H,X)=(X,U)U, soit :

p(H X)=p(X)

18 > Soit te R, . L’endomorphisme u est autoadjoint (question 13) et positif (question 14). On peut donc
utiliser le résultat de la question 10 appliqué au vecteur H,Y (avec A la plus petite valeur propre non
nulle de u) :

6, (HY = p(HY)2A[HY - p(HY)[".

Avec HU =U , p(X) =<X,U>U et p(H,X)= p(X) (vus dans la question précédente), on a :
H,p(X)=H,((X,U)U)=(X,U)(HU)=(X,U)U =(X,U)U = p(X)
Donc :
p(HY)=p(H, (X~ p(X)))=p(H X ~H,p(X))
= p(H,X)~-p(H,p(X))=p(X)-p*(X)=0
Ainsi :

q,(HY)2A|HY|" & -2q,(HY)<-2A|HY|".

Or, (py(zf):”HrY”2 et ¢,'(t)=—2q,(H,Y), donc, pour tout 7€ R, :

Q,'(1) £ —-2Ao, (1)

On a alors pour tout t€ R, @,'(t)e”™ +2X@, (t)e™™ <0 (car ¢’ >0). En notant A :t+> @, (t)e™"

(qui
est dérivable sur R en tant que produit de telles fonctions), on obtient /4'(f) <0 pour tout € R, , donc

h est décroissante sur R, , et ainsi, pour tout re R, :

W <h(0) < 0,0 <, 00 & ¢,(0)<e ™, (0).

Enfin ;
o, =HY|" =|H X ~H,pCO| =|Hx - pCO)".
Et: H, :e-“f—nK" =K’=1,,donc:
n=0 n'

0, (0)=[[H,X = pCO)|” =[x = p(x)|.

Finalement, on a bien pour tout e R, :

|H,X = pCO|" <X = p(x)|’
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19> Soient i€ [1,N] et r€ R, . En prenant X = E, dans I'inégalité précédente, on obtient :

J#1,,~ ) < e = B

Or, p(E,)=(E,,U)U (ﬁ:E U[k]n[k]j (iﬁi,kn[k]jUzn[i]U,donc:
k=1 k=1

|H,E —nlilU|” <e ™| E -nlilU|’.

Et:
|E ~ni1v|” =||E|” - 2(E, alilU) +|miTU|*

= iéikn[k]— 2nfil(E, U)+alil* | U
k=1
= nli]-2n[i)’ +nli]* = li]-nli
Donc |E, —nli|U||” < i, et
|H,E,~m{\U | < (e7™)*i].

Enfin, comme ||H E —7li]U|[, e M et mi[i] sont positifs, en passant a la racine carrée, on obtient :

|HE, - alilU| < e ™ nli]

20 > Soient i, je [LN] et te R,.Ona:

z il )(Hz/zkj] [ j z r,z[i,k]H,,z[k,j]—H,,z[i,k]ﬁ[j]—n[k]H,/z[k,j]+n[k]7t[j])
k=1 k=1

=D H,plik] ,,z[k,j]—(ZH,,z[i,k]jn[j]—Zn[k]H,/z[k,j]+(2n[k]}n[ﬂ
k=1 k=1 k=1

k=1

N N N
Or, Y H,,li,k1H,,[k, j1=(H,,H,,)li, j1, D H,,li,k]=1 (H,, est un noyau de Markov), > n[k]=1

k=1 k=1 k=1
(p est une probabilité) et, par w-réversibilité de H,,

zn[k]Huz[k ]]—sz/z J.kIm :(sz/z[] k]jn[]] nlj].

Donc :
Z(Ht/z[i’k]_n[k])(an[k’j]_n[j]) =(H,,H,,)li, j1-nl j1-nljl1+nlj1=(H,,H,, )i, j1- 7]
k

=1

Enfin, d’apres la question 5, comme ¢/2e R, ,ona H,,H,,=H,,,,,, = H, etainsi, on a bien :

> (H,,li,k1-nlk1)(H, [k, j1- 0 j1) = H,[i, j1-7 j]

k=1
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21> Soient i, je[LN] et reR,.Ona (H,E,—{jlU)[k]=H,[k, j1-7 j], donc :

(H, [k, j1-=[ j1)" 7lk]> (H,[i, j1- =l j1) 7li] .

M=

|, =i j1u] =

~
1l

1

Alors,

H [i, j]—n[j]|1/7c[i] < HHZEJ. —n[j]UH et avec le résultat de la question 19, on obtient :

|H, i, 1=l jl| il < e ynl ]

Or, par hypothese, @t[i] >0 (m[i] est positif et non nul), donc /7[i] >0 et ainsi :

.. . 1T
|H[i, j1-nl ]| < e [
[i]
. . _ T j N
Comme A >0, on a, pour i et j fixés, lim e M % =0 et le théoreme des gendarmes assure que :
t—>+o0 7tl i

lim H,[i, j]1=n[j]




