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Rapport de jury

1.1. Remarques générales

Plusieurs erreurs relevées I'an dernier ont été commises de nouveau cette année. Les encres
pales sont encore fréquentes, et un nombre croissant de candidats a obligé les correcteurs &
utiliser la loupe tant leur écriture est minuscule. Le texte et les calculs sont souvent
agrémentés de petites zones de texte coloré insérées avec des fleches par des candidats ne
prenant pas la peine de rédiger une phrase pour justifier une assertion ou une expression.
Une présentation soignée (écriture nette, absence de ratures, résultats encadrés) dispose trés
favorablement le correcteur.

Il est indispensable de travailler en profondeur le cours de mathématiques de premiére et de
deuxiéme année, de connaftre les théorémes avec leurs hypothéses.

La rédaction des preuves doit étre courte et compléte ; tous les arguments sont attendus.
Les tentatives de bluff, moins nombreuses cette année, sont lourdement sanctionnées.

Les abréviations sont pléthore, au point de rendre la lecture parfois difficile en raison de
I'ambiguité qui peut en résulter : comment savoir que ISMQ signifie « il suffit de montrer
que » ?

L'orthographe et la syntaxe sont souvent défectueuses : des démonstrations par I'absurde se
terminent par « donc impossible »,

On recommande de bien traiter une partie des questions plutét que de produire un discours
inconsistant pour chacune d’'entre elles.

II est demandé aux candidats de numéroter leurs copies de facon cohérente @ les
examinateurs apprécient assez peu de se voir confrontés & un jeu de piste |

Enfin, les correcteurs ont été entonnés par le mangue de soin; beaucoup de copies
ressemblent plus & un brouillon qu’a une épreuve de concours,

1.6. Mathématiques | — PSI

Le joli probléeme de mathématiques de cette année permet d'obtenir, par une méthode
probabiliste, un équivalent en I'infini d’'une famille de fonctions. La premiére partie porte sur
I’étude de séries entiéres : rayon de convergence et développements classiques. La deuxiéme
partie donne, a I'aide des probabilités, un équivalent en I'infini d'une fonction définie comme
somme d'une série entieére. La partie lll permet de déduire de Il d’autres comportements
asymptotigues. Dans la partie IV, on déduit de Il le comportement en I'infini d’une solution
d'équation différentielle.

Le probléme contient un certain nombre de questions élémentaires et proches du cours, qui
ont été abordées par une majorité de candidats, pour lesquelles le baréme était
volontairement généreux. Le reste est de difficulté raisonnable, mais demande un peu plus
d'initiative. Cette épreuve a parfaitement répondu aux attentes du concours. La diversité des
thémes abordés ainsi que le panachage dans la difficulté des questions ont su départager les
candidats.
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Question 1

Enoncé
. i o
1. Soit r € R et p € N*. Justifier que la série entiere {F z" a pour rayon de conver-
n=1 [\P H:]
{p” np
gence 400, et faire de méme pour la série entiere Z z"'F.

n=1 LPH)

Rapport de jury

Question 1. Cette guestion est presgue toujours abordée. Le critere de d'Alembert est
géneralement utilise, mais les simplifications dans les calculs sont parfois folklorigues. Un
argument du type « par croissance comparée, on a aussitot... » ne donne pas de point.

Corrigés

Pour tout ze C" et tout ne N :

(p(n+1))r n+l

(pn+D) (1 1)’ |

r = - < n—+oo
(pn)” (pn+p)(pn+p=1...(pn+1) A==

(pn)!
Donc, d’apres la regle de d’ Alembert, Z ((p ") ‘ Z" converge, donc :

n
s (pn)" e
La série entiere Z (o) Z" aun rayon de convergence infini.
pn)!

(pn

pn)’
pn)' (@

(pn)!

Comme Z converge pour tout ze C, la série Z( ”)" converge aussi pour tout ze C, et

donc :

,

Lo - n C e

La série entiere Z(p—))' z” aun rayon de convergence infini.
n)!
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1.
e Soit z € C*, on applique la régle de d’Alembert a la série Z ({pn:;r |z|™ :
pr)!
{P{” + ljjr |z|n+l
; 1 |

Vn > 1, (p(n + 13} ~ |z & — 0

(pﬂj | |”_ n—+4oo {p(n—l— J_}j‘ n—s 400

(pn)!

(pn)"
(pn)!
(

convergence de la série entiére E

n
|z|" converge pour tout complexe z et done que le rayon de

Ceci assure que la série E

™
pn) z" est 4-o00.

(pm)!
pﬂ}‘" - , ,
e On en déduit que la série Z (o) (2F)" converge pour tout complexe z et donec que la
pn
AT (pm)" ., .
série entiére Z Wz P admet également +oo pour rayon de convergence.
!
1. Notons a, = () .Pour tout z = C*. on a
(pn)!
|ang12™ | (P':“-i'l]} (2 }rl = (]_'_l)r |2|
|an 2™ [p n+1)]! (pn) n/) (pn+1)(pn+2)---(pn+p)

done lim Mo | ()

, =0 < 1 et, d’apres la régle de d’Alembert, la série Z 2" est absolument convergente.
n—+4o0 Uy ("jl

T

Le rayon de la série entiére E a,z" est donc +2¢. La deuxieme série entiere (lacunaire et dont le coefficient

n'est pas le précédent) converge donc aussi pour tout = £ C et son rayon de convergence est donec +20.

r
1. » Pour tout z # 0, pour tout 1 € MN°, posons i, = (pn) 2™ £ 0.
(pm)!
Alors, pour tout n € N*,
unga | _ @(n D) @n)! ™ (o) (1+ 1/m)" 1 "
iy (pn)"(p(n + 1)) [2" (pn)" (pn+1)...(pn+p)
~ 1% ;|7| (car p € " et r > 0 sont fixes)
n—s4oo (pn)?
—= 0 (par p>1),

T—p 00
done, comme 0 < 1, d'aprés le critere de d'Alembert pour les séries mumérigues, E thy, converge ahbsolument.,
n>1

=

L 1

Ceci étant valable pour tout z # 0, le rayvon de convergence de (pr }1 2™ pst +oo.
nzzl (pn)]

(3
e Pour tout z £ 0, pour tont n € M®, posons v, = ((;D )] 2P 2L
n)!

Alors, pour tout n € N*, en reprenant les caleuls faits dans le premier point, on a

1 || \?
~ 1% 2P = — —= 0,
n—4o00 (pn)p np n—400

done, d'apres le critére de d'Alembert pour les séries numérigues, E vy, converge ahsoliment. Cecd étant valable pour
n=1

Uni41
Un

(pn)" np
tout z #£ 0, le ravon de convergence de E T2 est +00.
n>1 l:p?l)




PSI* mars 2025

Question 2

Enoncé

2. Pour x réel, expliciter So1(x) et Sp2(x), et en déduire la validité des énoncés Hy 1 et Hy 2.

Rapport de jury

Question 2. Les développements usuels en série entiere sont le plus généralement connus.
L'absence du premier terme n’est pas toujours prise en compte.

/

Corrigés

Soit xe R. On a d’une part :

+ooxn +ooxn
S (x)=) —=>» ——1.
01(%) ,,Z::‘n! ;n!
Soit :
So () =¢" -1
Et d’autre part :
+ oo 2n + oo 2n
X
S,,(x)= = -1
02(®) §<2n)! = (2n)!
Soit :

S, (x)=chx-1

1 1
—e* =—x%", donc :

x40 )

chx

~

e’ :%xoe" et Sp,(x) ~ =

+ o0

Onadonc §,,(x) ~

+oo

Les €noncés (H, ;) et (H,,) sont validés.

2.
Pour tout réel = :
+oo
~ I ) . e
Soa(x) = E — =¢e"—1 ~ € ce qui assure la validité de Hp ;
n! n—+o00 o
n=1
oo 2n e
Soalz) = E —ch(r)—1 ~ ce qui assure la validité de Hy o.
(2n)! n—+4oo . '
n=1
2. Les énoncés Hgq et Hp 2 sont vrais car :
S+ _‘]:ﬂ 0 +o 1‘2” _1 0
5 x) = — =" =1 ~ ¥ =—x"¢" et 5 )= - =ch(z)—1 ~ —e"=—x"¢
o1 (%) Z n! +oc o2 Z (2n)! (=) 4o 2

n=1
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2. e Pour tout & € R,

R | +oo o
) = n__ T R SRS
.S'[M(::j—za:r _ZE 1 =exp(z)—1
n=1 n=>0
+oo

1 -Sr[]_zlz:l'} = Z 2?’3]' = Z 2n}' =ch (:1"} —1.

o Par suite, Spi(z) = —1 ~ €% = —2"", donc on a bien Hp 4,
T+ 00 1
et — T . 1
ot Spaf(x)=ch(z) —1=—+ — E 1 ~ S - —x%", donc on a bien Hg .
2 2 z—4oo 2 2 =
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Question 3

Enoncé

3. Soit z € RY. Montrer que (Z;)" admet une espérance, et exprimer E{:{Z_n:l’"]l a l'aide de

Sr1(x).

Rapport de jury

Question 3. L'existence de I'espérance vient de I'absolue convergence de la série. Chez bon
nombre de candidats, le théoreme de transfert donne systématiqguement ['existence de
I"'esperance de f(X) lorsque X admet une espérance, ce qui est bien slr inexact. La valeur de
I'espérance est donnée par une moitie des candidats.

/

Corrigés

Soit xe R’,. Posons (Z,)" = f(X,) avec f:tl—)(ij )
x

La variable X _suit une loi de Poisson de parametre x, donc X (£2)=N et pour tout ne N :

n - X r_n

f(")P(szn):(ﬁj oo s
X

n! x" n!

Sinzl,ona f(n)P(X =n)#0 et:

(n+1)" x""
| f(n+DP(X, =n+D|  (n+D)! _(n+1j’ x o<l
| fWPX, =n) | X" no) n+l "7 '
n!

D’apres la regle de d’ Alembert, la série Z f(m)P(X_ =n) converge absolument et donc, d’apres le théoreme

du transfert, (X ) estd’espérance finie et :

. +oo + o0 e—x nrxn
E(2))=E(f(X))= 2 fPX, =m=3 —==—.
pry v X n!
Comme §,,(x) = zn—|x” , on peut conclure que pour tout xe R’ :
n=0 M-
(Z,)" est d’espérance finie avec E((Zx)’) = —§,,(x).
x

3.

T . n'z"
Par utilisation du théoréme de transfert et de la convergence absolue de la série E

on
L 1o . . . n!
en déduit que £ est d’espérance finie et que :
+oo —y tOO .
o n"z" e

" J- r r y * al
E(ZD)=—) nP(Xa=n)= Dﬂ S — —S,.1(z).

n! T

n=0 n=1
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3. Soit x £ ]E‘._',_. Sous réserve d’existence, 'espérance de {erv est, avec le théoréme de transtert :
. X r + o AT +oc AT " = == e =<
" = i = —.- g = T = : . ,_x. = '.‘,V =—- 5 .
E((Z))=E (( g ) ) Z (1) P ") Z Ll) © n! " ZI n! x” Sra (@)
n=0 n=1 n=1
On a vu au passage une série absolument convergente (d’aprés la question 1) donc cette espérance existe bien.
. X.\"  XI
3 Ona (Z,) = (—) ==
' T x’

Sous réserve de COVErgenee,

400 _ _x 4o
n’ . n"e Tz 7" n"
E —rP(X_r=ﬂ}= —?_—|= p —|I
I I T xI T
neXo (1) n=>0 n=0
r Fee or
. : , n" n
Or. d'aprés la gquestion 1 avee p= 1, E — 2" apour rayon de convergence +oo, done E —T" converge absolument,
n! 7!
n>1 n=0
n"
done E —P(Xz = n) converge absolument, done, d’aprés le théoréme de transfert, (Zz)" admet une espérance
- .

neX, ()

+oo
—T r
€ n" .

. n" )
E({Z;]T]Z Z FP{szn}: e m_y — —

n=>0

1
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Question 4

Enoncé

4. Pour = > 0, rappeler 'espérance et la variance de X .. Déduire alors de l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev que

P(|Z,—1]>z"'%) — 0.

{| - | =T ) r—+00

Rapport de jury

Question 4. L'espérance et la variance sont presque systématiquement donnees ; le
théoreme de Bienayme-Tchebychev n’'est pas toujours bien énonce. L'application guant a elle
n'est traitée que par un tiers des candidats.

’

Corrigés

. N * . . . N
Soit a nouveau xe R, . Comme X _ suit une loi de Poisson de parametre x, on a :

E(X,)=V(X,)=x

X E(X .
Comme E(X )=V(X )=x, la variable Z =— admet une espérance E(Z )= (X)) =1 et une variance
X X
ViXx,) 1 _,., ... ) 3 .
V(Z,) =—*=—. L’inégalit€ de Bienaymé-Tchebychev permet pour tout ae R :
X X
V(Zz 1
Pz -Ez)2a)< L2 o p(z-12a)<—.
a ax

1 _ . .
En prenant alors a =——=x""" >0, on obtient pour tout x& R, :
x

_ 1 1
P(|Zx _1|2x I/B)S (x—1/3)2x = e

Et comme lim —= =0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que :

X+ yx

lim P(|Z,-1=x"")=0

X—+oo

4.
o E(X,) = V(X,) =

e On remarque que [|Z, — 1| >z /3] = [|X, — z| > 2%/%] et en appliquant I'inégalité de
Bienaymé- Tchebychev (légitime car X, admet un moment d’ordre 2) on a :

0<P (|}_',7_,C — 1| = .r_lﬁ) < V{f‘f} = 11I3 — 0 d'on le résultat demandé.
= T r—too
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4. & L'espérance et la variance de la loi de Poisson de parameétre "\" =z > 0sont : E(X_, )=V (X, ) ==a.

Par linéarité de I'espérance il vient E(Z.) = %E (X.) =1 et suivant la formule "V (e X +b) = >V (X) 7 il
vient V(Z,) = 5V (X,)=1.

x
* Comme Z,. est une v.c.r. admettant une variance, I'inégalité de Bienaymeé-Tchebichev donne, pour

1

i ; i Vv Z.x' 10
s=x"7: P L Zy—E(Z:)| = a:_?) = % et done P (|Zx -1 = :.-:_FJ = 1—% x:x 0.

. o Comme X; — P(z). ona E(X,) =V(X;) ==

o Par suite. Z, = — X, admet une espérance et une variance eof
I

1 . o 1\, 1
E(Zr] = ;E{Xm) =1 o V fzm} = (;) "I(X:E} =

-
Comme Zz admet une variance, on pent lnl appliguer 'énégalité de Bienavimé-Techebvehev et on a done

ViZa)

g2

Ve =0, P(|Zy—E(Zy)2¢)< e P(|Ze—12¢) <

re2

1y
3~ 0, on a done :

En prenant € = x
1 1
r(z—t/3)2 /3

0< P(|Ze — 1| 221 <
i 1 L -
Or lim ———= =0, donc, d’aprés le théoréme des gendarmes,
r—r 4o pl/3 i ¢

lim P(|Z,—1] =2 /3) =0.

T—4o0
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Question 5

Enoncé

5. Montrer que pour tout réel x > 1,
(1—z '3 P(Z, > 1— 2 ) < E((Z.)).
Montrer en outre que

(1—a 3 P(Z,>1—271%) — 1.
! " oo

Rapport de jury

Question 5. L'inégalité de Markov est souvent proposee. La convergence dans la deuxieme
partie de la question, qui utilise notamment Q4, est rarement traitee.

Corrigés

On a vu dans la question 3 que la variable (Z )" admet une espérance. Or, X _est positive (car X (2)=N) et

xe R, donc (Z,)" est positive. On peut alors appliquer 1’inégalité de Markov, soit pour tout a€ R, :

E(,))
a

P((z) za)< & aP((Z) 2a)<E((Z)).

1 —-1/3

”>0 eten prenant a =(1-x""*)" >0 dans I'inégalité ci-dessus, on obtient :

(1-x"")YP((Z) 21-x"))<E((Z)).

Si x>1,onal—-x

Enfin comme f > ¢" est strictement croissante sur R’ (car r>0), on a ((Zx)’ > (1—x‘“3)’)= (Zx > 1—x‘“3)

et ainsi, pour tout réel x>1 :

(1-x")P(z,21-x")<E((Z))

Ona lim (1-x") = lim (1—%) =1, on veut donc montrer que lim P(Zx 21—x‘“3):1.
X400 X +oo X

X —>+oo

Or, d’apres la question précédente, on a lim P(|Zx —1|zx" 3) =0.0r:

X—>+oo0

(|2, -1zx")=(z,-12x")U(Z,-1<-x")=(Z, 21+x")U(Z, <1-x").

Et:

(z, <1-x")=(z,<1-x")U(Z,=1-x"").
Donc :

(Z.<1-x")c(z, <1-x) (|2, -1] 2 ).
Et ainsi :

0<P(z, <1-x")<P(z -1=2x").

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, on a alors lim P(Zx <l-xY 3) =0, soit :

X—>+oo0

lim P(Z, 21-x")= lim [1-P(Z, <1-x"")]=1.

X —=+oo X —+oo

Finalement, lim (1-x"*)" = lim P(Zx > 1—x_”3) =1, donc :

X—+ oo X —>+oo

lim (1-x") P(z, 21-x"")=1

x—>+oo
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9.
e La premiére inégalité découle directement de I'inégalité de Markov appliquée a ZT (qui est
positive et d’espérance finie) ainsi que de la croissance de la fonction ¢ +— " sur R,
E(ZL)
—1/3y _ _ _ —1/3 x
P(Z;>1—xz J=P(ZI=(1—=x }1’”)5:[1_3:_1;3)?_.
eOna lim ((1- ;11_1!;3)?") =1 et de plus :

r—+—+0oo
|12, — 1| < 23] C [Z, — 1 > —a'/3] donc P(|Z, — 1| < 2'/3) <P (Z, — 1 > —z'/3).

Or la question 4 assure par passage au complémentaire que [P (|Z$ — 1| < zt/ 3) —  1et

T—0oo
on en déduit done que P (ZI —1> _1-_1;’3} — 1
r—r+oo
En conclusion, on a bien (1 — .'r_1f3:|""[P (Ex > 11— 111;3) — 1
Tr—+0oo

5. s Pourx > 1lereel a = (1 - .?:_%J est strictement positif et la v.a.r. (Z,)" admet une espérance d’aprés
3°). L’inégalité de Markov donne alors : P((Z.) = a) < E—(E@ Or ¢t — t" est croissante sur By (car r > 0)
donc: ((Z:)" =2 a)= (Zx. =1-— 3:_%) et il vient bien, en multipliant par le réel positif a -

[1 _I—%)r?[zm I x—?) = E((Z2)")

¢ On a déja lim ('l — I‘_%) = 1 et on a par ailleurs (Zx < 1— sc_%) & ( Ze— 1| = 1?_%) donc, avec la

crolssance de I.?:et la question 4 :
U'-.'-.ZP(ZJ.f;'.'I—x ) P 2—1 :r%)—u
En passant au complémentaire : P (Zm z1l—=x ‘-lf) ( < 1— 1_‘-17) — 1 et le produit tend encore

vers 1 :

!-ll

lim (1—.1:—5) ]P( e

&o—

) = 1
5. Soit = > 1.
o Comme (Z;)" admet une espérance (gquestion 3), on a, d’apres Uinégalité de Markov -

B((Z.)")

Va>0, P((Z:) >a)<—

1 Y, i :
Or, comme x > 1, 2712 €]0,1[, done (1 —271/3)" > 0, et on a donc, en prenant a = (1 — 2~ /3)", on obtient

E((Z:)")

P((Ze) 2 (1~ =) < T iy

e (1-27 V8 P((Ze)" 2 (1 — 27 V/3)") < B((Z2)").

Enfin, comme Zz(Q) TRy, ona (Zz)" = (1 — ;r_l‘m]r = (Zz) = (1- i“_lﬁ'), done on a bien
1=z V3 P(Z, 21~ 273 = (1~ 27 3) P((Z2)" 2 (1~ 27 /%)") < E((Z2)").

e Pour tout o > 0,
AR (e Lt M e e o e T S L

done
13 P(Zo = 1= Pl 2, = ler W) =t = PlZ. <] &Y< P2, —1] a1,

Or lm 1—P(|Zz —1] = 27%) = 1 d'aprés la question 4, done, d'aprés le théoréme des gendarmes, liI_1|_1 P(Z: >
r— 400

r—3 400

1—z 3 =1.
De plus, lm (1 — J:_I*IS)T = 1. done on a bien
T—+o0

lim (1—z Y3y P(Z, 21—z Y3 =1.

Tr—4-00
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Question 6

Enoncé

6. Soit N € N* et =z € R”.. Montrer que Y, y admet une espérance et que
E(Y,y)=x".

Rapport de jury

Question 6. Les correcteurs ont été surpris par le grand nombre de copies dans lesquelles
figuraient les arguments suivants : un produit de variables aleatoires admettant une
esperance, admet une espérance, la linéarité de l'espérance donne que |'espérance d'un
produit est le produit des espérances. L'espérance d’'une constante est nulle. Bien siir, tous
ces arguments sont incorrects.

Corrigés

Soit Ne N et xe R’,.

N-1
OnaY, ,=0(X,) ou Q= H(T —k) est un polynome unitaire de degré N (et d’indéterminée notée 7).
k=0

Onaalors Q(n) ~ n",donc:

—+oo

n n
X X
mP(X =n)=Q0(m)e " ~ nVe "t —.
X

nlnote n!

e n'x" x"
Or, on a vu plus haut que la série z - et donc la série z ne” — convergent pour tout pour tout réel

n! n!

n

X N o
—, converge et comme elle est a termes positifs, on peut
n!

X

r>0. En particulier pour r=N >0, la séric Y n"e”

conclure que la série ZQ(n)P(X . =n), converge absolument, donc que :

La variable Y_, admet une espérance.

Par le théoreme du transfert, on a alors :

E(Y,y)=Y Q(mP(X, =n).

N-1

!
Or, pour tout ne N, on a Q(n)=H(n—k), donc Q(n)=0 quand n< N et Q(n) =#. Alors :
k=0 n— .
n + oo n—N
xx N —x
EY )= nP(X_ =n —=x"e ——
¥, )= ZQ() ( )= Z N)‘ . ;(n_N)!
+oo _k
Et apres réindexation k =n— N, on obtient E(Y, )= xNe ‘J‘Z%:x”’e_xex,soit:
n=0 .

EY y)= XV
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6.
N-1
On pose la fonction f :t — H (t — k) et on applique le théoréme de transfert (on la série
k=0
considérée est absolument convergente) :
+oo +oo +0o0 '.I'.',—‘l.-r
. . . -n.’ _:r.'f —x "'\- Z A
E(Y,n)= n)P(X,=n)= — e f— = =x".
{ ;r_.:"f J nzﬂf{ j ( €T } Z\; [ﬂ- o f\'rj.r 'J‘I.‘ 'J‘I- - :\.Ir
= n={

6. A nouveau, I'espérance de 1, .- existe (la série qui suit est bien AC), car avec le théoréme de transfert :

o
E(Yay) = B(Xa(Xa=1)(Xa=N+1) =) n(n-1) -+ (n=N+1)P(X. =n)
n=0
S+ ‘1,“‘: } +oc T‘,:__\' R
= Zn (n—1)---(n—N+1)e™ ‘r—:mmﬁ_‘rz—' =z
21 2 — N
n=N T n=N I:?l" A }
0. Sl)]l.‘:\ riéserve [Il1 CONVErEeIes,
. o ) = e—Tpht
Z nn—1)...(In—N+1)P(X;=n)= Z nn—1)...n—N+1)
' ) : T onl
neX, (E'.Il n=>0
N-1 400 =Ty
= Zn[ﬂ—l}...(ﬂ—h —|—Zﬂfﬂ—l} An—N+1) o
n=>0 -0 n=N
+o —F T +o0 x4+ N
e e "
= Z — = Z - [en posant j =71 — N)
n=N l:n' - J\I]I =0 J'
\ +00 i
— / o —& R
Vet
Jj=0

Or cette derniére série converge (exponenticelle), done la série de départ converge, done converge absolument [(série a

termes positifs), done. dlapres le théoreme de transfert, Yo v = X (X, — 1. (X, — N + 1) admet une espérance of
I ! z,] rlr ) T !

+o0 g
E(Y;n)= Z nn—1)...(n— N+ 1)P(X, =n) =z c“rz T' =a2Ve Te® =2V,
. — I
neX, () j=0
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Question 7

Enoncé

7. Soit N € N*. Montrer qu’il existe des réels aq, ..., ay tels que
N
ay=1 et Vr>0, (X;)¥ =3 arYes
k=1

On pourra introduire la famille (H;)jen de polynémes a coefficients réels définie par

§—1
Ho=1 et ¥jeN* H;=]J(T-1),
i=0

ot l'indéterminée est notée T .
En déduire que

E((Z.)Y) — 1

T r—+00

Rapport de jury

Question 7. Question trés inégalement traitée ; seul le dernier point est généralement
correct.

’

Corrigés

Soit Ne N".

j-1
Si on pose H,=1 etpour tout je N, H ;= H(T —1i) (polyndome d’indéterminée notée 7).
i=0

On a degHj =j pour tout je N, donc (HO,HI,...,HN) est une famille échelonnée en degrés de N +1
polyndmes de R, [T], qui est de dimension N +1 : c’est donc une base de R, [7T'] et ainsi, il existe des réels
a,, a,, ..., a, tels que :

TV =aH,+aH, +..+a,H,.
De plus, 0=0" =a,H,(0)+a,H,(0)+...+a,H, (0)=q,, donc :
TV =aH, +..+a,H, .
Enfin, degH ;<N pour tout entier je[LN—-1] (s’il y a lien, c’est-a-dire si N 22), et on peut écrire

H,=T"+R(T) avec degR<N. Donc, T" =a,T" +(a,H,+...+a,R) avec deg(aH, +..+ayR)<N et

ainsi,ona a, =1.

Alors, pour tout réel x>0, ona:

N

N k-1 N
(XX)N = zaka(Xx) = zakH(Xx —-i)= Zaka,k .
k=1 =1 =0 k=1

Finalement, il existe bien des réels a,, ..., a, tels que a, =1 et pour tout réel x>0 :

N
(Xx)N = z aY
=1
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On a alors, pour tout xe€ R, et tout Ne N’

Et, par linéarité de I’espérance :

E((ZX)N): E(x%ﬁakyx,kJ _iNi

N

Avec la question précédente, on obtient E((Z W )= Nx_N si N=letsi N>2:
X
1 & & a x"
E(Z)")=—> ax' = ta, —
(( x) ) xNkZ::‘ k — xN—k NxN

En i=N—k etavec a, =1, onobtient E((Z,)")=1si N=letsi N>2:

N-1

E((ZX)N)zz%H.

k=i

Enfin, comme lim Nl’ =0 pour tout i€ [1, N—1] (si N >2), donc dans tous les cas :

X+ x

lim E((Zz)")=

x—>+oo

7.
e La famille (Hp, ..., , Hn') est une famille de polynémes de degrés échelonnés (de 0 a N) et
est donc une base de Ry [T], ce qui assure que TN se décompose dans cette base et donc qu'’il

existe des réels agp, ..., yay tels que TN = ZG‘JLHR (1).

k=0
En évaluant en 0 on obtient ag = 0 et en considérant le coethicient de degré N on obtient

ay = 1.

On a alors pour tout = > 0, X ZﬂkHL{A = Z“k}fx:k-

N :
o : N E (Yor)
N i _"\ - g = a e 1 .:1" — 7%1.
¢ Par linéarité de l'espérance on a E (Z_E ) ;ak N
]E:{}E kj k—N D Si .Iﬁ.‘ E P\"_ - J.
Pour tout k € [1,N], —x— LT iy o lsik=N

Donc E (Z My oay = l.

r—++oo
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7. Pour N € N* fixé, la famille (H;),. oo est échelonnée en degré (deg H; = j) et de cardinal N 41 dans Ry[T]

qui est de dimension N + 1. C’est donc une base de cet espace vectoriel et le polynéme TV (I'indéterminée

N
est T ici) se décompose en T = ZakH;_. pour un unique (ag,--- .ax) € RV Comme N = 1 on a par
=0
évaluation en 0 : 0 = ag et aussi ayy = 1 (coefficient dominant) done
=
T'\ = ZG;_.Hk et an = 1
k=1
N N
Alors il vient pour tout x > 0: (X,.) = Z arHr (X)) = Z o Yz . Ensuite, la linéarité de 'espérance et la
k=1 k=1

question 6 (puisque tous les indices k sont = 1) donnent :

i} ) o g o e
L )—__r.\- ((-Y,J )=FZ“:’:E(19:FJ e p

k=1 k=1

En conséquence : E ((Zx}\) ~ L xapzV

i = ay — 1.

7. @ Soit (H;)jew la famille de polynoémes de R[X] définie par
j_
Ho=1 et VjeN", H;X)=]]J(X -4
La famille (Hy, ..., Hy) est libre {(degrés échelonngs) et formée de N 4+ 1 éléments de By [X], espace de dimension
N + 1, done c'est une base de Ry [X].

Par suite, comme X~ € Ry [X], i existe (ag,...,aN) € RN+ pels (e xN _ ZakH};.

N

De plus, comme H;(0) = 0 pour tout 2 € [1,N], on a, en appliquant en 00, 0 = agHy(0) + Z apH(0) = ag, ct, o
k=1

identifiant les coefficients de degré N, on a ay = 1.

On a done XN = Z apHi(X) avec ay = 1.

Par suite, pour tout t € R, &V — Z aHy.(t), done, pour tout w € £, comme X (w) € R, on a

[X [’w ZakH;\ Zﬂk}zkw Zﬂk}rk (u.'],

N
i N '5 P el
done (Xz)" = apYzp avec ay = 1.
k=1
N N
) o A XY aj, . i S :
e Par suite, (Z_r]‘i\ =—5 = E —“_,Yz‘k admet une espérance comme combinaison lindaire de variables admettant
k=1

une espérance of, par lindarite de Vespérance,

_i\r .f\'l'
T 1} aj: . o ) ] l
E((ZI]A] - Z N E( fr:k) — Z FIJ‘ (d'apros la question 6)
k=1 k=1
i\l
1 < 1 -
I Zaklk e —MGNI'“' (car ay # 0)
i o r—too !

— ay = 1.
T 400
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Question 8

Enoncé

8. On pose N := |r| et s :=r — N. Montrer I'inégalité

vie Ry, t5<s(t—1)+1,

et en déduire

Vx>0, (Z:) < (1—5)(Z)" +5(Z)"

Rapport de jury

Question 8. L'inégalité est rarement prouvée. En revanche I'application a la variable aléatoire
est souvent juste.

Corrigés

Onpose N=|r|eN (car r>0)et s=r—N=r—|r|e[0,1].

Si s=0 (c’est-a-dire si r est entier), on a ' =1 et s(t—1)=1 pour tout re R, , donc I'inégalité

t* <s(t—1)+1 est vérifiée (c’est méme une égalité).

Si se ]0,1[, posons pour tout r€ R, h()=1"—s(t—1)—1.

La fonction h est définie et dérivable sur R’ en tant que différence de telles fonctions et pour tout t€ R, :
h'(@)=s@" =1).

Comme se ]0,1[, on a alors :

)20 o t'2>21 o t<I.

Donc, h est croissante sur |0,1] et décroissante sur [I,+ o[ : elle admet un maximum en 1, qui est

h(1)=0. Ainsi, h(t)<0 pour tout te Ri et, avec liné h(t)=s—-1<0, on obtient I’inégalité voulue pour

tout re R, .

Finalement, quel que soit s€[0,1[, on a bien pour tout e R, :

' <si-1D+1

Comme Z_ est positive (vu question S),ona (Z )’ <s(Z -1)+1, soit :

(Zy ™ <l-s+sZ..

Et en multipliant par (Z,)" >0, on obtient pour tout réel x>0 :

(Z) <A=s)Z)" +s(Z )"
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8.

e On étudie les variations de la fonction g: t e Ry — t° — s(t — 1) — 1.

On a pour t > 0, g'(t) = s(t*! — 1) oi1 s — 1 < 0 ce qui assure que g admet un maximum en
1, or g(1) = 0 on en déduit que g est négative sur Ry ce qui assure le résultat souhaité.

e Iin multipliant pour tout ¢ > 0 I'inégalité obtenue par £V on obtient :

tr < st — DtV N = (1 — )tV 4 N+,

Cela assure que pour tout z > 0, puisque Z, > 0 on a Z7 < (1 — s)ZN + sZN+1,

8. eSoit N=|r|, s=r— N £[0.1]. On peut étudier sur 2, la fonction £ — s (¢ — 1) + 1 — ¢° mais appliquons
plutét le TAF a la fonetion f -t — t°. Pour t € B cette fonction est continue 7[1,¢]” et dérivable sur "|1.¢[".
Il existe donc ¢ = ¢; € 7]1.¢[" tel que

—1=(t=1)f (e)=2ac"""(t =1)

Remarquons que, puisque s — 1 < 0, ¢ — t°~! est décroissante et -

- 51t =1 la majoration est triviale.
_git>lalors1 < ¢ < tdonce™ ! < 1 et comme s(t=1)>0: " —1=sx1x (F=1)
-si0 <t < lalorst < ¢ < Tdonce™ ! = letcommes(t—1) < 0 onaencoret—1 < s 1 (t—1) < s(t—1).

CQFD.

-

*Onaalors, avec t = Z: : (Z:)" = (Za)" % (Za)" < (Ze)" [s(Ze = 1) +1] = (s = 1) (Z2) " +2(Z)"

B. Onpose N:=|r|lets:=r—N=r—|r|,donc s € [0,1].
e Supposons s €]0, 1].
Posons f:t € R —t* — (8(t — 1) — 1. f est continue sur R, et dérivable sur RY et, pour tout t > 0,

F(#) ==t 1w 1)

Par suite, comme § — 1 < 0, on a le tablean de variations suivant :

t () 1 +0o0
THOI NI
[
f(¢) ' a N
5-1 —00

Don, pour tout t € Ry, f(t) <0, done t* < s(t — 1) + 1.

e Sis=0,alors pourtout t =0,t  =1et s(t—1)+1=1, donc on a aussi t* < s(t — 1) + 1.
e Dans tous les cas, on a bien : Ve >0, t* <s(t—1)+ 1.

e Pour tout x > 0, pour tout w € 2, Z (w) € R, , done

(Za())” = (Zal) (Ze@))* < (Za(@) (6(Zefe) = 1) + 1) = (1 = $)Zelw)" + s(Ze(e) "+
Ceei étant valable pour tout w € €2, on a bien :

(Z2)" < (1= 8)(Z2)"™ +8(Z:)+.
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Question 9

Enoncé

9. En combinant les résultats précédents, établir la convergence

E{I{ZJ.}]"} — 1

r—+0o0

et conclure a la validité de 'énoncé H, |

Rapport de jury

Question 9. Il suffisait ici de combiner les résultats des gquestions précédentes.

Corrigés

Avec la croissance et la linéarité de 1I’espérance, la question précédente donne pour tout réel x>0 :
E((Z2) )<E(0=-)Z)" +s(Z )" )=U=-5)E((Z)")+sE((Z)"").

Alors, avec la question 5, on a pour tout xe R, :
(1=x""YP(Z,21-x"")<E((Z))<U=-5)E((Z)")+sE((Z)"").

Et toujours avec la question 5, on a :

lim (1-x"") P(Z, 21-x")=1.

X—>+oo0

Avec la question 7,0on a lim E((ZX)N): lim E((ZX)N“) =1, donc :

lim [ A=) E((Z)")+sE(Z)") ]=1-5+s=1.

Le théoreme des gendarmes permet de conclure que :

lim E((z,)")=1

X —>+ o

e—x
" S,,(x), donc :

Enfin, d’apres la question 3,on a E ((Zx)’ ) =

- X

lim <=5, (=1 & S, () ~ ex.

X =+ oo X X—>+oo

. 1, . )
Ainsi, S, (x) ~ —x'e',autrement dit :

x—+00 ]

L’énoncé (H,,) est validé.
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9.

e Les résultats obtenus aux questions 5 et 8 donnent 'encadrement suivant :
(1—27BYP(Z, > 1 —273) <E(Z5) < (1 —5)ZY 4 sz +1

Or lim ((1 -2 Y3 P(Ze >1—2?)) = lim ((1—s)Z) +s2ZN) =1

r—++0o0 T—r+0o0

Le fameux théoréme des gendarmes permet alors de conclure : lI.lI_'iL_l (E(Z7)) =1
T—F 00

e En reprenant 'expression de E (Z]) de la question 3 on a donc montré que

e—:r
lim ( - Sr,lfi')) = 1ie que Sri(z) ~ z"e” ce qui assure la validité de H, 1.

T—r0o0 T T—ro0

9. La minoration de la question 5 et la linéarité de I'espérance donnent :
—1 " r Yy N41
p(x}:?(zT 2127 (1 —27}) <E((Z.)) < [s—l]E((ij ) +<E((z.)" ) — q(z)
On a vu & la question 3 que lim p(x) = 1 et de plus NV étant fixé dans M la question 7 donne
m—4c

lim g(x)=(s—1) %14 2% 1=1. Par pincement on obtient alors HT E((Z.))=1

p—toc

9. e D’oi, par croissance de l'espérance, (Zz)" admet une espérance ot
r 1 N N1y N N1 e ey 1o LI
E((Z:)" )< E((1—s)(Zz)" +8(Z:)" )= (1—8)E((Z:)" )+ sE((Z;)" ) (linéarité de l'espérance).
En combinant cette majoration avee la minoration obtenue en gquestion 5, on a done

(1—a 3 P(Z, 21— 27 ) S E((Z2)") < (1 — $)E((Z)) + sE((Z2) ).

Or, d’apres la question 5, lim (1 —I_I*IS}rP(Zr =1—a UE] = 1et, d'aprés la guestion 7, avee N e ™ et N+1 € W™,
T—too
lim (1—s8)E((Z:)Y) +sE((Z:)V ') = (1 — 8) + s = 1, done, d'apres le théoreme des gendarmes,
r—too

lim FE((Z:)") = 1.

T—r 400
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Question 10

Enoncé

10. On fixe un réel = > 0. Etudier le signe de la fonction
eit €1, 4ot Tt —1)" —

On montrera en particulier que @, s’annule en un unique élément de [1, +00] que 'on notera

tr. En déduire que la suite finie (u,(z)) est croissante et que la suite (u,(x))

O<mn= |_EI_ n= |_Ez-_

est décroissante.

Rapport de jury

Question 10. Cette question est abordée dans presque toutes les copies. La dérivation d'un
produit est parfois égale au produit des deérivées. La donnée d'un tableau de variation est
nettement préférable a un long discours filandreux. La seconde partie de la guestion n'est
pas toujours convaincante.

Corrigés

On fixe unréel x>0.

La fonction @: t+> t'~"(t—1)" est définie, continue sur [1,+ oo[ et dérivable sur ]1,+ o[ en tant que produit de
telles fonctions et pour tout t€ ]1,4+ oo[ :

(t— 1)’ - (- )

Q) =(—rt" =1 +rt""(t=1)" =——[(A=r)t-D)+rt]=

Sur 1,4+ o[, ©'(#) >0, donc sur [1,+ o[, @ est continue et strictement croissante de ¢1)=0a Iim @(t)=+o

(t—=1+r).

(car @(t) ot ). Donc, d’apres le théoreme de la bijection continue, @ réalise une bijection de [l,+ o[ vers
[0,4 o[ et x>0 admet un unique antécédent ¢ = (p_l(x) dans [1,+ oo] .
Comme @ _=¢@—x, ¢, s’annule en un unique élément de [1,+ oo .
De plus, comme @ est strictement croissante sur [1,4 o[, on a pour tout 7€ [1,+ oo :
0.()>0 & o)-x>0 & ot)>x & t>¢ '(x)=t,.

Ainsi :

Il existe un unique ¢ _€[lL,+oo[ telque @ (¢,)=0 et @ <O sur [L,z [ et @ >0 sur J¢ ,+oof.

Pour tous ne N et xe R, ,ona:
-1 -1
(n+1)r xn+l_n_rxn _ (n+1)r xn+1 _n_rxn — (n+1)r

u,, (x)—u,(x)= x" (x—n’(n+1)1_’).

(n+1)! n'”  onl n! n!
+1 +1) .

Donc, u,, (x)—u,(x)= —%x"(px(n+1) et comme %x" >0, u,,, (x)—u,(x) estdu signe opposé a
n. n!

celuide @ (n+1). Ainsi :
U, (X)—u, ()20 < @ (n+D<0 & n+le[lr] & n+l<|r |=N,.

Et ainsi, (u,(x)) . est croissante jusqu’au rang N, donc :

(u,(x)),.,., estcroissante et (u, (x))nZNX est décroissante.

x
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10.
e La fonction ¢, est de classe C! sur [1, 400 et on a pour tout t € [1, +oo] :
() =t (t— 1) > 0.
De plus ¢.(1) = —x et @.(t) — oo ce qui assure que @, réalise une bijection strictement
t—+too
croissante de [1, +oo[ dans [—z, +o0].
Puisque 0 € [—z, 4+00[, on en déduit que 0 admet un unique antécédent par la fonction @, .

e Pourtout n > lonax (un_—l(} — 1) = .(n) donc :

un(x)

g || ona (u”_—l(r) = 1) < D iesny {x) <aslx);
tn ()
-sin>|t;]+1,ona uﬂ_—l{r) —1) >0ie up_i1(z) > u,(z) .

un{I}
On en déduit que la famille (un(z))n<|r,| est croissante et que la suite (un(z))n>(r,| est

décroissante.

10. e Soit > 0. La fonetion ¢, - [, +oc[— R:¢t+——t'""(t —1)" —x est de classe C" et pour tout ¢t = 1 :
@) ==t (=1 +rt" (=) T =t (t=1)" (t+r—1) > 0sit#]1
Ainsi ¢, est une bijection continue strictement croissante de [1. +o¢[ sur [, (1). llm L P (2) [= [—=. +20[.
Comme —x < 0 la fonction o, s’annule une unique fois, en un réel £, > 1 qui est donc tel que :
Vie[Litz] w,(t) <0 et Vie[ts,+oo] @ (t) >0

® On a alors pour n =1 :

L -1 n’ =y : T
i, (2] =, ilEr= =& {? — 1:;” = —ﬁx”_i [.‘r:]_v (n—1) —z| — Saln,

nl’

=z

et done pour n < |f,| w,(2) —u,_1(2) 2 0et pourn = |t +1 2, (x) —u,_1(x) < 0, ce qui donne le

résultat annonce.

10. e @, est continue et dérivable sur [1, +oo[ par opérations sur les fonctions usuelles et pour tout ¢ = 1,

fe— EjF A

Pe(t)=(1—-r)t "t -1 +rt" Tt -1 =(1-r) R R
(-0 Y1-r(t-1+rt) (t—1)"Ye—1+r)
B & N tr |
Par suite, ¢5(t) > 0 sur |1, +oc[, donc i, est continue et strictement croissante sur [1, +oc].
g réalise done une bijection de [1,4oco[ sur [z, 400 car @ (1) = —z et @ (t) ~ t"t"=t — oo
t—4oo t—+oo

Or 0 € [z, +oof (car x = 0), donc U'équation @g(t) = 0 admet une unigue solution sur [1, oo, notée t,.
s Pour tout n € W,

(n+l) n+1 n’ mn z"

Upig —Up = —— 2" — —x" = n+1)"lz-n
T ) n! n! ( " o
ol N z™(n + 1)1
B e r il SO O W L ) L P iy
Or, comme Py st strictement crolssante sur [1,+-::0[ et s'annule en ty, on a

wzn+1) 202 n+1=2t, < n > [t].

Par suite, pour tout n € [0, [tz] — 1], tnt1 — un = 0, donc (u'n(ir):‘DSnELL;J—l est croissante of, pour tout n = |tz],
Upi1 — Up <0, done [uﬂ{r)]nzLLIJ est décroissante.
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Question 11

Enoncé

11. Soit @ € R. Déterminer la limite de @,(r + o) quand r tend vers +oo. En déduire que

t,—xz—1r — 0.
T—++00

Pour établir ce dernier résultat, on pourra revenir a la définition d’une limite.

Rapport de jury

Question 11. La premiéere partie de I'étude est rarement correcte. La suite est peu abordée.

Corrigés

Pour tout xe R, tel que x+oe [1,+ o[, soit x>1—a,ona:

1-r r
@ (x+0o)=(x+0) " (x+0o—-1)" —x=x" (1+gj X' (1+_oc—1j —x
X X

1-r r
:x(1+gj (1+a_lj —x:x{1+(1—r)g+ 0 (lﬂ{l+ra_1+ 0 (lﬂ—x
x x X xote\x x  xore\x

OL_1+(1—r)g+ 0 (lﬂ—x:a—r+ o (1)

X x xo+el x X teo

=){1+r

Donc :

lim @ (x+o)=0—r
X—>+o0

On a vu que @ réalise une bijection strictement croissante de [I,+oo[ vers [0,+ o[, donc @' réalise une

bijection strictement croissante de [0,+ o[ vers [I,+ o[ et lim @ '(x)=+oco. De plus :
X —>+o0

(p(t):tl_’(t—l)’=t1_’t’(l—%j :t(l—%j ﬂ(l—r%ﬂ_ﬁiﬂj=t—r+[_>0+w(1).

Donc lim (1—@(#))=r et comme lim @ '(x)=+c0, onaen posant r=¢ '(x) :

X —>+oo

lim ((p_l(x)—x):r.

X —>+o0

Enfin, comme ¢, =@ '(x), on obtient :

t —x—r———0
X —>+o00
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didi.
e On effectue un développement asymptotique pour r — +oc :

py 1—r 5] X
px(r—ka}:m((l—l—%) e i

{1+ a2 4o (D)) (14222 o (1) 1)

& —T

=T + +o | — - a-—rT

T - z—+00
e On fixe maintenant € > 0;

on considére &« = r+¢€, on a donc p (r+a) — a—r =-¢€>0donc il existe z; tel que
r—r+oo

pour tout x > 1 :
wr(r+a) > 0ot 0 = ¢, (t;) et donc par croissance de o, onarz+a >t le.x+r+e > t,
Le.ty —x—1 < €;

on considére @« = r — €, on a donc pz(r+a) — a—r= —e < 0 donc il existe x5 tel
' r—+4oo

que pour tout xr > o :
wr(r+a) < 0ot 0 = ¢, (t;) et donc par croissance de . onaz+a <t le. z+r—e <t,
Le.ty — o —1 = —€;
on pose enfin g = max(z;, 7o) etonapourtout > xp: €<t —r—1r<e.
On a donc démontré que lim (t, —x —r) = 0.
T—++00

11. Poura €R.ona lim ¢, (r+a)=a—r puisque:
p——tm

e (x+a) = (z4+a) T (@+a—-1) —z=2z!""

{1+%)1_r (1+°;1)r—1}

(14220 (1)) (052 (2) -

Montrons alors que lim ¢, —ax —+r =0 Soit = = 0.
z—toc

-Poura=r+sona lim ¢_(r+r+=)=c>0ctilexistedonczt > 0telque: Vx 2 z% ¢_(z+r+=) > 0.
r—4oc z
Les variations de o, donne alors :

vy

Yo = ot t,<xz+r+e
- De méme avec . = v — =z on a “Tlir_lr_]_mﬁ:.Js (x4+7r—=2) = —= < 0 et il existe donc z= = 0 tel que :
Yz za~ g (z+7r+=)<0etalors: _

Y zax™ zt+r—e<t,

En posant xgp = max (:a"'.:c_] ilvient : Ve 229 —e<te.—x—r <z CQFD.
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11. e Pour tout x =0 tel que 2 = 1 — o,

ol + o) = (x +c1)1_"'{:r +oa-—-1)"—=

o (14 2) e (142

=a~((l+g)1_r (1+”;1)r—1)
=:r((l+(1—-r)$_+o(%>) (1+-:-QT__1+0(%)> . 1)
— (1+(1—r)%+r“l—_l +o(l£_) —1)

=(l-ra+re—1)+0(l) — a-r

T— 00

e Soit £ = 0.

Comme lim @ (r+r+¢e)=e>0,il existe z; = 1 tel que pour tout = > x,, p(r+7r+¢) = 0.
I—+00

Comme lim ge(r+r—zg)=—c <0, il existe 2 = 1 tel que pour tout 2 = xe, ge(z+r—z2) < 0.
T—4oa

Par suite, pour tout & > rp = max(z,,zs),on a z(r+r—¢) <0=g,(t;) < gz(x+r+¢).

Comme @z est strictement. crolssante sur [1._ +OC[_. onobtient x4+ r—c<iz<r+r+e

On a montré que :

Ye>0,3xg =1 : Vx> ap, |t —x—7r|< g

ce qui est la dofinition de tz; —x2—+r  — 0.
r—too
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Question 12

Enoncé

12. Montrer que pour tout entier relatif k,

Uair(2) |~ uj(a).

T—rtoo

Rapport de jury

Question 12. On trouve souvent 'assertion : [x/est équivalent a /x/+ k, ce qui est vrai, donc
[x /!l est équivalent a (/x/+ k)!, ce qui est faux.

Corrigés

Soit ke Z et xe R, tel que LxJ+k>O et LxJ>0 On a toujours uLxJ(x);tO et:
(LXJ-Fk) |_xJ+k
Mg () _ (LxJ+k)' __ Ll (Lxﬁk} k
(%) LXJ (x]+o | x| '
LXJ'

Sik=0,o0na ”m+k(x) :um(x), sinon :

k k - |
4ap @ _ |Lx]+1)- (LxJ+k)(1+LxJ] >0
g ] (x| |k +1) - <

( LXJJ sik<0

o

|_x_| donc, dans tous les cas :

(HEJ o~ let |x)([x]=k|+1) ~ (x|+1).(|x|+k) ~

A (k)
w0 =[] L))
De plus, on a 0<LxJSx<LxJ+1 done 1€ —— <1+— ! d’ot lim — =1, qui implique que :

BEIREN T H“”LXJ

) =

Uk (x) T N (x)

Uy (X)
Donc lim e 7

=1, soit :
X—>+o uLxJ('x)

12.
PourkeZ et x = 400 :

k

W) | gl k T |! T

Lﬁ“ = LIJ; k"ri ~ L — 1, d’on I'équivalence souhaitée.
U () T (lxz] + k) a=+o0 \ |z] ] a2+
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12. Soit k = Z fixé. Pour x assez grand on a |x| + & = N et (avec | o] s x)

Yeprr @) (@ B e, L2
U z] (x) (L] + k) |z]" zl=]
x| + &

x(‘

| . !
- ( =] ) /(LxJ+s;j(Lm_+;r—1}---(Lx_+1J+’§c]

12. Pour tout entier relatif &, pour tout z > 1 tel que |x] > —k,

o) +k(T) _ (2] +R)7 jopak_(L2])!

ugy(z) — (lx] +4)! ([z])ral®]

]/ (lz] + &)
k rk T
(1+E)ELIJ+3 sik>0
=41 sik=0
k r__l|_-.rj—a
1+— sik<0
(—’_l_i"‘J) 11;!:] - sl k<
- k
1x | — sik =0
|z
i~ 1 ‘)l]lgzlj — J.
1X(T ")lllg‘{..lj

T 1 . .
car, comme pour tout z > 1, |z <z < |z]+1L,oma 1l € — < 14+ —, done, d’aprées le théoréme des gendarmes,
T

e ey =
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Question 13

Enoncé

13. Soit m € N*. Montrer que

|]
Z ui(z) > m u|_rj'{-rj pour x voisin de +oc.

i=|_rJ—m

En déduire que, pour x voisin de +oc,

Rapport de jury

Question 13. Dans la plupart des copies traitant cette question, on invoque la décroissance
de la suite, ce gui contredit le resultat de Q10.

Corrigés

Soit xe R} tel que x>m , donc | x |[>m.
On a vu que ,—x————>r >0, donc il existe Ae R, tel que pour tout réel x> A, 1, —x20, soit x<1,

qui, avec LxJ > m, implique que 0 < LxJ -m< LxJ < N_.D’apres la question 2, on a alors :

Lx] Lx]
U o (0 < - x<...< U | x) = i_g‘f-m u,(x)= i_g‘f_m U | (x)=(m+1) - (x).
Or, d’apres la question précédente, . (x) ~ N (x), donc il existe B, € R, tel que pour tout réel x> B, ,

ona:
1 1 1

Alors, pour tout réel x >max (m,A,B, ), ona:

Lx]
Z u,(x)2 mum(x)
i:LxJ—m

Comme pour tout i € [[LxJ —m,LxJ]] ,i"<| x| <x" etpourtout ie N, );—;2 0, on peut écrire :

|x] x] o . L] A x] N v
Y ITGED A JE I S ) S
i:LxJ—m i:LxJ—m L. i:LxJ_m l! izl_XJ—WL 1! — 1!
Lx]
Ainsi, pour tout réel x 2 max (m, A, B, ), ona mu (x)< S u(x)<x'e, donc:
i:LxJ—m
x'e’
u (x)<
LD =—
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13.
e On a montré que lim (¢, —z—r)=0o0ur > 0.
r—too

On peut donc se placer pour x au voisinage de 4+oc tel que ¢, > x, et on a alors, pour tout

l=]
i € [|z] —m, [z]], wi(z) > v |z]—m(z) ce qui assure que Z ui(z) > (m+ V|| —m(x).
i=|z|-—m
| =]
Y wlx)
e s Y- e fe + 1 ) ..
D'oit - L > B l2)-m(2) 5 B > 1 ce qui assure qu’au voisinage de
mu|z|(x) m  u|g|(x) a+te m
]
+00 on a bien Z u;(z) > M| 5| (=).
i=|xz|—m
e L’'inégalité précédente permet alors d’écrire, pour r au voisinage de 400 :
=] ] - +oo 3
1 N - LI 2 B
wA@So Y gEST X gSodg=o
i=|z|—m i=|z|—-m i=0

13. Soit m £ M". On a, d’aprés ce qui précéde :

L] [1]

Z iy (-':’} _ Z Ula |4k {?‘J 0 ( :J
i=|a|—m k=—m _ Z Uz |4k T

— —m+1
Uiz (z) Uz (x) R PR ) (z)
et donc pour & assez grand ce quotient est supérieur ou égal 3 m. CQFD.
Soit done xy > 0 tel que :
€ o S
. 1 — 1 — e
Yr2zxy w.lzx)s — u; () = — i —
- = (<) m Z &) m Z 2!
i=|x | —m i=|x|—m

Pour les indices ¢ de cette somme on a " < x| = x7 et les termes sommeés sont positifs done :

- L= : .

s i Gp sl & z 6"
g m 2! ! t! m

i=|x|—m i=0
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13, o D'apres la question 12,

Ed|

i=|x|—m Ui\ 0 Wy AT 0
2oimz)m (7)) 3 1z +k(T) Sy d=met,
uL‘EJ {T:l k=—m ULEJ [I] T k=—m

—1

done, il existe a3 = 1 tel que pour tout x > x3, ce quotient est supérieur & m et done, comme Uz (x) =0,

o Pour tout x = x3 tel que x>

Ug| (T] =

I

I

L=]
Y w(@) = mug ().
i=|z|-m
.
- AL
m 2 w@=r >
i=|z|—m i=|z|-m
[z] r
— Z —‘.13 (car pour tout i € [|z| —m, |z]],i < |z] < x)
m i=|z|-—m !
- lz]
2D o
i=|x|-m
" + . "
J— _ = — -I.
m — il m°
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Question 14

Enoncé
14. En déduire que pour tout entier relatif k,
U|z|4+k(T) = Oz—+oc(T"€”)

puis que
I —— ror
M; = 0z 4 0o(T"€7).
En vue de ce dernier résultat, on pourra commencer par démontrer que, pour T assez grand,

My = u|z|yi(x) pour un entier i compris entre [r| —1 et |[r| +2.

Rapport de jury

Question 14. Peu de reponses correctes.

Corrigés

Soit €€ IR, . Si on pose m = [lJ +1e N' et C=max(m,A, B, ) tel que défini dans la question précédente, on a
€

r_Xx

1 , x'e
— <€ etpour tout réel x=>C, um(x)s
m

<ex'e'.

Ainsi, pour tout €€ R’ il existe Ce R tel que pour tout réel x>C, ", J(x) <ex'e". Ceci permet de conclure

que :
um(x)z 0 (x’ex).

X —>+oo

Enfin, comme d’apres la question 4, on a M (x) ~ U, J(x) pour tout k € Z , on obtient :
X400

0 (x’ex) pour tout ke Z .

-+

Wy ok (x) = N

Rappelons que M, =u, (x) avec N, = thJ etque 7, —x—r—————>0, donc il existe De R tel que pour tout

réel x2D, —1<t —x—-r<l,et:

|_rJ—lS|_tx—xJS|_rJ+1.

De plus, pour tous réels a et b, on a :

a+b-1<|a+b|<a+b a+b-1<|a+b|<a+b
a—lSI_aJSa = —aS—I_a_|<—a+l = —1<|_a+b_|—|_a_|—|_b_|<2.
b—1<|b|<b —b<—|b]<-b+1

Et comme | a+b || a |—| b | est entier, on obtient 0<|a+b |—| a |-| b |<1, soit:
La+bJ:LaJ+LbJ+£ avec €=0oul.
Ainsi, N_ :thJ:th—x+xJ=th—xJ+LxJ+£ avec 0<e<l]et:

|_r_|—1£|_tx—x_|S|_r_|+l = |_r_|—1+|_x_|+8$Nx S|_r_|+1+|_xJ+8.
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D’ou, avec 0<e<1 :
LrJ—lSI_rJ—l+8£Nx—LxJSLrJ+1+8£|_r_|+2.

Ainsi, N = I_xJ +1i ol i est un entier compris entre |_rJ —1 et I_rJ +2.

On a alors :
U o () = Lo (xrex)
U 0= 0 _(¥e)
. = M, =uNx(x)=uLxJ+i(x)= 0 (x’ex).
u|_xj+|_rJ+1(x):x_>0+w(x € ) H
U i ()= 0 (xrex)
Donc :
M = o (x’ex)
14. .
; Ire :
e On a montré & la question 13 que : ¥m € N*, 3z, > 0,¥z > zpp, w5 (7) < ce qui
. . m
assure que u|;|(z) = o (z"e).
T—¥+0o0

L’équivalent de la question 12 permet alors de conclure que, pour tout k € Z,
ujz|+k(z) = o (z7e")

e Justifions I'indication de 1'énoncé, on utilise pour cela le fait que .nlﬂloc (tg —x—71)=0ce
qui assure que pour r au voisinage de +oc on a l'encadrement suivant x+r—1<{t, <z +4+r+1
et par croissance de la partie entiére |z + 7| — 1< |t < |z +7] + L

Or |z|+|r] < |z+7] < |z|+|r]+1 ce qui assure que |z| +|r] -1 < |t ]| < [z] + |r] +2.

On a donc, pour = au voisinage de +00, My = max (u|z|4|r|+i(T))-

1e[-1.2]

Or, pour tout i € [-1,2]; on a u|z)4|r4i(T) = x_ﬂm(xre"sj, doi M, = _E_ﬂ_oc(;trc'”).
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¢ Premiére étape - Soit k £ Z fixé. Montrons que lim *"_}m) =0
p—foc T E
. |2 2 2
Pour = = 0. notonzs m = |_7J + 1, de sorte que - =< met — = =,

La question 12 donne a > 0 tel que : ¥z 2 a w ;) 4k (x) < 2u,) (x)

La question 13 donne pour cet m la 'existence de A > a > O tel que : Vo =2 A 0 < u, (x) = ‘:’z et
finalement :

YrzA 0 u )+ () = ?u_x_ () = 20— = =z"e” CQFD

m
® Deuxieme étape (indiguée par ['énoncé).
La question 11 donne B > O tel que 72 2 B —1<t,—x—r < 1etdone, puisque x| <z < x|+ 1et
|_;r_ < o |_?-_ + 11l vient :
YVezB |xz|+|r]-1<f, < |z]+|r]+3
Comme les bornes de 'encadrement sont des entiers, on en déduit que -

() ¥e2F |l =|xl4d axeiceT={r]l =% |¥l: [#l£L |z]l-£2}

Remarquons que ce "i" de I'énoncé dépend a priori de x mais que 'ensemble [ est fixe et fini.

s Troisiéme étape - Montrons enfin que M, = 0.4 (x7e7).

Notons d’abord que, d’apres la question 10 on a @ M, = u|; | (x).

Soit alors = = 0.

La premiére étape de cette question donne, pour tout & € I C Z (de cardinal 4) un réel 74”7 = A4, = 0 tel que :

[2!':) Ve =2 A—.l': u’_:l'_+k [x] = cx’e”

Si on pose A, = max [:.—1_,.__] Aw ] s A e A pas E) on a alors :

Yoz A, 05 M, < ex"e®

En effet pour un tel x = A, la propriété (1) donne que M, = wu|s | (x) = u|z|4i (x) avec k =1, € [ et
(2r) donne alors u |, 4, (z) < sx"e®. CQFD.

14

g z 1
e Pour tout € > 0, il existe m € H” tel que — < e

De plus, d'apres la question précedente, pour cette valeur de m, pour o assez grand.
)21 (2) 1
Zre? m :
. tyg() o o g (2)
done lim —=! = 0. Pour tout k € Z fixé, en posant "z =2 +k", on a anssi  lim i o) 7 P 0, ot done, comme
oo xTeT T 4oo (:I‘ - k)re:r:

L Uk () : :
r+ k)" ~ 2z onaausst lim ————=0,icu )= o (z"€%).
(z+Ek) i AT, ol , ie w4 k(T) .r—>+-:;;|( )
o D'apres la question 11, lm  fx—x =7, donce il existe £4 = 1 tel que pourtout x = x4, 6z € [z+r—1/2, 2 +r+1/2].
T—400

done |tz] €[lz+r—1/2], |z +7r+1/2]]. Or. |z] <z < |z] +1, |r] <7 < |r] +1, done
lz] +|r] 1< |z| +[r]| -1/2<2+r—1/2,
done, comme |z] + |r]—1€Z,ona |lz+r—1/2] = |z| + [r] — 1, ot
lz] +1+|r|+14+1=|z]+1+[r]+1+1/2>2+7r—1/2,
done, comme |z| 4+ [r]+3€Z ona |[z4+r+1/2] < |z] 4+ [r] +2. On a done
ltz] € [lx] + [r] =1, [=] + [r] +2].

Par suite.
2 2

0< Mz =, (x) < z W)t |r]+k(T) = Z o(z"e®) = o(x"e"),
k=-1 k=-1

done on a bien M, = o(z"e™).
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Question 15

Enoncé

15. Dans cette question et la suivante, on fixe un nombre complexe z tel que

=letz#Il

Pour n € N*, on pose

n—1
D, = sz.
k=0
Montrer que
Vn e N*, |Dn| < -

[1—2]

et que les séries Y Dy un—1(x) et 3Dy un(x) sont absolument convergentes.
T T

Rapport de jury

Question 15. Cette guestion est souvent abordée et correctement traitée dans une moitié
des copies.

Corrigés

Comme z #1, on a pour tout ne N*

-1 n

-2

k=0

DRSS L B
T T e e

Et comme |z| =1, on obtient pour tout ne N

2

<
[1-4

D,

. ) . n
D’apres la question 1 (en prenant p=1), la série ZMn(x) = Z—'x est absolument convergente pour tout
n!

xe R. Comme la suite (Dn)neN* est bornée :

Les séries ZDMH (x) et ZDnun (x) sont absolument convergentes.

15.

-SoitnEN*._Dn:z_l i e

donc |D,,| < = —.
z—1| |z — 1]
e On remarque ici que x n'est pas défini par Uénoncé, ce qui est la seule occurrence d’un tel
défaut dans un énoncé généralement trés rigoureur quant a la définition des objels considérés,
on peut néanmoins considérer un réel quelconque.

Pour tout réel x, la suite (D,,),en+ étant bornée, I'absolue convergence de Z u,(x) (établie

dés la question 1) assure celles de Z Dypun—1(x) et de Z Dypun(x
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15. Pour : =L tel que [z =letz=1onalD, = 11__:: et done |D,| = ]IT— = “E__ . Alors -
- ) 2 n .
T N .Dr;'b:;.-l [‘lj = “f ;l'.',] x
Or on a vu a la question 1, pour p = 1, que la série entiére %:” est de rayon infini |, done la série

majorante est convergente et, par majoration de séries 4 termes positifs, E | Dy () converge.

" - 1—1)" 1—1
De méme |D, u,_q (x) = 13- | E’n—_l;—l x|™"" permet de conclure que E D, u,,_q (x)| converge.

15, e Clomume 2 # 1,

M=zt 14" 2
done |Dy| = < = .

WS ST i
e Par suite, pour tout 72 € M,

- 2 :
| Dy, (2)] < 1—15?1_1(1'} et [ Dpug(z)] <

2 :
mun(w}.

Or E Uy (z) converge (d'apros la question 1 avee p = 1), done, par comparaison, les séries E Dyuy,_ () of E Dy (x)
n=0 4] n
sont ahsolwment CONVErgenLes,
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Question 16

Enoncé

16. On conserve le nombre complexe z introduit dans la question précédente. Montrer que

Ve R, _Z: Dy, [:'i.!n_ll{;!‘J — uul{.r]} = Sy 1(zx)

n=1
puis que, pour & voisin de 400,
Sy (z)| < (1o
Srilzx)| < — .
11—z
et conclure a la relation
Sr1 [ZJ"J — Or—+oc [ITPTJ

Rapport de jury

Questions 16 et 17. Peu de réponses satisfaisantes a ces questions.

’

Corrigés

Comme les séries ZDnun_l(x) et ZDnun (x) sont absolument convergentes, donc convergentes, on peut écrire

pour tout xe R, :
z Dn (un—l (‘x) - un ()C)) = z Dnun—l ()C) - z Dnun (‘x) = z Dn+lun (‘x) - z Dnun ()C)
n=l1 n=1 n=1 n=0 n=1

= Dyu,(x)+ i (D,,,—D,)u,(x)=u,(x)+ i Z"u, (x)

+ 00 + o0 nr + oo l’lr
=2 u, ()= " —x" =} — ()
n=0 n=0 n! n=0 l’l!

Soit :

> D, (u,,(x)—u,(x)=S5,,(zx)

La série z D, (u, ,(x)—u,(x)) est absolument convergente, car ZDnun_1 (x) et ZDnun (x) lesontetona:

S,yl(zx)‘ = ZDn (un_l(x) —u, (x)) < Z D, (un_l(x) —u, (x))‘ = Z D |lu, (x)—u, (x)| .

De méme, la série Z(un_l(x)—un(x)) est absolument convergente, car ZM,, (x), et donc Zun_l(x), le sont,
donc, avec la question précédente, on peut écrire :

) 5 i
S,J(ZX)‘ < ;H u, (x)—u, (X)| = |ITZ ; u, (x)—u, (x)|
2 (& e )
) 1-¢] (z t, () =, (O + D [, (x) —un(X)J
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On a vu que la suite (u, (x))nZNx est croissante jusqu’au rang N _, puis décroissante, donc :

i, () =10, (0| = 1, ()~ 1, (%)
u, (x)—u, (x)| =u, (x)—u,(x).

® pour n<N_,u,_ (x)—u, (x)<0 et

X

e pour n>N_,u,_,(x)—u, (x)=0 et

Alors :
,1<zx>\_|1 |(Z[u (x)- un1<x>]+n;+1[unl<x> u(x)]}
Or:
Z[u (x)—u, ,(x)]+ zl[unl(x) w, ()] =1y, (X) =1y (x) +uy (X)=2M  —uy(x) <2M .
Et ainsi :

,l(zx)\

“fi-

On a établi dans la question 6 que M = o (x’ex )

X —>+oo

L’inégalité ci-dessus donne alors immédiatement :

S.(zx)= o (x’ex)

X—>+oo0

16.
e Soit x € R, en utilisant lm cmwugi nces ch; séries contaidér{ €s :

+oo
Zﬂn[ten_L(, — up(x)) —Zﬂnuﬂ 1(x) — ZD;T.! bE) = ZDnHuﬂ ZD“U'”

n=1 n=1 n=1 n=1
+00 +oa n’
— Dyug(z) + Z el R = Z;’ Uy, Z _T zxj” — 8 (2]
n=1 n=1 n=1
e On a donc |5, 1(x)| < Z | Dy |un—1(x) — un(z)] <_i = 1| Z lup—1(x) — un(x)].
Or pour n < |t;] on a |1en_1(rj — up(x)| = un(z) — u”_l{.r ct pour n > |tz] + 1 on a
|un—1(x) — un(z)| = n—1(x) — un(x) , ce qui permet d’écrire que :
+oo |tz ] +0oo
Z I'un—l.(-rj - '“—"n{-r]' = Z (ﬂn(x} - u‘ﬂ—l{x}] 25 Z (?1”_1{;1’:) - “n{x}] :
n=1 n=1 ”=|_f:r.J+1
+oo
puis par « télescopages » : Z [Un—1(x) — un(z)| = 2uyg, | (7) = 2My;
n—1
g g g s o g 5 JI_E
on en déduit enfin I'inégalité demandée : |S,.(
e Le fait que M, = (x"e”) assure alors 1mmédmt ement que S;.1(z) = o (z"e").

.r:—:~+ o0 : Tr—+ 400
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16. » Soit x € R fixé. Pour N € N" on a (transformation d’Abel) en notant u,, pour u, (x) :

N N N N—=1 N
S."-' = E Dr! (un—] _un} — E Duuu—l fEr E -szur. = E Dr.+]un T E -DV:HV:

n=1 n=1 n=1 rn=>0 n=1
N-1 N-1 NT
4 -\'
= E (Drt1— Dy)un + Dyup — Dyuy = E e TR 8 B D.\'v-’-ﬂ
n=1 R o

D’apres la question 15 la suite (Sx). cry €5t convergente en tant que somme partielle d'une série (absolun

convergente et de plus D_T%:a:'\- = %I ::r, V| — 0 (puisque la série correspondante converge). E
passant a la limite quand N — 4oc on obtient (six € Ret |[z|=1,2#1):

—+ oo —+oo +o E +oc s

D D (tn (0) = () = D 2" () = 3 2" 2™ = 3 2 (s0)” = v (o)

n=1 n=1 n=1 n=1

o Comme les séries Z Bty ek Z D, u,_4 (x) sont absolument convergentes on peut appliquer
I'inégalité triangulaire généralizée. Elle donne pour tout x = & :

doc 2 +=
Sr1 (22)| € ) |Dnl |tn—1 () — un ()| < T Y |un_t () — un ()|
n=1 |

On connait le signe de u,,_; () — u, () gréce a la question 10 . Il s’ensuit que :

9 == .
Sra{zz)] = T—2| {Z (tn {T) — Un—1(z)) + Z (e {E)—us {1)}1
: s n=|tz |+1 )
4o, 1 (x AN
< e { wen) (2) — w0 (2) | + (e (@) - 04 B =
2 R — = z
\ 0 )

Comme on a vu en question 14 que M, = o,_ .. (z"¢”) il vient, par cette majoration, que

151 (22)] = 05 too (7€)
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16. e Pour tout 2 € RY,
) + o0 o0
Z Dy(up_1(x) — up(z)) = Z Dpuy_q(x) — Z Dpup(z)  (ces deux séries convergent )
n=1 n=1 n=1
10 s 4]
= Z Dﬂ_l'u-ﬂ(l'} . Z .Dﬂ'uﬂ(;r)
n=0 n=1
+oc = o r
= Dyug(z) + ZL(Dn_l — Dn)un(z) = 1 x 2% + Zl 2t
n= =
n o
= Z —(z2)" = Sp1(22)
.
n=1

e Clomme E Dy (x) et E Dyuy_i(x) sont absolument convergentes, on a, d'aprés Uinégalité triangulaire générali-

n>1 n>1
s6e
[Sr.1(22)] < D [ Dl [un-1(z) — un(2)] < i M Sl
n=1 “In=1
Par suite, en utilisant les variations de la suite (u,(z)) obtenues & la question 10, on a
2 LL:J —+0a
|Sr,1[2T)| < |1 — ~| Z U‘n[."r] - "‘-""1"4—1[.’:?:':l + Z U‘n—l{w} — Up EI]
“l \n=1 n=|t.]+1
2 : : : 4M,
= u T) —Ugl(x) +u r)— lim u(r = —
T | et (@)~ wof@) g )~ lim_un(a) =
\_"V'_J
=)
) 2 3 . r T 4—'“-1' r_T : :
Enfin, comme, d'apres la question 14, Mz = o (z"e®),ona = o (z"e"), donc, par majoration,
T—+400 |]_—7| r— 400
Sra(zz)= o (z"€").

T—r 400
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Question 17

Enoncé

17. On pose £ := L\p( ) Pour tout réel x, montrer que

p—1

251"1[ —F}Sr.p{-r]
et en déduire la validité de H, ;.

Rapport de jury

Questions 16 et 17. Peu de réponses satisfaisantes a ces questions.

Corrigés

Pour tout réel x, on a :

25,00 i(f—(mx)j 2(”2;(0»@] Z(% "pz_«o")kj.

k= k=0 \_n=1 n=1 \_k=0 .
2in & i
Comme w=exp| — |, ®" =1 si et seulement si p divise n et dans ce cas, Z((o” Y =>1=p.
p k=0 k=0
Dans tous les autres cas,ona ®" =1 et :
p—1 1 O) p 1_ 2in\n
S = @) _1-@" _
= - 1- "
Ainsi :
p-l (
pn )
S, (0'x) = Z x'p= pZ pS,,(x).
k=0
pln

On a donc bien pour tout réel x :

p—1
2.8, @x)=pS, (%)

k=0

Ona:
ZS”(m x) = Srl(x)+ZS,1(w x).

Et, pour tout ke[, p-1], =1 et ® #1, donc S, ,(0'x)= o (x e") d’aprés la question précédente.

X—+oo
Alors :
p—1
k
S (x)= o (x’ex).
=l ’ X —+oo
De plus, on a admis la propriété désirée pour p =1, soit S, (x) ~ x'e* oubien:
’ X—+o
S, ()=x"e"+ o (x’ex) .
] X—>+oo
Ainsi :

p-l1 p—1
pS,,(0)=.5,@x=S, (0)+).8 (dx)=xe+ o (xe).
k=0 k=1

X —+oo
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Soit pS, ,(x) ~ x'e" etdonc, on a bien le résultat désiré pour p=>2 :

X —+oo

1 r _Xx
Sr,p(x) ~ —x'e

xX—+oo p

0 i
e On remarque que § est une racine p-iéme de 'unité.
P{JUI tout réel x, en utilisant les convergences des p séries considérées on a :

p 1 4o o +oo il p—1
_ m’» . L LA nyk
ZSrl{.f} Zznl —Z T (")
k=0 n—1 n=1 k=0
Or pour tout n € N* pi (€™ = pd =4y a l'aide du changement d’indice « n =
p R ot 0 sinon ’ & P
p—1 +oo { }
» on a alors : Zﬂr,l{{'kr} = Z s rz%p = pSrp(x).
= — Tap)!"
= q_
® On a S;p(z) = — Zgﬂ J:}
R =0
Pour tout £ € [1,p — 1], |f£ | =1 et ¢ £ 1 donc d’aprés la question 16, S, ;(Fz)
L S : =y 1 ) o N ) = 2 T L
.r—:fl—:x-(:r e”), ce qui assure Syp(z) = E{bm(.r] + E_;’j_x(.r e®)) ot Sr1(x) oy e
On a donc S, p(z) ~ 1.@: e’ ce qui assure la validité de H, .
; T—++00 P

2im
17. e Soitalors p =2 2 et £ =¢e» . On a pour tout réel x :

S E=F 5 (@,

y Z

=0 k=0n=1 n=1
p—1
= = Pt k = ) fz 1—[5;1']:0
Or s1 n est multiple de p on a E (£™)" = p et sinon E (§7)" = 5==— = 0. 1l ne reste donc dans la somme
=0 =0

que les indices multiples de p |, les pj. j = " et done :

p—1
me( ) Z(m ;37 X p=pS,, ()

k=0

» Faisons alors le quotient par =" e”. en isolant le terme pour £ =0 :

r—1
o R R T ) s s - R Z i L:fk:t:)

k=1

Or pour k& £ {1. - - 1} le nombre complexe = = ""l est de module 1 et différent de 1 donc la question
16 donne 'DTT,& ~Te x5r1 Lk, 1) = 0 et la propriété H,; (prouvée en 9) donne .rET z e %5,1(x) =1

Finalement, puisque le nombre de termes de la somme est constant : IiT pr e " 5, (x) =1. CQFD.
L — oo
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17. Pour tout = € R,
p—1
5 st = 53 Dy
k=0 =0n=1
nk
ey
-1 i £m — .
lp - g_{_ . sl & 1< pln p sipln -
Or, (£m) £ n . , domne
— 1—7&” si &A1 0 sinon
p—1 &0 nr p—1
v (E5) Z ﬁxﬂ (Z &m‘)
= n=1 k=0
+o0 n’ p—1 . +oa n" p—1 .
T nK n T
POl PN DB Ll DBE
n=1 k=0 n=1 k=0
pln ol
=p =0
+ o0 1
k)T
k=1
e Enfin, comme Hpy est valide, on a Spq(z) ~ 27 pour tout k€ [Lp—1], [€¥] =1 et €7 £ 1, done, d'apros
T340

p—1

k=1

On a done

la question 16, Sr_l['ék;r} = o
o T—s 400

(z"e™), done

[ [ . PR
:1" Ir e [ear la vesl ‘E""l.‘,.
& ) = z—>+m( ) (ear la somme est finie avee p fixd
12
Srp(®) = =Sra(z) + =3 Sra(E*z)
pk:l
~ =2,
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Question 18

Enoncé
18. Montrer que, parmi les solutions de (E) sur R & valeurs réelles, il en existe une et une
seule, notée f, qui soit la somme d’une série entiére et vérifie f'(0) = 1. Expliciter la suite
(cn)nen telle que
+o0
VteR, f(t) =) cat™
n=0

Rapport de jury

Question 18. La majorité des candidats aborde cette question. La suite (cp) n'est pas toujours
explicitée. Le rayon de convergence de |a série entiere est rarement etudié.

Corrigés

+ o0
Soit f:tH— ZCnt” une éventuelle solution de (E), développable en série entiere sur ]— R,R[ avec R>0.
n=0

On a alors pour tout 7€ |- R,R[, f"(1)=) n(n—1)c,t"* ,et:

n=2

tf'"(t)-f@)= i n(n—1)c,t"" - i ct' = i n(n—1)c,t"" - icnt”
n=2 n=0 n=l n=0

+ o0 + 00 + 00
= z (n+Dnc,, t" - z c,t" = z [(n+Dnc,, —c,]t"
n=0 n=0 n=0

Comme fest solution de (E),ona tf"(t)— f(t)=0 pour tout t€ ] -R,R [ et, par unicité du développement en
série entiére, on obtient pour tout ne N, (n+1)nc,,, —c, =0, soit ¢, =0 et pour tout ne N°

1
c
nn+1) "

cn+1 =

Remarquons que si ¢, # 0, alors ¢

n+l

# 0, donc avec I’hypothese supplémentaire f'(0)=1, soit ¢, =1#0,0na

¢, #0 pour tout ne N et on peut écrire pour tout entier n>2 :

Cn:C_n:ﬁckH:n_l 1 n—ll n—1 _ 1 .
o ATy T W UL ) T e

:1

+ oo
L’expression ci-dessus reste vraie pour n=1 et ainsi, f 1> Z—
= (n=D!n!
1 1 t" )
Remarquons que ——= o |— | et Z— converge pour tout réel ¢, donc le rayon de convergence de de
(n—=1D!n! no+=\n! n!
la série entiere Z— est infini.
(n—1)!n!
Finalement :

L’équation (E) admet une unique solution développable en série
entiere sur R et telle que f'(0) =1 ; c’est la fonction :

+ oo n
t

f:tHz(n—l)!n!’

n=1
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18.
Soit E cpx™ une série entiére de rayon de convergence non nul R et de somme f, cette

fonction f est solution de (E) sur | — R, R] si, et seulement si :

+o0 +oo
Vr €] — R, R Z n(n—1epz™ ! — Z cpx” = 0.
n=2 , . n=0 s v .
Par un changement d’indice dans la premiére somme cette condition équivaut a :
+o0
Vr €] — R, R Z ((n+1neper —en)x™ =0
n=0

Par unicité du développement en série entiére, cette condition équivaut a :
VneWN (n+ 1)nepyy —cpn =0

. Cn
le.acg=0etVn e N ey =

n(n+1)

m

et enfin & ep =0 et Vn € N™, cn = —ze1.

n!

On remarque que la série entiére obtenue admet 400 pour rayon de convergence et que

f(0) = ¢q, I'unique solution f de (E') développable en série entiére sur R et telle que f'(0) =1
Goo
. n

est done la fonction f:x+— Z ?:r.”.

n=1

18. Analyse - Supposons que [ existe telle que dans 1'énoncé et écrivons
oo

VteR F(t)= Z e t"

n=0

On a ¢; = f(0) =1 et I'équation différentielle (E) vérifiée par f donne ¢g = f(0) = 0. De plus, d’aprés le
cours sur les séries entiéres, on peut dériver 2 fols terme a terme f (t) et (E) donne alors :

+oc +oo
ViteR ¢ Z o R T e Z c,t" =0
n=2 n=0
ce qui donne aprés arrangements (sachant que ¢ = 0) :
4o
Yite R Z [n(n+1)ent1s —en]t™ =0
n=1

Par unicité du développement en série entiére de la fonction nulle 1l vient

1
cg=0 et "TnelN" cop1=——cn
n(n+1)
et, sachant que ¢; = 1. on prouve par récurrence sur [ que : (["Tn =21 ¢, = :
3 1 : } T nl{n—1)!
Synthése - La série entiére E F—IE;’"T]-]—I a bien un rayon de convergence infini (aisé ... ), sa somme [ vérifie

e |
(E) (en repensant les calculs, puisque les coefficients ont été choisis pour annuler n(n+1)ec,.q1 —c, ) et de

plus /' (0) =¢; = 1.
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+o0
18, Amalyse : Supposons qu'il existe f: B — R développable en série entiere sous la forme f(t) = E cnt™ qui soi
n=»0

solution de (E) sur R et qui vérifie f/(0)=1& e = 1.

Alors, comme f est développable en série enticre sur B, f est de classe €™ sur R et, pour tout t € B,

1m0 +oa
() = Z neat™ 1 et f7(t) = Z n(n — 1)cat™ 2,
n—=1 n—2
done
4o + oo
tf(t) — f(t) = Zn{n — e t™ 1 — Z N
n==2 =0
40 —+oa
= Z(ﬂ + )nepat™ —en — Z cnt™
=1 n=1
+o0
=y + Z((n + Dneppr — en)t"
n—1

Comme () est son propre déveoppement en série enticre (de rayvon de convergenee +o¢), on a, par unicité du dévelop

pement en série entiére,

fsolution de (E)sw Re Ve R, tf'(t)— f(t)=0

400
Vel ep+ Z(fﬂ + neg iy —ep)t" =0

n=1
2o=0 o Ynz=1,(n+1)ncpy—cn=0
Cn
Sepg=0 e Yn>2lepy=——
e | B 5 ﬂ.[:ﬂ + ])
- . . . . 1 m
Comme on a de plus ¢y = 1, on montre par récurrence imméediate que, pour tout n € N™, ey = = 5
nln—11 (n!)
o5 m
Do, si f existe, alors, pour tout t € R, f(t) = Z Win.
!
n=1

: ¥’ ]
Synthése : Réciprogquement., soit f ot~ th. Alors
.

pour tout = 1,0 < L L — <
()2 nln-—1)!
1 mn
Or Z o @ pour rayon de convergence 400, done, par comparaison, Z Wtﬂ a pour ravon de convergence 400,
nxl n>1 "
£ est alors solution de (E) sur B d'apres les caleuls faits dans Uanalyse
F1(0) = 1.
Conclusion : Dol par analvse-synthese, il existe une unigue fonction f: B — B développable en série enticre qui
soit solution de (E] sur B et qui vérifie f’fﬂ) =lee=1:

1
7l

n

4o
fiteR— Z ('R.T)Qtn.
n=1
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Question 19

Enoncé

19. Démontrer que

\-/_ 4?!:

n T!—:’ o0 ™ ( :]

Rapport de jury

Question 19. La formule de Stirling est souvent citée et parfois utilisée a bon escient.

Corrigés

n—+oo

n n—1
La formule de Stirling donne n! ~ ~/27n (ﬁj ,donc (n—=1)! ~ J2m(n—1) (”—_1J .
e n—+oo e

Or, pour tout ne N* :

Comme 1+nln (1 —ljwo , on obtient :
n

Alors, (n—1)! ~ 2nn(ﬁj 1.

n—>+oo

L 1 (o]
" (n=1Dn!note " " om '
(n=Din \/27511(”) 1\/271:11(”) "

e n e

Par ailleurs :

Jr@n)! o T(zn)(znj 2mn
e

Donc par transitivit¢ de  ~ , on obtient bien :

2n
L n_, ! n 4"—i(8j .

n—+oo
1 n
¢ o~ ———1 4
i+ Jm (2n)!
19.
On applique la formule de Stirling pour chacune des expressions :
n n 1 e
t.'."i'-l!- = — L) _— = :.
n2 as4oo . n?" 27 n?n
2mn
pln

1 0
on a bien 'équivalence souhaitée : ¢ L4”.

T attoo /7 (2n)!
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19. Utilisons la formule de Stirling n! ~. V2rn TR
(2n)! ¢, = n (2n)! N T1_ . {2?2}‘2“4_1} g2 _ ;_ y 92nt+3 pints ¥ ""_:
‘ :73!]2 M [.'F:""'"%:_-'._r"\]z V2 n?nl W
CQFD.
19. En utilisant U'éguivalent de Stirling, on obtient
Cn _ ny/T(2n)!
S (nl)2y/man
T ()"
(vEmm (2)")’ v
n3/2\/An292np2ne2n
T T omd P nEnemaAn  nsioo L

l \/ﬁ ‘-1:”
n—+too T (2n)!

done on a bien ¢,
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Question 20

Enoncé

20. En exploitant la validité de H,., pour un couple (r, p) bien choisi, démontrer I'équivalent

Rapport de jury

Question 20. Quelques bonnes réponses a cette ultime question.

Corrigés

s PR 1 .
D’apres ce qui précede, on a, avec ¢, = W pour tout ne N :
n—1):n:

(1) Lasérie entiere chz” a pour rayon de convergence + .

(ii) Pourtout neN', ¢, >0.

(i) ¢, ~ 1 Jn 4",
no+e Jm (2n)!

[
Jn (2n)!

Alors, d’apres le résultat admis, la série entiere Z( Jz" a pour rayon de convergence + o et :

+ o0 + 00 1
fO=>ct" Hmz(( (;/3)'4"}" :

Or, pour tout e R,

S L A, - (2m)" |
;(\/— (2n)! J ZM(zn)y( ) \/ﬁz (2n)'( ) Esl/z,z(z\/;)-

N o I, . . .
D’apres la partie précédente, on a S, ,(x) ~ —x"e” pour tout entier naturel p 22 et tout réel r >0, donc

X —+oo
1 .
pour p=2 etr :E’ on peut ecrire :

1 1/2
Sp,(x) ~ —x"e'.

x—+o0 D

Et quand t — + o, 2\/;—>+oo,donc:

Sin 2(2\/—)

1 172 1
2\/; e =
t—+oo ( ) ,\/5
Et comme f(t) ~ LSI,ZY2 (2\/;), on obtient bien :

Sy

Jr
f(t) - 1/4 2
t—>+o 2\/_
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20.
Les conditions d’application du lcmmc admis ﬂL:mL satisfaites on a (pour ¢t > 0) :

21;
:—b ; 2\/_
; } Ner L22

or Syjga(x) ~ iﬁc‘” donce .S'fo-z_z[iﬂ) ~ ! tl/1e2VE,

1 .
) t—;:-:\c- ; ﬁ {Qﬂ}

z—4oo 2 i t—+oo \/E
1/4 i
1 a enfin - - 2%
on a enfin @ f(t) e Qﬁn :
20. Les hypothése du lemme étant présentes on a, en notant b,, = % 5 =t Log
f), ~ 9 Z bt"
n=0
Or pour t € R
1 i [2?":]% 1 [2? % In 1 _
e —— 4" = 2V *J = —=51 Ev"f)
g I: } x.-"?; ; [2?1:]' v 2 2?" L \kQ 2 (

et, puisque lim 24/t = 400, la propriété 'H.% » donne enfin par compostion :
t—too 3

1 % iy t% -
i Y t o w — |9 i' 2yt g _ 241
f( :' . g ( i \,-""_2.— L v ) € ?V___:ﬁ

20, Clomme
(1) Z cnz’" a pour ravon de convergence +o0o (question 18],
n>x1
(i) ep = 0 pour tout n = 1,
(i1} e L vn
e f{zn}!

d'apris le lemme de comparaison asvmptotique des séries entiéres, on a

—— 4™ (dapres la question 19),

Lo _
v LT
r}_Zaﬂr n_;+xz\/’27 2?&]'4 t

'L‘
b

1 1 '
= — )" = —— 8 a2V
v'ﬁﬂzl (3?’5}'( V) V2 1/22(2V1)

1 /2,2VE _ t*t s

ey, - 5(3{} PN




