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Corrigé du Concours Blanc

Probleme 1
Extrait de Mines-Ponts — 2006 — MP — Maths 2Centrale 2016 - PSI - Mathl

x=1 _—t

Q1. Soit xe R. La fonction h,_:t+>t""'e™" est continue sur R, comme produit de telles fonctions
et:

x—1

* h(r) ~ et t> ! est ingérable en O si et seulement si x—1>—1, soit x>0, donc
t—

h_ est ingérable en O si et seulement si xe Ri ;
ol - . . 1 1
o ’h(t)=t"e’ ————>0 par croissances comparées, donc h (t)= o |— | et t+>—
X t—+o0 x f >t oo t2 tZ

est ingérable en + oo si et seulement si x—1>—1, soit x>0, donc A_ estingérable en + co.

Ainsi, h_ estingérable sur R’ si et seulement si xe R, soit :

E=R

+

Q2. Soit xeR,. On a vu que la fonction h, est continue sur R’ . Elle est de plus strictement

+ oo
positive sur cet intervalle, donc par positivité de I'intégrale I'(x) = .[ . h (t)dt=0 et siona
avait J‘OM h (t)dt =0, alors h_ serait nulle sur Ri , ce qui n’est pas, donc I'(x)#0.

Finalement, I'(x) >0 pour tout xe R, soit :

[ est strictement positive sur €=R’ .

Q3. Cf. corrigé des TD du chapitre 11.

Q4. Cf. corrigé des TD du chapitre 11.

QS. Comme I' est deux fois dérivable et strictement positive sur ]Ri, la fonction ¥ est définie et

L, . * *
dérivable sur R, , avec pour tout xe R, :

'"oOr(x)-T'(x)?

Y'ix)= T

avee T(0 = [ “h(dr, T'x) = [ " (noyh(t)de et T = [ " (no)’h (1) dr
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Q6.

Q7.

Si on pose f:t+>h(t) et g:t+> (Int)\/h (t), les fonctions f et g sont définies sur ]R*+ , et
les fonctions f* = h., g’ it (In t)zhx (t) et fg:t+ (Int)h (t) sont intégrables sur Ri .

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors :

2
+o0 < too to
(Io fg) _(J-o f )( 0o 8 )
De plus, comme les fonctions f et g ne sont pas proportionnelles, I’inégalité est stricte.
Avec J'Omfg =1"(x), J‘()*“’fz =I'(x) et _[0+ng =I"(x), on obtient pour tout xe ]R*+ :
'(x)<T(x)IM(x).

Ceci permet de conclure que ¥'>0 sur R’ et donc que :

. . *
Y est strictement croissante sur =R, .

On a vu que pour tout xe Ri, I'(x+1)=xI'(x). Comme I'" est dérivable sur Ri, on obtient
en dérivant cette relation, pour tout xe Ri :

I'x+D)=T'(x)+xI''(x).
Alors :

W(xtl)= C'(xe+]) T +xT'(x) =l+w=l+‘l’(x)
[(x+1) x[(x) x T'(x) «x '

. . . *
Ainsi, on a bien pour tout xe R :

Y(x+1)= ‘P(x)+l
X

. *
Avec la formule ci-dessus, on a pour tout ne N :

<I>(n+1)—CI>(n):‘P(n+1)—‘P(n)—ln(n+1)+lnn=l—ln(n+lj:l—ln(1+lj.

n n n n
Alors :
1 |1 1 1 1 1

d(n+)-Pn)=——|————+ o0 | ||=—5+ o0 |—|.

( ) () n [n 2n? n—>+°°(n2ﬂ 2n? n—>+°°(n2j
1 ‘. .\ 1

Donc, ®(n+1)-d(n) -~ pyes et comme la série positive ZF converge :
n—+e )p n

La série de terme général ®(n+1)—P(n) converge.
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Q8. Pour tout entier n=>2,0na:

D(n)=P(1)+ nz_l (P(k+1)—P(k)).

Et comme la série Z(CID(n +1)—®(n)) converge :

La suite (CI)(n)) converge.

"
neN

Q9. Soitunréel x>1.

Ona 0< LxJ <x< LxJ +1 et comme ¥ et In sont strictement croissantes sur R :

v (I_xJ) <Y¥(x)<W¥ (I_xJ +1)
—In(|x|+1)<-Inx<-In(] x])
En ajoutant membre a membre, on obtient :
(| x])=In(|x]+1)<¥@)-Inx<¥(| x |+1)-In(] x ).
Soit :

q)(LxJ)+ln(LxJ)—ln (LxJ+1) <P(x)< q)(LxJ+l)+ln(LxJ+l)—ln(LxJ) .

Ou encore :

(| x])- ln(l+i]<<b(x)<<b(|_x_|+1)+ln(l+m]

X =400 x —>+oo x+l—>+oo X =400

xli‘?w{q’(LxJ) 1“(” LXJH = }il}le(LxJH)Hn (1+mﬂ _

Le théoreme des gendarmes permet alors de conclure que :

Comme lim CD(|_x_|)— hm CD(|_x_|) lim <I>(|_xJ+1) C et lim ln(1+mJ O,ona:

lim &(x)=C

X—>+oo0

Q10. Le résultat précédent se récrit :

VeeR,, JAe R, Vxe[A + ], |@(x)-C|<E.

La fonction @ étant continue sur R’ en tant que différence de telles fonctions, on peut alors

écrire pour tout x€ [A,+ oo :

U:(CID(I)—C)dt‘Sj:|<I>(t)—C|dtSj:edtze(x—A)SEx.
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QIL.

Or:

“:(CID(t)—C)dt‘:UlA(q)(t)—C)dt+j:(¢(t)—C)dt <

LA((I)(t) —C)dt‘+U:(CI>(t)—C)dt‘ .

<K+¢€ex,donc:

A
1 , on obtient

Et, en posant K = ‘ [ (em)-C)ar

[ (e -C)ar

ljl”‘(cb(z)—c)dt

K
<—+e€.
X X

. K . . . . K .
Comme lim —=0, il existe unréel A'>0 tel que pour tout xe [A ,+ o0 [, — <€ et ainsi, en
X

x—+eo x

posant B=max(A,A")e R, on obtient :

VeeR,, 3BeR,, Vxe[B,+], <2e.

X
1

lj (P(r)-C)dt
X

Ceci prouve que :

lim —

X
x—>+oe xy 1

(P(r)-C)dr=0.
Enfin, pour tout xe [1,+ 00[ :

ljx(fb(t)—C)dt=ljx¢(t)dt—lijdt=lj'x<1>(t)dt—lC(x—l)=1J'X<I>(t)dt—C+£.
X1 x91 x1 x7! X x-l X

Donc, lj"cp(z)dt =ljx(¢(t)—C)dt+C—£ et ainsi :
x°! x! X

lim L IXCID(t)dt=0+C—0=C.

X +oo x

Soit, si C#0 :

LXCID(t)a’t ~ Cx

X —+oo

Avec I' strictement positive (donc InI" définie) et I'(1) = .[ Jme*’dt =1,ona
Alors, pour tout ne N :

LnCID(t)dt=Ln(‘1’(t)—lnt)dt=Iln(%(;))—lnt]dt

=[In(C@))~1Int+7]" =In(T(n))—nlnn+n-1

Or,si C#0,0ona lim l n<I>(t)dt=C,donc:

n—+e p 1

o In(Co))—nn+n-1_ (ln(F(n))—nlnn_i_l 1]20

n—+oo n n n
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Soit :
In(C(n))—nl
fim (L) —nlnn _ 1)
n—+oo n
T(n+1)

Or, pour tout entier ne N, I'(n) #0 et

=n,d’oupour n=2 :
n

T = Tk+) = ol
o=y = pgy = Tk=e=bt=25

n

Et avec la formule de Stirling, on a n!=¢ _/27n avec lim ¢ =1, donc:

n n—+oo

n

n
In| €, V2tn— |—=Inn—nlnn
In(T'(n))-nlnn _In(n!)-Inn—nlnn _ e

n n n

1 1
lnen+Eln(275)+Elnn+nlnn—n—lnn—nlnn _Ing, +1n(2n)_llnn_1

n n 2n 2 n

-~ In(I'(n))—nlnn _

n—>+oo n

-1 ()

Avec (1) et (2), on obtient C =0, ce qui est absurde.

Ainsi, C #0 mene a une contradiction, donc :

Cc=0

Q12. Soit xe R’. Pour tout me N, et tout je[0,m], x+je R, donc avec la formule de la

question Q6 et un télescopage, on peut écrire :

i l _=i[‘P(x+j+l)—‘P(x+j)]:‘I’(x+m+1)—‘l’(x).
j=0XT ] =0
Ainsi :

P+, ! —Inm=¥(x+m+1)—Inm
j=0 X+ J

=CI>(x+m+l)+ln(x+m+l)—lnm=<I>(x+m+l)+ln(l+x—+1j
m

m— +oo m m—+oo

Or, lim In (1 +x—+1j =0 et d’apres la question précédente, lim ®(x+m+1)=C=0. Ainsi:

lim {‘P(x)+z 1 _—lnm}:()

— Xt ]
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Probleme 2
Extrait de Centrale-Supélec — 2016 — PSI — Maths 1

I — Généralités
A — Propriétés élémentaires

Q13. Soit ¢: X, (R) —>{0’1}"2 ;A=(a,;)

. > (au, s @y s sy Gy sy G ...,am).

Une matrice étant parfaitement déterminée par ses coefficients, ¢ est une bijection.

Or, {0,1}”2 est un ensemble fini de cardinal 2" . Donc :

X ,(R) est un ensemble fini, de cardinal X

Q14. Prouvons par récurrence sur n€ N que pour tout n>2, |det M | <n!

e Pour n=2,so0it M =(“ Z)e V,(R) (avec a,b,c,d€[0,1]). Ona detM =ad —bc.
C
Comme a,b,c,d€[0,1],ona 0<ad <1 et 0<bhc<1,donc —1<detM <1.

Alors,

det M | <1<?2 etlapropriété est vraie au rang n=2.

e Supposons la propriété vraie aunrang n=>2.
Soit M =(a, ;)€ Y,,,(R). Pour tout i€ [1,n+1], appelons M, la matrice nxn obtenue en
supprimant la ™ ligne et la derniére colonne de M.

Comme les coefficients de M, sont des coefficients de M, ils appartiennent a [0,1], et
det M,|<n!

donc M, € Y, (R) et donc, par hypothese de récurrence,

En développant par rapport a la derniere colonne, on a :

|detM|= nzﬂ(— D"

i=1

|detMi|.

i,n+1

n+l
det Mi < z‘ai,nﬂ
i=1

=a,,, <1 et |det M,|<n! pour tout i€ [1,n+1], on obtient :

i,n+1

Avec ‘a

|detM|<§n!:(n+l)n!:(n+l)!

i=1
Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout n =2, soit :

Pour tout M € Y (R),

det M| <n!
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QI5.

Q16.

Soient A, Be Y,(R) avec A=(q,;) et B=(b,;), et Ae[0,1].
Ona A>0 et 1-A>0, et pour tout (i, j) & [[1,n]]2, 0<a,;<let0<b  <1,donc:

0<Aa, ;< A
0< (l—k)bl.,j <1-A
En additionnant membres a membres, on obtient :
0< kal.’j +(1- k)bl.,j <l1.

Les Aq,; +(1- Mb, ; €tant les coefficients de AA+(1-A)B, on a AM+(1-A)Be Y,(R) et
donc, Y, (R) est une partie convexe de M, (R).

Pour tout A=(q, )e Y,(R),
VY (R) est une partie bornée de M, (R).

A||m est I’un des coefficients de A, donc ||A||m € [0,1] et ainsi,

Enfin, soit (A,),.y une suite de Y, (R) convergeant vers Ae M (R).

La suite (4,),.y converge vers A coefficient par coefficient, donc en posant A, =(a,, ;) pour
tout ke N et A=(a,;),ona lim a,;=a,; pourtout (i, /)€ [Ln]

Or, pour tout (i, j) € ﬂl,nﬂz, 0<a,, <1, donc en passant a la limite, on obtient 0<a, ; <1.

Ainsi, Ae Y (R), ce qui prouve que Y, (R) est une partie fermée de M (R).

Finalement :

VY (R) estune partie convexe, fermée et bornée de E.

Soit M = (al., j)e VY, (R), A une valeur propre complexe de M et X =(x,)e M, (R) un vecteur

propre associé (X est donc non nul). Posons |xm| = Hﬁfnﬁ] |xi| (avec me [[1, n]] ).
elll,n

On a |xm|20 et si

x,|=0, alors pour tout ie[l,n]], OS|xi|S|xm|=O, donc x, =0 et X =0,

qui est faux. Donc, xm| #0 et ainsi : |xm| >0.

m,jvj o’

n n n
i, =l < 2| = 2, o < 2l =l |
j=1 Jj=1 Jj=1

> (0, on obtient :

Ona MX =)X , donc Ax, :Za x,,d’otavec 0<a, ; <1 pour tout je [Ln] :
=

M

Ainsi, [Af|x, Sn|xm , et comme |x,,

|7»|Sn
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Considérons la matrice J de M, (R) dont tous les coefficients valent 1 et le vecteur U de

M, (R) dont toutes les coordonnées valent 1

Tous les coefficients de J appartiennent a [0,1] ,donc Je Y (R) etona JU =nU . Comme U

est non nul, ceci veut dire que n est valeur propre de J.

Ainsi :

La matrice de Y (R) dont tous les coefficients valent 1 admet n pour valeur propre.

B - Etude de X! (R)=X (R)NGL,(R)
Q17. Soit M :(“ Z)e X,(R)c V,(R) avec a,b,c,d=00ul.Ona detM =ad —bce 7.
Cc

Or, on a vu que |detM|<2!:2, donc detMe{—l,O,l}.

Alors, M € X,/ (R) = X,(R) "GL,(R) si et seulement si detM e {—1,1}.

Considérons les deux cas.

e SidetM =ad—bc=1, alors ad =bc+1.Or, ad <1 et bc+121 (car a,b,c,de{0,1}).

a=d=1
b=0ouc=0

Donc, ad =bc+1=1, soit {a

ou encore
bc=0

. . . 10 11 10
On obtient trois matrices : ( ), ( ), ( ) .
01 01 11

e SidetM =ad—bc=-1, alors bc =ad +1 et avec le méme raisonnement que ci-dessus,

. b=c=1 . . 1\ (11 1
on obtient et les trois matrices : (0 ),( ),(0 )
a=0oud=0 10/°\10/)°\11

Finalement :

Les éléments de Xz’(R) sont (1 0),(1 1),(1 0),(0 1),(1 1),(0 1).
01 01/)°\11 10/ \10 11

. 10} (01} (11) (01 e ) . .
Les matrices (0 1),(1 0),(1 0),(1 1) sont symétriques réelles donc diagonalisables sur R

d’apres le théoreme spectral.

. 11} (10 . . .
Les matrices (0 1), (1 1) sont triangulaires avec des 1 sur la diagonale, donc ont 1 pour seule

valeur propre. Si elles étaient diagonalisables, elles seraient semblables a I,, donc égales a 1,,

11

0 1), (1 (1)) ne sont pas diagonalisables sur R .

ce qui est faux. Ainsi, (

Les matrices de X, (R) diagonalisables sur R sont (1 0), (0 1), (1 O), (1 1).
01 10/°\11/)\01
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Q18.Ona:
o 0)=ls o3 ) veselxiem)
o )=( ) o) veselxiem)
[ o)=(3 )-(6 V) veartocrm)
[o.0)=(a1)-{o 1)< vearxcim)

Ainsi, les quatre vecteurs de la base canonique de M,(R) appartiennent a Vect(Xz’(]R)),

donc :

L’ensemble X,'(R) engendre I’espace vectoriel M, (R).

Soit maintenant n>2.0na I, € X/(R).
Notons E les vecteurs de la base canonique de M, (R) (avec i, je [[1,n]]).

Pour tous i, je [[l,n]] telsque i # j, I, +E, ; est une matrice dont tous les coefficients valent O
ou 1 et triangulaire dont tous les coefficients diagonaux, donc inversible.

Ainsi, I, +E, ;€ X!(R) etdonc, E, ; = (I,Z +E1.J.)—In € Vect(Xn’(R)) .

010--0
001" .:
Notons J, =|:"-."-.".0 | et (e,...,e,,,¢,) labase canonique de R".
0o .1
10---00

On a ImJ, =Vect(e,, ¢,...,e,,)=R", donc J, est inversible et comme tous ses coefficients
valentOou 1, J, € X/ (R).
010--0
(VAR
Pour tout i€ [Ln], J,+E, =i 1".0]e X (R) et:
0o .1
10---00
Im(Jn+El.,l.)=Vect(en,el,...,e,._z,el._l+el.,e,.,,...,en_1)
=Vect(en,el,...,ei_z,ei_l,el.,,...,e )=]R”

n—1
Donc, J, +E,, estinversible et ainsi, J, + E,, € X,/(R).
Alors, E,, =(J,+E,;)-J, e Vect(X/(R)).

Finalement, tous les vecteurs de la base canonique de M, (R) appartiennent a Vect(Xn’ (R)),

donc :

L’ensemble an (R) engendre I’espace vectoriel M, (R).
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II — Deux problémes d’optimisation
A - Etude de la distance a Y (R)

Q19. Voir le cours. Si M =(m, ;)€ M, (R) et N =(n,,)e M,(R),ona:

(MIN)= Z m ih.

I<i, j<n

Q20. L’application N+ A—N est continue sur M (R) comme différence d’une application

Q21.

constante et de I’identité. Comme la norme est continue, N l—>||A—N|| est continue sur

M, (R) comme composée d’applications continues.

Or, on a vu dans la question Q15 que Y, (R) est une partie compacte (fermée, bornée) de

M, (R). Donc, d’apres le théoreme des bornes atteintes, 1’application N — ||A—N || admet un

minimum sur Y, (R), autrement dit :

Il existe M € Y, (R) telle que pour tout N e Y, (R), ||A—M|| < ||A—N||.

Supposons qu’il existe une autre matrice M ' de Y, (R) minimisant N ||A—N || sur Y (R).
Comme M et M ' appartiennent toutes deux a Y (R),ona:
[v° = All<[[mr = A et |1 - A <[p1° - 4]

Donc :
|p = Al =[a1 - 4.

Toujours d’apres la question Q15, Y, (R) est une partie convexe de M, (R), donc pour tout
te[0,1], tM +(1-H)M '€ Y, (R) et:
|M - A| <|eM +1-0)M - A
Or:
M +A-0)M = A|=|t(M — A)+A-0)M '— A)||<t|M - A|+A-0)|M - A|=|]M - 4] .
Ainsi, pour tout ¢€ [0,1] :
M +1—0)M - A|=|Mm - 4.
Or, ici |.|| est une norme euclidienne, donc :
| +-0M A =[eM M)+ M- A
=M -M|+2(M-M" 1M -A)+|M - A .
=M -M | +2t(M-M" 1M - A)+|M - A’

10
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Ainsi, pour tout 7€ [0,1] :
M -M|*+2t(M-M' 1M~ A)=0.

Or, I’application polynomiale ¢ - ¢ ||M -M '||2 +2t (M -M '|M'—A) est nulle sur [0,1] si et

seulement si ses coefficients sont nuls, donc ||M -M '|| =0,soit M =M".

Finalement :

Il existe une unique matrice M € Y, (R) telle que pour tout N € Y (R),

A-m|<|a-n].

Notons A= (al.’j) et N= (”i,_;) . D’apres la question Q19, on a :
”A_N”2 - Z (a,, _”i..i)z .
<i,j<n

Soit M = (ml., j) définie comme suit. Pour tous i, j€ [1,n] :

e siag e[0,1],onpose m ;=a,  etona ‘ai,j —mi,j‘=OS‘ai,j -n,

* sia; >1, on pose m, ; =letona ‘ai’j—mi’j‘zai,j —ISai’j—ni’j =‘a".—n‘,.

* sia; <0, on pose m; =0 etona ‘ai,j —mi,j‘=—ai,j <n;-a; =‘a".—n4
Ainsi, pour tous i, j€[1,n] :
e m€[0,1],donc M e Y, (R);

» donc Z (az’,j_mz:j)zg Z (ai..i_”i,.i)z’SOit ”A_M”S”A_N”'

I<i, j<n I<i, j<n

¢ ‘ai.j - mi..i‘ = ‘ai,j LY,

Par unicité de la matrice M, on a :

0 quanda, ;e |—o0,0]
M =(m, ;) avec pour tous i, je [L,n], m,,=1a,, quanda, e[0,1]

1 quandg, € |1,+e]

B — Maximisation du déterminant sur X (R) et | (R)
Q22. D’apres la question Q15, Y, (R) est une partie compacte (fermée, bornée) de M (R).
Ona X (R)c VY, (R) et Y (R) est bornée, donc X, (R) est bornée.

De plus, si (A,),.y est une suite de X, (R) convergeant vers Ae M, (R), avec A =(a,, )

pour tout ke N et A=(q, ), alors pour tout (i, j)€ [Ln], (ay; )ren st une suite d’entiers (0

ou 1) convergeant (vers g, ;), donc elle est stationnaire sur 0 ou 1 et sa limite vaut O ou 1.

11
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Q23.

Q24.

Ainsi, pour tout (i, j)e [[l,n]]z, a, € {0,1}, donc Ae X, (R). Ceci prouve que X, (R) est elle

aussi une partie compacte de M, (R).

Or, I’application det est continue sur M (R). Comme X, (R) et Y (R) sont toutes deux
compactes, le théoreme des bornes atteintes permet d’affirmer que :

Le déterminant posseéde un maximum sur X, (R) et un maximum sur Y (R).

. 1, . . M Onl
Soit M € Y (R). Considérons la matrice construite par blocs M '= 0 1’ eM, (R).

Les coefficients de M ' sont soit des coefficients de M, donc compris entre O et 1, soit 0, soit 1.

Ainsi, M'e'Y (R) et donc detM '<y

n+l

1,n

n+l *

Or, en développant par rapport a la derniére colonne, on a det M '=det M .

Nous venons donc de prouver que pour tout M€ Y (R), detM <y, ., ce qui implique

immédiatement que y, <y, ., etainsi:

La suite (yn) est croissante.

n=2

Toutes les colonnes de J sont égales et non nulles, donc rg (J)=1. Ainsi, dimkerJ =n-1 et
donc 0 est valeur propre de J, de multiplicité au moins n—1. Ceci veut dire que le polyndme
caractéristique de J s’écrit ), = X" (X —L). Alors, tr(J)=(n—-1)X0+1xA=A=n.

Ainsi, g, =det(X I,-J)=X""(X —n) etdonc:
detM =det(J -1 )=(=1)"det(I,—J) = (- )"y, (D) = (= 1)’ (1—-n).
Soit :

detM =(-1)""'(n—-1)

Les coefficients de M valent O (sur la diagonale) ou 1 (ailleurs), donc M € Y, (R) et ainsi :
detM =(-1)""(n-1)<y, .

En particulier, pour tout entier ne N, 2n<y, . Ceci prouve que la suite (y,) ., nest pas

n22
majorée et comme elle est croissante :

lim y =+oo

n—+o0

12
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Q25. Soient i et j dans [[l,n]] tels que n, ; € 10,1[ (s’il y en a).

Pour tout ke [[l,n]] , appelons N, la matrice de Y,_,(R) obtenue en supprimant la i“"™ ligne et

la k™ colonne de N.

En développant par rapport a la i“™ ligne, on a :

detN =>" (D" n detN = Y (=D)"*n, detN, +((-)*/detN,)n, .
k=1

k=Lk#j
Soit N' la matrice de Y, (R) obtenue a partir de N en remplacant n, , par n',;€{0,1} suivant
la regle suivante :
e si(—1)"/detN,20,onprend n',,=1;

® si(=1)"/detN,<0,onprend n',,=0.
On a detN'= z (—1D)™n,, detN, +((— D™/ det Nj)n'i,j (en effectuant le méme calcul que
k=l k#j
pour N), soit :

detN—detN'=((-D)"*' detN,)(n,,—n" ).
Comme 0<n, ;<Il,ona:
e i (-1 deth >0, on prend n _”'i,_; =n,; —1<0,donc det N —det N'<0 ;
e si(-1)"/detN,<0,onprend n,,—n',;=n,; 20, donc det N —det N'<0.

Ainsi, en remplagant n, ; soit par 0, soit par 1 suivant la regle ci-dessus :

On a obtenu une matrice N'e Y, (R) telle que det N <detN'.

Comme Ne VY (R), tous ses coefficients appartiennent a [0,1]. Appelons pe [[O,nz]] le

nombre de coefficients de N appartenant 2 ]0,1] .

Si p=0, alors Ne X, (R), sinon, avec la méthode qui précede, on peut construire par
récurrence (en remplagant a chaque étape un coefficient appartenant a ]0,1[ par O ou 1) une
suite finie N,,..., N » de matrices de Y, (R) telle que, pour tout ke |I1, p]], le nombre de
coefficients de N, appartenant a ]O,l[ soitégala p—k et:

det N <detN, <..<detN, <detN, <..<detN,.

Le nombre de coefficients appartenant a ]0,1[ de N, e Y (R) est alors p—p=0, donc
N,e X, (R) et detN, <x,. Ainsi:
detN<x,.
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Ceci est vrai pour toute matrice N de Y, (R), donc :

v, <X, .

Par ailleurs, on a X, (R) = Y, (R), donc Mn}(a)((R)(detM) < max (detM ), soit :

MeY, (R)
X, <y,.
Finalement, on obtient bien :

X0 =Va

III — Matrices aléatoires de X, (R)

A — Génération par une colonne aléatoire

Q26.Ona X,(Q)=X,(Q)=..=X,(Q)={0,1}, donc :

(X, =X,=..=X,)=(X, =X, =..=X, =0)U(X, =X, =..= X, =1).

Et I'union est disjointe. Par 6-additivité et indépendance des X, :

n

=P(X,=0,X,=0,..,X,=0)+P(X, =1, X,=1,.., X, =1)

P(X,=X,=..=X,)=P(X,=X,=..=X,=0)+P(X,=X,=..= X, =1)

n

=P(X1 :O)P(X2 =0)...P(Xn =O)+P(X1 :I)P(X2 =1)...P(Xn :1)
Etavec P(X, =0)=1-p et P(X, =1)=p pourtout k€ [1,n], on obtient :
P(X1 =X,=..= Xn)z(l—p)" + p"
Q27. Question de cours.
Prouvons par récurrence sur ne N que si X,,X,,.., X, sont des variables aléatoires

mutuellement indépendantes et suivant une méme loi de Bernoulli de parametre p, alors
S=X,+X,+...+ X, suitune loi binomiale de parameétres n et p.

¢ Une loi de Bernoulli de parametre p est une loi binomiale de parametres 1 et p, donc la
propriété est vraie au rang n=1.

e Supposons la propriété vraie a un rang ne N et considérons X,,...,X,, X, , des

variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant une méme loi de Bernoulli de
parametre p. Posons X =X +.+X, et S=X +.+X +X, .

On a S(Q)z[O,n+1]] et pour tout k€ [[O,n+1]] :

(S=k)=(X+X,,=k)=(X=kX,, =0u(X=k-1X,,=1).

14
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Et I'union est disjointe. Par 6-additivité et indépendance des X, :
P(S=k)=P(X =k, X,, =0)+P(X=k-1X,, =1).
D’apres le lemme des coalitions, X et X ,, sont indépendantes, donc :
P(S=k)=P(X =k)P(X,, =0)+P(X =k-1)P(X,, =1)
=P(X=k)(-p)+P(X =k-1)p

Par hypothese de récurrence, X suit une loi binomiale de parametres n et p, donc :

P(X =k)= (ijk(l_p)"_k sik<n

0 sik=n+1
0 sik=0
P(X=k-1)=
( ) (kn ljpk—l(l_p)n—kﬂ Slk21

Ainsi, P(S=0)=(1-p)""™, P(S=n+1)=p""™ etpour ke [1,n], on a avec la formule
de Pascal :
n

P(s=k)=|" |p*a=py"*+ ph(1—py
k k-1

_n 4 n k(l_ )n+l—k_ n+l k(l_ )n+l—k
= k k-1 V4 p = k V4 p

Ainsi, S suit une loi binomiale de parametres n+1 et p : la propriété est donc vraie au
rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N* :

S=X,+X,+...+ X, suit une loi binomiale de parametres n et p.

Q28. Pour tout me Q, X, (w)=0oulet X (®0)=0o0ul,donc X,(®)X (0)=0o0ul etainsi:
XX (2)=1{0.1}.
On a de plus, (Xl.Xj =1):(Xl. =1L X, :1) et par indépendance de X, et X, :
P(X.X,=1)=P(X,=1X,=1)=P(X, =1)P(X,=1)=p".

Ainsi, pour tous i, je {1, ..., n} :

X, X ; suit une loi de Bernoulli de parametre P’
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Q29. Soit we Q.

a)

b)

c)

On a M(oo):(X,.(OJ)Xj(OJ)) et on a vu que (Xin)(Q)z{O,l}, donc pour tous

I<i, j<n

i,je[ln],ona X (@)X, (®w)e{0,1} etainsi:

M(w)e X, (R)

Pour tout i€ [[I,n], ona X}(w)=X,(w)e{0,1}, donc :

tr(M (o)) = Zn:Xf(co) = ixi (®) = S(0).

On a alors bien :

r(M(w))e{0,1,..., n}

M (w) est symétrique réelle (X, (@)X () =X ;(®)X,(®) pour tous i,je [1,n]), donc
d’apres le théoréme spectral :

La matrice M (®) est diagonalisable dans M, (R).

Les colonnes de M (®) sont X, (@)U(®), ..., X, (@)U (®), donc Im(M (w))  Vect (U (w))
et ainsi, rg (M (®)) < dim[ Vect (U (w))], soit :

rg (M(u))) <1

Ona:

M) =(U(@(U@®)")(U@UW)")=U(Uw) vw)uw).

Or, (U®) U =Y X*(@)=3 X,(e) = (), donc
M (@) = S(@)(U(@)(U(®)")=S@M ().
Si M(w)=0

(car tous les X,;(®) sont positifs ou nuls), alors M (®w) est une matrice de projection

n°

ce qui équivaut a X,(w)=X,(®w)=...=X,(®)=0 ou encore a S(w)=0

orthogonale (sur {0} ).

Si M (w)+#0,, alors c’est une matrice de projection si et seulement si M (w)* =M (), soit
S(®w)=1. Dans ce cas, il existe ke[ln] tel que X, (@)=1 et X, (®)=0 pour tout

i€ [[l,n]] tel que i# k. Dans ce cas, si on note (el, ez,...,en) la base canonique de R”"

16
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(orthonormée pour le produit scalaire canonique de R"), on a U(w)=e,, donc
Im(M (®)) = Vect(e, ) et ker(M(0)) = Vect(e,,ie [Ln]\{k})= (Vect(ek))l, donc M (®)
est une matrice de projection orthogonale.

Finalement :

M (®) est une matrice de projection orthogonale si et seulement si S(®)€ {0,1}.

Q30. Onavuque tr(M)=S,donc:

tr (M) suit une loi binomiale de parametres n et p.

E(tr(M))znp et V(tr(M))znp(l—p).

On a vu que pour tout ®e Q, rg (M (w))<1 donc rg (M (®))(Q)={0,1} et:
(rg (M) =0)=(M =0,)=(X, = X, =..= X, =0) =(5 =0).

Donc, P(rg(M)=0)=P(S=0)=(1-p)" etainsi:

rg (M) suit une loi de Bernoulli de parametre 1-(1— p)".

E(rg(M))=1-(1-p)" et V(rg(M))=(1-(1-p)")(1-p)".

Q31. On a établi dans la question Q29.c, que M > =SM . Prouvons alors par récurrence sur k que
pour tout ke N, M*=S5“"M .

e Pour k=1,0ona S"'M =S8°M =M =M", donc la relation est vraie.
e Supposons la relation vraie a2 un rang ke N, soit M* =S5*"'M . On a alors :
M =M'"M =(S""M)M =S"'M*>=5"'SM =5*M .
Ainsi, la propriété est vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k € N°, soit :

M =S"M

On a vu que S(Q)=[0,n]. Soit we Q.

e Si S(w)=0, alors (M () )k , est nulle a partir du rang 2, donc converge (vers 0, ).

17
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e Si S(w)=1, alors (M (0))") est constante a partir du rang 1, et vaut toujours M, donc

keN

(M () )k , converge (vers M).
e Si S(w)=2,0na (S(w))k_lw+ oo, donc (M(oo)k )k , diverge.
Finalement, (M () )k , converge si et seulement si S(w)e {0.,1}.

La probabilité de I’événement « la suite (M ¢ )k ., converge » est alors :
€

P(Se€{0,1})=P(S=0)+P(S=1)=(1-p)" +npl-p)"".

Ainsi :

La probabilité que la suite (M ¢ )k , converge est (1+(n-1)p)(1-p)".

On a vu que pour tout ®me ., M (®w) est une matrice de projection orthogonale si et seulement
si S(w)e{0,1}. Or, (M(co)k )k , converge si et seulement si S(w)e {0.1}, donc :

Quand la suite (M (w)* )k , converge, sa limite est une matrice de projection.

Q32. Pour we Q, M’*(®)=S(®)M(w), donc le polyndme X>—-S(@)X =(X-S(w))X est
annulateur de M (®) et ainsi, Sp(M (®)) c{S(®),0}.

De plus, d’apres Q29.b, M (®w) est diagonalisable dans M, (R), donc O est la seule valeur

propre de M (w) si et seulement si M(®)=0 , soit X, (0)=X,(®)=..=X (®0)=0, ce qui

n°

équivauta S(w)=0.
Ainsi, M (®) admet deux valeurs propres distinctes si et seulement si S(®w)#0 etona:
P(S#0)=1-P(S=0)=1-(1-p)".

Ainsi :

La probabilité que M admette deux valeurs propres distinctes est 1—(1— p)”.

B — Génération par remplissage aléatoire

Convenons que le sens de parcours la matrice est le méme a chaque vague : on parcourt ligne par
ligne de gauche a droite, soit [M, ] ,[M,],....[M.] . [M.], s [M.], o [M,] 5 [M,],,

en notant [M, |, les coefficients de M, .

Remarquons qu’a chaque vague il est possible de ne faire aucun changement, donc pour tout ke N,
N, (©)=[0,m], avec m=n* est le nombre maximal de modifications possibles (dans le cas ol tous

les coefficients de M, , sont nuls).
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Q33. On a N,(Q)=[0,m] et pour tout we Q, M (®)=0,. La premiére vague peut étre modélisée

comme m répétitions successives et indépendantes (chaque action sur un coefficient est
indépendante de ce qui se passe sur les autres) d’une méme épreuve de Bernoulli (action sur un

coefficient) dont le succes est le passage de 0 a 1 du coefficient [M k]ij(probabilité p de

succes). Ainsi :

N, suit une loi binomiale de parametres m et p.

Soit ie N,(Q)=[0,m]. Si I’évenement (N, =i) est réalisé, alors la matrice M (@) contient i
coefficients égaux a 1 et les m—i autres sont nuls. Soit je N,(€)=[0,m].
e Sij>m—i,ona P(lei) (N, =j)=0 car on ne peut pas changer plus de O en 1 qu’il n’y
adeO.

e Si j<m-—i, le raisonnement ci-dessus permet alors de conclure que la loi conditionnelle

de N, sachant (N, =i) est une loi binomiale de parametres m—i et p.

Ainsi, pour tout i€ [[0,m] :

0 quand j>m—i
P(N,:i)(Nz = ]): (m—i
J

)pj(l—p)'”’i’j quand j<m—i

La famille ((N,= '))iEHO . ©st un systeme complet d’événements, donc la formule des

probabilités totales permet d’écrire pour tout je€ N,(Q)=[0,m] :

P(N,=j)=2 P(N,=i) Ry (N, =)

(=]

3
I

i—

= m)(m—i) i+ 2m-2i—j
' ) i 1— m-2i—j
> (7)) -

T

S

En particulier, P(N, =m)=p"(1-p)" #0 etona P(N,=m)=p" #0.0r:

P(N,=m,N,=m)=P(N,=m)P,

(Ny=m)

(N, =m)=0.

Donc, P(N,=m,N,=m)# P(N,=m)P(N,=m) et ainsi :

Les variables aléatoires N, et N, ne sont pas indépendantes.

19



PSI*

mars 2025

Q34.

Q3s.

Q36.

On fixe i, je [1n].

La variable aléatoire 7; ; représente le plus petit entier k 21 tel que ([M . ]i,j = 1) est réalisé.
Chaque coefficient nul de M, a une probabilité p de passer a lors de la vague k+1.
Ona T, ,(Q)=N U{+ o} avec (T, =+o0)= ﬂkeN([Mk ], = 0) .

Pour tout e N", ona (7;, =) =([M1]i’j =0)ﬂ..ﬂ([M€_1]i’j =0)ﬂ([M€]i’j =1) et avec la loi

L]

des probabilités composées :
P(T,,=0)=P([M] = o)xP([MI]U:O) ([m,],,=0)x..

X P

(1M1, =0)n..n([M -], ,=0) ([MH ]i,j = 0) o

(1Ma], =014, =0) ([M (-1 ]i,j - 1)

Or, tant que [M k]ij =0, I’issue de la vague suivante ne dépend pas des vagues précédentes,

soit :
P([M,],,=0)= P (M), =0)=..= Pl o o], = ((M,.],=0)=1-p
B, ~oo(pe, o (], =1)=»p
Ainsi :
P(T,,=0)=0-p)"p.

Et donc :

T, ; suit la loi géométrique de parametre p.

Question de cours. Pour tout ke N, par ¢-additivité, on a :

P, 20)=#[U(r, =1) |- 5 p(0, =) =20 p=0-p1 s

I=k =k

1-(1-p)

Soit :

P(T,, Zk):(l_p)k_l

La variable N, représente le nombre de modifications réalisées lors de la k-ieéme vague,
donc :

S, =N,+..+N, représente le nombre total de modifications

réalisées a I’issue des r premicres vagues, ce qui revient au
nombre de coefficients égaux a 1 dans la matrice M .
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Q37.

Avec les notations introduites plus haut, on a alors S, = z [M ,]i =

I<i, j<n

Les [Mr],»,j sont a valeurs dans {0,1} et pour tous i, je [Ln] :
P([m,] ,=1)=P(T,<r)=1-P(T 2 r+1)=1-(1-p)’.
De plus, les coefficients étant modifiés indépendamment les uns des autres, les [M r]i’j sont

indépendantes. Alors, les [M r]ij sont indépendantes et suivent toutes la méme loi de Bernoulli

de parametre 1—-(1—p)", donc :

S = Z [M r]ij suit une loi binomiale de parametres met 1-(1—p)".

I<i, j<n

Ona N(Q)=N uU{+} et sous réserve d’existence :
E(N)=) P(N=k).
k=1

Or, N = max T, , car N représente le plus petit rang k pour lequel tous les [M, ]i,j valent 1 et

i, je[L.n]
pour tous i, j€ [1,n], T, , représente le plus petit rang k pour lequel [M, ]i,j vaut 1.
Alors, pour tout k€ N* :
(N<k):(max. T.<k): ﬂ (T.<k).

i,je[ln] “i.j
i,je[L.n]

Avec 'indépendance des 7, et P(T,, <k)=1-P(T,, 2k)=1-(1- p)*"', on peut écrire :

P(v<h)= T] P(1, <4)= T [i=0-p]=[-0-p1 T

Alors :
P(N2k)=1-P(N<k)=1-[1-(1-p)"]".

Comme pe |0,1[, 1-pe]0,1[, donc (1- p)*"' ————0 et:

[1=a=p)' " =1=m=p)"+ o (a-p)").

Ainsi, P(N2k) ~ m(l—p)"" et comme la séric géométrique positive » m(l1—p)*”

k—+

converge, la série ZP(N > k) converge, et N admet une espérance.

En réindexant, on a iP(N2k)=i(l—[l_(l_p)k-l}’”)zi(l_[l_(l_p)k}m) ot ainsi -
k=1 k=1 k=0

N admet une espérance qui vaut E(N) = Z(l—[l— (1- p)k]m) :
k=0
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