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Corrigé du DS n° 6
I - Généralités, cas particuliers
1. Pour tout z€ C" ettout ne N :
( pn+ 1))r .
etk (1 1] 1 A0
(pn)” n) (pn+p)pn+p-D..(pn+D) = "7°7
(pn)!
Donc, d’apres la regle de d’ Alembert, z ((p ") ‘ Z" converge, donc :
La série entiere Z ((p n))' z" aun rayon de convergence infini.
pn)!

(pn

pn)’
pn)‘ (

(pn)!

Comme z converge pour tout ze C, la série Z( ”)" converge aussi pour tout ze C, et

donc :

,

‘- - n C e

La série entiere Z(p—))' z” aun rayon de convergence infini.
n)!

2. Soit xe R. On a d’une part :

+ o0 n + oo n

Sovl(x)zzx—‘=2%—l.

n=1 . n=0

Soit :

So1(x) = e —1

Et d’autre part :

X x
%0200 = Z Z(2n)v

1 (2n)!
Soit :
Sy, (x)=chx-1
X 1 0 x 1 X 1 0 x
Onadonc §),(x) ~ e =Ixe et §,(x) ~ chx ~ Ee =§xe , donc :

Les énoncés (H, ) et (H,,) sont validés.
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II - Une démonstration probabiliste de H, ;

3. Soit xe R’,. Posons (Z,)" = f(X,) avec f:tH(Lj )
x

La variable X _suit une loi de Poisson de parametre x, donc X ()=N et pour tout ne N :

f(n)P(XX:n):(ﬁj et =
X !

Sinzl,ona f(n)P(X =n)#0 et:

(n+1)" x""
| f(i+DP(X =n+D|  (n+1)! _(n+1j’ X o<l
fWPX,=n) |  n'x' no) on+l "7 '
n!

D’apres la regle de d’ Alembert, la série Z f(n)P(X_ =n) converge absolument et donc, d’apres le théoréeme

du transfert, f(X ) estd’espérance finie et :

. + 00 + 0 e—x nrxn
E(Z))=E(f(X))=2 fFPX, =m=3 ——-.
n=0 n=0 .
Comme §,,(x) = zn—‘x” , on peut conclure que pour tout xe R’ :
n=0 n:
(Z,)" estd’espérance finie avec E((ZX)’ ) =¢ —5.,(x).
X

N * . . . N
4. Soit anouveau xe R,. Comme X suit une loi de Poisson de parametre x, on a :

E(X,)=V(X,)=x

E(X )
(X.) =1 et une variance

) X
Comme E(X )=V(X )=x, la variable Z =—= admet une espérance E(Z )=
X

V(Z,)= L)Z(") = i L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet pour tout ae R’ :
P(z.-E2)2a)s"5 & Pz -1za)s.
En prenant alors a = # =x""" >0, on obtient pour tout xe ]R*+ :
P(|z,-1=x")< (x-“13)2x = x}” :

. 1 PR
Et comme lim —= =0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que :
X =+ x

lim P(|Z,-1=x"")=0

X =+
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S. On a vu dans la question 3 que la variable (Z )" admet une espérance. Or, X _est positive (car X ()=N)

et xe R’ , donc (Z,)" est positive. On peut alors appliquer 1’inégalité de Markov, soit pour tout a€ R, :

E(2))
a

P((z) za)< e aP((2,) 2a)<E((2)).

1 -1/3

Si x>1,onal-x" >0 etenprenant a=(1—x""*)" >0 dans I’inégalité ci-dessus, on obtient :

(1-x")P((Z) 21-x"))<E(Z)).

Enfin comme # > ¢ est strictement croissante sur R’ (car r>0), on a ((ZX)’ > (1—x’“3)’): (ZX > 1—x‘“3)

et ainsi, pour tout réel x>1 :

(-x"yP(z,21-x")<E((Z,))

X—>+ o0 X—>+ o X—>+oo

Ona lim (I-x"*)" = lim (1—%) =1, on veut donc montrer que lim P(Zx Zl—x_m):l.
x

Or, d’apres la question précédente, on a lim P(|Zx —1|zx" 3) =0.0r:

X—>+oo0

(|2, -1zx")=(z,-12x")U(Z,-1<-x")=(Z, 21+x")U(Z, <1-x").

Et :

(z, <1-x"")=(z, <1-x")U(Z,=1-x7").
Donc :

(2, <1-x")c(z,<1-x") c(|z, - 1|2 x"").
Et ainsi :

0<P(z, <1-x")<P(z,-1=x").

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, on a alors lim P (ZX <l-x" ) =0, soit :

x> +oo

lim P(Z, 21-x")= lim [1-P(Z, <1-x"")]=1.

X —>+o0 X —+oo

Finalement, lim (1-x )" = lim P(Zx > l—x_m) =1, donc :

X+ X+

lim (1-x"") P(Z, 21-x")=1

X—>+oo0

6. Soit Ne N et xe R’,.

N-1
OnaY ,=0(X,) ou Q= H(T —k) est un polynome unitaire de degré N (et d’indéterminée notée 7).
k=0

Onaalors Q(n) ~ n",donc:

n—+oo
n n

Q(n)P(XX=n)=Q(n)e‘”‘x' - nNe_"x—'.
n!n—otee n!
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n

e n'x" L. ;o X .
, et donc la série Zn e’ convergent pour tout pour tout réel
n!

Or, on a vu plus haut que la série Z—r
X

n!

n

—, converge et comme elle est a termes positifs, on peut
n.

- X

r > 0. En particulier pour r =N >0, la série z n"e

conclure que la série ZQ(n)P(X . =n), converge absolument, donc que :

La variable Y_,, admet une espérance.

Par le théoreme du transfert, on a alors :

E(Y,,)= ZQ(n)P(X =n).

N-1

Or, pour tout ne N, ona Q(n) = H(n k),donc Q(n)=0 quand n< N et Q(n)—( M) . Alors :
k=0
xn + o0 xn—N
E(Y, nP(X =n et —=x"e Yy ——.
(¥, )= ZQ( )P( )= Z N), — ;(n_N)!
+oo _k
Et apres réindexation k =n— N , on obtient E(Y )= xNe ”Z%zx]ve”ex,soit:
n=0 .
EY, )= xV

7. Soit Ne N'.
j-1
Si on pose H, =1 etpourtout je N', H ;= H(T —1i) (polyndbme d’indéterminée notée 7).

i=0
On a degHj = j pour tout je N, donc (HO,HI,...,HN) est une famille échelonnée en degrés de N +1
polyndmes de R, [T], qui est de dimension N +1 : c’est donc une base de R, [T'] et ainsi, il existe des réels
a,, a,, ..., a, tels que :

TV =aH,+aH, +..+a,H,.

De plus, 0=0" =a,H,(0)+a,H,(0)+...+a,H, (0) =a,, donc :

TV =aH, +..+a,H,.
Enfin, degH ;<N pour tout entier je[LLN—1] (s’il y a lieu, c’est-a-dire si N >2), et on peut écrire
H,=T"+R(T) avec degR<N. Donc, T" =a,T" +(a,H, +...+a,R) avec deg(aH, +..+a,R)<N et

ainsi,ona a, =1.

Alors, pour tout réel x>0, ona:

N N k-1 N
X" =D aH (X)=Y a][X,-D= aY,.
k=1 k=1 i=0 k=1

Finalement, il existe bien des réels a,, ..., a, tels que a, =1 et pour tout réel x>0 :

N
(Xx)N = zaka,k
k=1
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On a alors, pour tout xe R, ettout Ne N :

v (X)) _( X)' 13
20 =) e R,

X

Et, par linéarité de I’espérance :

E(<ZX>N)=E(%§aka,kj=iNﬁakE<m
X k=l X =

N

Avec la question précédente, on obtient E ((ZX)N ) =a, x_N si N=letsi N=2:
x
1 & N-1 a N
E((Z))=—) ax kta
(@)")=F 2 =X F+aniw

En i=N -k etavec a, =1, on obtient E((ZX)N)zl si N=letsi N>2:

N-1

E((z)")=Y =

=i
k=i

Enfin, comme lim aNl’ =0 pour tout i€ [1,N—1] (si N >2), donc dans tous les cas :

X+ x

lim E((z,)")=1

X—+oo

8. Onpose N=|r|eN (car r>0)et s=r—N=r—|r|e[0,1].

e Si s=0 (c’est-a-dire si r est entier), on a ' =1 et s(t—1)=1 pour tout re R, , donc I'inégalité

1’ <s(t—1)+1 est vérifiée (c’est méme une égalité).
* Sise0,1[, posons pour tout 1€ R, h(r)=1" —s(t—1)—1.
La fonction h est définie et dérivable sur R, en tant que différence de telles fonctions et pour tout € R,

h'(t)=st""-1).
Comme se ]0,1[, on a alors :
)20 o t'2>21 o t<I.

Donc, h est croissante sur |0,1] et décroissante sur [I,+ o[ : elle admet un maximum en 1, qui est

h(1)=0. Ainsi, h(t)<0 pour tout te ]R*+ et, avec lirré h(t)=s5—-1<0, on obtient I’inégalité voulue pour

tout re R .

Finalement, quel que soit s€[0,1[, on a bien pour tout e R,

' <sit-1)+1

Comme Z_ est positive (vu question S),ona (Z )’ <s(Z -1)+1, soit :

(ZY ™ <l-s+sZ..
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Et en multipliant par (Z,)" >0, on obtient pour tout réel x>0 :

(Z) <A=s)Z)N +s(Z )"

9. Avec la croissance et la linéarité de I’espérance, la question précédente donne pour tout réel x>0 :
E((2))<E(1=-5)Z)" +sZ)"")=1-)E(Z)")+sE(Z)").

Alors, avec la question §, on a pour tout xe Ri :
(1=x""YP(Z,21-x"")<E((Z))<U=-5)E((Z)")+sE((Z)"").

Et toujours avec la question 5, on a :

lim (1-x""") P(Z, 21-x")=1.

x> +oo

Avec la question 7, ona lim E((ZX)N ) = lim E((ZX)N“) =1, donc :

Tim [(A-9E(2)")+sE(2)")]|=-9)+s=1.

Le théoreme des gendarmes permet de conclure que :

lim E((z,)")=1.

X—+oo

e—X
" S,,(x), donc :

Enfin, d’apres la question 3,on a E ((ZX)’ ) =

- X

lim <=5, (=1 & S, () ~ ex.

X —>+ oo X X—>+oo

.. 1, . )
Ainsi, S, (x) ~ —x'e', autrement dit :

x—+o ]

L’énoncé (H,,) est validé.

III - Démonstration de H,, pour p > 2

10. On fixeunréel x>0.

La fonction @: ¢+ t'"(t—1)" est définie, continue sur [1,+ o[ et dérivable sur ]1,+ o[ en tant que produit de
telles fonctions et pour tout t € ]1,4+ o[ :

_@-n"

r

(S
tr

OO =A=-rt" =D +rt"¢-1)" [(1—r)(t—1)+rt] = (t—1+r).

Sur JI,+ o[, @'(f) >0, donc sur [1,4 o[, @ est continue et strictement croissante de (1) =0 a lim @(7) =+ oo
t—+oo
(car @(t) ~ t). Donc, d’apres le théoreme de la bijection continue, @ réalise une bijection de [1,4 o[ vers
t—+oo
[0,+ o[ et x>0 admet un unique antécédent ¢ = (p‘l(x) dans [1,+ oo] .

Comme @ _=¢@—x, ¢, s’annule en un unique élément de [1,+ oo .
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De plus, comme @ est strictement croissante sur [1,+ o[ , on a pour tout 7€ [1,4 o[ :

0.()>0 & o)-x>0 & ot)>x & t>¢ '(x)=t,.

Ainsi :

Il existe un unique ¢ € [I,+ o[ telque @ (f,)=0 et @ <O sur [Lz [ et @ >0 sur ]z ,+oo[.

Pour tous ne N et xe R, ,ona:

r r—1 r r=1
Uy (X)—u, (x) =—— (n+1) Ly _(ntD) ot 2y ot x”(x—n’(n+1)l_’).
(n +1)‘ n! n! n! n!
r—1 r—1
Donc, u,,,(x)—u,(x)= —%x"(px(n+l) et comme %x” >0, u,, (x)—u,(x) est du signe opposé a
n! n!

celuide @ (n+1). Ainsi :

U, ()-u,(x)20 & ¢ n+)<0 & n+lellr] & n+1SthJ=Nx.

Et ainsi, (u,(x)) . est croissante jusqu’au rang N, donc :

(u,(0)),., y, est croissante et (u,(x)) _ y, est décroissante.

Onnote M = Uy (x), le maximum de {un(x),ne N} .

11. Pour tout xe Ri tel que x+ae[l,+ o[, soit x=>21-0,0ona:

o (x+a)y=(x+a) " (x+a—-1)—x=x" (ng_ (1+—1j —-X
X

X

1-r r
=x(1+gj (l+a_1j —x=x[l+(1—r)g+ 0 (lﬂ[l+ra_l+ 0 (lﬂ—x
X X X xote\ x x  xo+elx

:){14_’,0‘—1_‘_(1_’,)2_‘_ 0] (lﬂ—x:a—r+ o (1
X

X Xt X X+

Donc :

lim @ (x+0)=0—r
X —>+oo

On a vu que ¢ réalise une bijection strictement croissante de [l,+ o[ vers [0,4 o[, donc ¢~ réalise une

bijection strictement croissante de [0,+ oo[ vers [I,+oo[ et lim @ '(x)=+oc. De plus :
X —+oo0

(p(;):tl—’(t_l)’:f"z’(l—%) :t(l—%j :t(l_r%JrHOMGD:t_r+H0+m(1)'

Donc hm (t—9(t))=r et comme hm ¢ '(x)=+o,0naenposant t=@ '(x) :

l_i)er((p_l(x)—x)zr.

Enfin, comme ¢, =@ '(x), on obtient :

t,—x—r———0
X—>+oo0
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12. Soit ke Z et xe R’ tel que LxJ+k >0 et LxJ >0 . On a toujours uLxJ(x) #0 et:
(x]+hk)" ke
U, jor (%) (LxJ+k)' ) LxJ+k o
(%) LXJ x|+ [ x] '
LXJ'

Sik=0,o0na uLxJ+k(x) =um(x), sinon :

% ‘ - |

e @ _ |(Lx]+1)- (LxJ+k)(1+LxJ] sik>0
Uy | x| x|~ |k]+1) , .
[ LxJJ <o

o

LxJ donc, dans tous les cas :

[1+m] x_:ml et LxJ...(LxJ—|k|+1) ~ (LxJ+1)...(LxJ+k)

@ 5 (5]
u () === ] Lx])
De plus,ona 0<| x |<x<|x]|+1 donc 1<—<1+— d’otr lim —— =1, qui implique que :

I IR B ]

A [m] =l

MLXJ+k (.X') x_:'+°° I/leJ (X)

LxJ+k ( )

=1, soit :
LXJ(X)

Donc lim
x—=+o Yy

13. Soit xe R}, tel que x>m, donc | x |2 m.
On a vu que {,—x———>r >0, donc il existe Ae R tel que pour tout réel x> A, ¢, —x20, soit x<t,
qui, avec LxJ > m, implique que 0 < LxJ -m< LxJ < N_.D’apres la question 2, on a alors :
Lx] Lx]
- (x< - x<...< N x) = i_LxZJ—m u,(x)2 i_LxZJ—m - (x)=(m+1) - (x).
Or, d’apres la question précédente, W x) ~ N (x), donc il existe B, € Ri tel que pour tout réel x= B, ,

ona:
LxJ—m ( ) |_xJ ( ) LxJ—m ( ) ( ) |_xJ—m ( ) |_xJ—m ( ) |_x_| ( ) :

Alors, pour tout réel x> max(m,A,B,),ona:

L]
z u.(x)=2mu, (x)
i:LxJ—m l LXJ
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Comme pour tout i € [[LxJ —m,LxJ]] ,i"<| x| <x" etpourtout ie N, );—;2 0, on peut écrire :

Lx] I RN EI ] rom i
z u,(x)= Z —x' <[ x| Z —<x Z —<x' ) —=x"e".
i:LxJ—m i:LxJ—m l ' i:LxJ—m l ' i:LxJ—m L i=0 1 '
Lx]
Ainsi, pour tout réel x> max (m,A,B, ), ona mu , (x) < Z u,(x) < x"e*, donc :
i:LxJ—m

r_Xx

X e

um(x) < -

14. Soit e€ R’.. Si on pose m = {EJ +1e N et C =max(m, A, B,) tel que défini dans la question précédente,
€

r_Xx

1 ) x'e
ona —<¢€ etpourtoutréel x=C, um(x)ﬁ
m m

<gex'e".

Ainsi, pour tout €€ R il existe Ce R tel que pour tout réel x> C, ", J(x) <ex'e’. Ceci permet de conclure

que :
um(x)z 0 (x’e”‘).

X—+oo

Enfin, comme d’apres la question 4, ona u ., (x) ~ u (x) pourtout k€ Z, on obtient :
X —>+oo

0 (x’ex) pour tout ke Z.

W (X)= 0

Rappelons que M, =u, (x) avec N, =|t, | etque t, —x—r——=——0, donc il existe De R tel que pour tout

réel x2D, —1<t —x—-r<l,et:

LrJ—lSth—xJSLrJ+1.

De plus, pour tous réels a et b, on a :

a+b-1<|a+b|<a+b a+b-1<|a+b|<a+b
a—lSI_aJSa = —aS—I_a_|<—a+1 = —1<|_a+b_|—|_a_|—|_b_|<2.
b—1<|b|<b —b<—|b]<-b+1

Et comme | a+b || a |—| b | est entier, on obtient 0<|a+b |—| a |-| b |<1, soit:
|la+b|=|a|+|b|+e avec e=0oul.
Ainsi, N, =|t |=]t,—x+x|=|t, —x|+| x |+€ avec 0<e<1 et:
|r]-1<|t, —x|<|r]+1 = |r]-14|x|+e<N, <|[r|+1+|x]+e.
D’ou, avec 0<e<1:
|r]-1<|r]-1+e<N, | x|<|r|+1+e<| r]+2.

Ainsi, N, =| x |+i ol i est un entier compris entre LrJ —1 et LrJ +2.
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On a alors :
Uy (= 0 (¥e)
uLxJ+LrJ (.X) = x_>0+°° (x'ex)
= M, =uy ()=u,., ()= o (xe¢).
uLxJ+LrJ+1(x) = x—)0+oo (xrex) ’ X—+oo
Uy g (X) = o (xrex)
Donc :

15. Comme z #1, on a pour tout ne N :
n—1

k
>z
k=0

Et comme |z| =1, on obtient pour tout ne N :

L LY D
el e e =

DH

<2
B

N ) L. n
D’apres la question 1 (en prenant p =1), la série ZMn (x)= Z—'x est absolument convergente pour tout
n!

xe R. Comme la suite (D, ). estbornée :

Les séries ZDnun_l(x) et ZDnun (x) sont absolument convergentes.

16. Comme les séries ZDnun_l(x) et an”n (x) sont absolument convergentes, donc convergentes, on peut

écrire pour tout xe R’ :

z Dn (un—l ('x) - un (X)) = z Dnun—l (‘x) - z Dnun ('x) = z Dn+1un ('x) - z Dnun (‘x)

= Dluo(-x)++zw(Dn+l _Dn)un('x) = uo(x)++zwznun(x)

+ o0 + oo n’ =
=2 Zu, ()= " —x" =3 —(zx)"
n=0 n=0 n! n=0 n!

Soit :

2D, (#,,(0)~u,(0)) =S, ,(z0)
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La série Z D, (u,_,(x)—u,(x)) est absolument convergente, car Z:Dnun_1 (x) et ZDnun (x) lesontetona:

u, (x)—u, (x)| .

S, (zx0)| =

ZD,, (un_l(x)—un(x)) <> |D (un_l(x)—un(x))‘ = z D

De méme, la série Z(unfl(x)—un (x)) est absolument convergente, car 2un (x), et donc ZMH(x), le sont,

donc, avec la question précédente, on peut écrire :

S,,l(zx)‘sih_i
2 N, + o0
s|1_ |(Z U, () —u, () + D

n=l n=N,+1

+ o0

2
u, , (X)—u, (x)| = e (xX) =1, (x)|

n=1

u, (x)—u, (x>|j

On a vu que la suite (u, (x))nZNX est croissante jusqu’au rang N _, puis décroissante, donc :

o pour n<N_,u,_ (x)—u, (x)<0 et

X

. (X) =10, ()] =1, (x) —u,_, (x) ;
u, (x)—u, (x)| =u, (x)—u,(x).

e pour n>N_,u,_,(x)—u, (x)=0 et

Alors :
Sl : |(Z[u (- Mn1(x)]+n+NH[un_l(x)—un(x)]j.
. .
f[unu) —u,_,(0)]+ f [, () =1, ()] =y, (X) =1y (X)+uy (X)=2M  —uy(x)<2M .
Et ainsi : 7 X

I(ZX)\ <

- Z|

On a établi dans la question 6 que M = o (x’e)‘ ) .

X—>+oo

L’inégalité ci-dessus donne alors immédiatement :

S.(zx)= o (x’ex)

X —>+ o

17. Pourtoutréel x,on a :

Zs,l(cox) Z(Z—@x)j Z(Z;«ox)j Z{%x"z_«o")kj.

k=0 \_n=l n=1 \_k=0 n=1
2iT ) . &
Comme w=exp| — |, ®" =1 si et seulement si p divise n et dans ce cas, Z(co”) =>1=p.
p =0 =0

Dans tous les autres cas,ona ®" #1 et:

Z(m e 12@)7 1= _

o - 1-w"
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Ainsi :
p-1 r

ZS,I(OJX) Z x'p= pz(p) M =pS, (x).

n=1
pln

On a donc bien pour tout réel x :

p—1
DS (@) =pS, (%)

k=0

Ona:

—1

S, (@'x)=S$ l(x)+ZS ().

":

>~
Il
(=)

Et, pour tout ke[, p-1], =1 et @ #1, donc S, (@'x)= o (x’ex) d’aprés la question précédente.

X—+o00
Alors :
p-1
S (@x)= o (x’ex).
= X +o0
De plus, on a admis la propriété désirée pour p =1, soit S, (x) ~ x'e* oubien:
’ X —>+o0
S, (x)=x"e"+ o (x'e”) .
’ X = +oo
Ainsi :
p-l p-1
pS, (=S, (a'x)= S,l(x)+ZS,1(co x)=xe¢'+ o (xe).
k=0 xote
Soit p S, , (x) ~ Xx'e" etdonc, on a bien le résultat désiré pour p =2 :
S+
1 r _x
S, ,(x) ~ —x'e
X—+oo p

IV - Application a une équation différentielle

+oo

18. Soit f:t+> ZCWI" une éventuelle solution de (E), développable en série entiere sur ]—R,R[ avec
n=0

R>0.On aalors pour tout € |- R,R[, f”(t)=2n(n—1)cnt"‘2,et:
n=2
tf" (- f()= Zn(n De, " - ZCt —Zn(n 1)ct”1—th
n=0 n=0
—Z(n+l)nc+lt —th —Z[(n+1)nc —c ]t
n=0 n=0

Comme fest solution de (E),ona tf"(t)— f(¢)=0 pour tout t€ ] -R,R [ et, par unicité du développement en
série entiere, on obtient pour tout ne N, (n+1)nc,,, —c, =0, soit ¢, =0 et pour tout ne N’

! c
nn+1) "

n+l =
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Remarquons que si ¢, #0, alors ¢, ,, # 0, donc avec I’hypothese supplémentaire f'(0)=1, soit ¢, =1#0,o0na

¢, #0 pour tout ne N’ et on peut écrire pour tout entier n>2 :

n—1 n—1 n—1 n—1
c, = c—n = Chnt = 1 = H l H ! = ! .
Cl k=1 Ck k=1 k(k+1) k=1 k k=1 k +1 (I’l—l)!l’l'

+ o0 n
. . . .. t
L’expression ci-dessus reste vraie pour n =1 et ainsi, f :f > 2—
= (n-D!n!
1 t" .
Remarquons que ——= o | — | et Z— converge pour tout réel ¢, donc le rayon de convergence de de
(n—=D'n! nr-o+=\ n! n!
la série entiere 2— est infini.
(n—1)!n!
Finalement :

L’équation (E) admet une unique solution développable en série
enticre sur R et telle que f'(0) =1 ; c’est la fonction :

+ o0 n
t

f:tHz(n—l)!n!'

n=1

n—>+oo

n n—1
19. La formule de Stirling donne n! ~ ~/2mn (ﬁj ,donc (n—=1)! ~ 2m(n—1) ("—‘j :
e n—+o e

Or, pour tout ne N* :

Comme 1+nln (1 —ljﬁ) 0, on obtient :

n
(n—ljn_l (ﬂjn 1
e n—+eo | @ n '

Alors, (n—1)! ~ \/ZTcn(ﬁj 1o

n—+o

S ! _L(EJZ"
" (n=1)lnlnoe= " " om '
(b m(j 15(} "

e

e n

Par ailleurs :

R R S ] 4,1;@“
Jr (2n)! Hmﬁm(znj 2m
e

Donc par transitivit¢ de  ~ , on obtient bien :

n—>+oo

n

LA,
n—>+oo\/E(2n)!

CV!
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R I 1 .
20. D’apres ce qui précede, on a, avec ¢, = W pour tout ne N :
n—1i):n.

(1) Lasérie entiere chz” a pour rayon de convergence + .

(ii)) Pourtout ne N', ¢, >0.

(i) ¢, ~ 1 Jn 4",
no+e Jm (2n)!

Jn_,
Jr 2n)!

Alors, d’apres le résultat admis, la série entiere Z( Jz" a pour rayon de convergence + o et :

_+°Q n <« 1 n n n
F@O=ct Z( h(2’1)'4 Jt :
Or, pour tout re R,

&L A, - (2m)'" |
nzll(\/_ (2n)! ] Z\/E(Zn)'( ) 275,,21: (2n)'( ) Esl/z,z(z\/;)-

N o I, . . .
D’apres la partie précédente, on a S, (x) ~ —x'e” pour tout entier naturel p =2 et tout réel r>0, donc

X—+oo

1 )
pour p=2 et r= > on peut écrire :

1
S x) ~ —x"%e".
12.2( )x—>+o<:2

Et quand t — + 2\/;—>+oo,donc:

Sia. 2(2\/—)

- 1(2\/;)1/2 ezJ? :%tlmez\ﬁ.

Et comme f(t) ~ LSI,Z,2 (2\/;), on obtient bien :

Sy

£ 2«f
f( t—+oo 2\/_




