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Corrigé du DM n° 8

I11. Deux premieres implications
Soit Ae M, (R).

5. Si A vérifie (C)), alors il existe P€ R[X] tel que ‘A= P(A). Or, tout polyndme en A commute
avec A, donc ‘A= P(A) commute avec A, autrement dit A est normale. Ainsi :

Si la matrice A vérifie la condition (C,), alors elle vérifie la condition (C,).

6. Si A vérifie (Cy), alors ‘"AA=A"'A . Pour tout X e M, ,(R),ona:

‘AX|" = "CAX)('AX) = "XA'AX =X 'AAX ='(AX)(AX) =|AX]’.

Ainsi,

'AX | =|Ax

, donc :

Sila matrice A vérifie la condition (C,), alors elle vérifie la condition (Cs).

IV. La condition (C;) implique la condition (C,)

. a ¢ . .
7. On considére A= (b dje M, (R) vérifiant (C3), soit pour tout X € M, (R), ’AXH = ||AX|| )

. . 5 ax+cy) , ax+by
Ceci se traduit par pour tout (x,y)e R, AX = , AX = et:
bx+dy cx+dy

TAXH = ||AX|| & (ax+by)’ +(cx+dy)’ =(ax+cy)’ + (bx+dy)
& a’xX* +2abxy+b’y* +c*x% + 2cdxy +d’y’
=a’x’> +2acxy +c*y* +b°x* +2bdxy +d’ y*
& b=y +(?=b)x*+2(ab+cd —ac—bd)xy =0
& (b-0b+o)(y’ —x")+2a—d)xy |=0
e Avec (x,y)=(1,0),onobtient: (b—c)(b+c)=0.
e Avec (x,y)=(1,1),onobtient: (b—c)(a—d)=0.

+c=0
Donc, soit b= ¢, soit { J . De plus si =0, alors la premiere équation donne c=0=5b.
a—d =

Donc, on a bien :

b=c oubien (c=—b#0 et a=d).
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Alors, si A vérifie (C3),on a :

a

, a b . a —-b
A="A= oubien A= avec b#0.
b d b
Dans le premier cas, A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base orthonormée
(d’apres le théoreme spectral) et A vérifie (Cy).

a
Dans le second cas, on a a’+b>>=b">0, donc on peut poser r=~a’+b>>0, cos®@=— et
r

) b
sinO=—,et:
r

A=rR(®).

Donc, A est directement de la forme voulue, donc vérifie (C4). Finalement, pour n=2 :

Sila matrice A vérifie la condition (C3), alors elle vérifie la condition (Cy).

8. On revient au cas générale Ae M (R) vérifie (Cs), soit

’AXH =|AX || pour tout X € M, (R).

On a alors pour tout A€ R ettout X e M, (R) :

'AX —M(H2 = "("AX —=AX)('AX —AX) = ('XA—\'X)('AX —AX)
="XA'AX - A" XAX - A X'AX +\*' XX

AX|T-ACXAX + X AX)+ 22X

Et de méme, |AX -AX| =|AX|’ -A('X'AX +'XAX)+A?|X]. Comme *, on

obtient :

‘AX| =[ax

A-M)X| =|cA-a) x| =] ax -ax|” =|Ax -ax | =|Aa-A1) x|

Ceci étant vrai pour tout X € M, | (R) :

A—M, vérifie (C3).

9. Ona:
X, =det(XI,—'A)=det| '(XI, - A) | =det(XI, - A) =Y,
Donc :
Sp('A)=Sp(A).
De plus, pour tout Ae Sp(‘A)=Sp(A),ona:
Xeker(A-M,) & 'AX-MX=0 & [AX-1x|=0
& |AX-AX|=0 & AX-AX=0 & Xeker(A-Al)

Donc, ker ("A—Al,)=ker(A—Al,) et ainsi :

‘A et A ont les mémes sous-espaces propres.




PSI* février 2025

Soit A,ue Sp(A) avec A#=u, Xeker(A—Al ) et X'e ker(A—pl,).

On a Xeker(A-Al ), donc AX =AX et X'eker(A—Al )=ker('A—Al), donc 'AX'=pX".
Alors :

MXIX)=AXX'="OX)X =" (AX)X '=(X'AX'="X(AX)="X X )=n'XX '=pu(X 1 X ).

Donc (A—u)(X1X")=0 et comme A#, on obtient (X1X")=0. Ceci étant vrai pour tous
Xeker(A-AM) et X'eker(A—ul,), on en conclut que ker(A—Al,) et ker(A—ul,) sont
orthogonaux et donc :

Les sous-espaces propres de ‘A et A sont orthogonaux deux a deux.

10. Supposons que la matrice A est diagonalisable dans M (R). Elle possede alors au moins une
valeur propre réelle. Notons Sp(A)={A,,..,A,} (le spectre réel) et pour tout ie [[1,d ]],

E =ker(A—A.I ) le sous-espace propre associé a A.. Comme A est diagonalisable, on a

R"=E ®..®E, et, d’apres la question précédente, cette somme est orthogonale.

Ainsi, en prenant une base orthonormée B, de chaque E,, la famille B="2 uU...uB, est une base

orthonormée de R" et donc, si A est diagonalisable, elle 1’est dans une base orthonormée.

Si P est la matrice de passage de la base canonique de R" a la base B (toutes deux orthonormées),
alors P est orthogonale et :

A=PD'P

ou D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A,
comptées avec leur ordre de multiplicité dans le polyndme caractéristique de A.

Alors, 'A="(PD'P)="("P)'D'P=PD'P=A etdonc A est symétrique.

Respectivement, d’aprés le théoreme spectral, si A est symétrique (réelle), alors elle est
diagonalisable (dans une base orthonormée de R").

Finalement :

La matrice A est diagonalisable dans M, (R) si et seulement elle est symétrique.

11. On prend n=>3.
Notons u et v les endomorphismes de R" canoniquement associés a A et ‘A respectivement.
D’apres le théoreme 1 rappelé au début de I’énoncé, il existe une droite ou un plan F stable par u .

Soit B, =(¢;) ou B, =(e,e,) une base orthonormée de F, que I’on complete en une base

orthonormée B =(e,,...,e,) de R",ona:

A A,
MB(M):(O AzJ

avec p=1 quand F est une droite, p=2 quand F est un plan, A e M (R), A,e M,_ (R) et
AeM, (R).
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Si P est la matrice de passage de la base canonique de R" alabase B,ona Pe O(n) et:

M, (u)="PAP
Et:
'My(u)="("PAP)="P'AP=M,(v).

‘A, 0
Donc, MB(V)Z( ! ”’”"”j.

I‘A3 I‘A2
Or, pour tout X e M, ,(R), ’AXH = ||AX , donc pour tout xe R", v(x)” = ||u(x)||.
a o, - o, a 0 - 0
e Sip=l,ona My(u)= 0 et M,(v)= Oc.” . , donc :
= A = 4,
0 o,
u(e) = ae,
v(e)=ae +0, e, +...+ 0, e,
Et:
||v(el)|| =||u(el)|| & ad'=a’ +Oc12’2 +...+Oc12,n = 0‘12,2 +~-+0‘12,n =0 & o,=.=0a,=0.
Donc, A;=0,, ;.
ab o, o, a ¢ 0 - 0
cd B, - B, b d 0 - 0
o Sip=2,0naMB(u): 00 et MB(V): o, Bm , donc :
Do A, : : ‘A,
00 o, B,
u(e,) = ae, +ce, u(e,) =be, +de,
et
v(e)) =ae +be, +0, e, +...+ 0, e, v(e,) =ce +de, +PB e, +..+B, e,
Et:
||v(el)||=||u(el)|| a’+c’ =a2+b2+0612,3+...+0612,n ai3+...+ocin =c’-b
[v(e)| =]luce,)|| b +d*=c"+d” +B;, +..+B}, Bl +.tPr, =—(c’—b%)

Comme 0, +...+0a;, 20 et B;; +...+B;, 20, ceci donne :
c=b>=0
oy +...t0a;, =0
Bry+...+PB;, =0
Donc, o, =..=a,, =B, =...=B,, =0 et donc a nouveau A, =0, ,.
Finalement, dans les deux cas :

A .
MB(u):’PAP:( P ”]:B.
On—p,p A2
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Remarquons alors que pour tout X € M, (R) :

'‘BX| ="('BX)('BX)="XB'BX ='X ('PAP)'('PAP)X

='X'PAP'P'APX = ('A(PX))('A(PX)) = A(PX)H2

|BX||" =" (BX)BX =X 'BBX ='X '('PAP)('"PAP)X
='X'P'AP'PAPX =" (A(PX))(A(PX)) =] A(PX)|’

Or, A vérifie (Cs), donc

'A(PX)|| = A(PX)| et ainsi,

’BXH =|BX| pour tout X e M, ,(R).

X
Alors pour tout (X, X,)e M, (R)XxM,_ (R), onaen posant X = (Xl je M, (R) :

2

( A Op’n_p](&] (Alxlj
BX = - ,
On—p.p A2 X2 A2X2

Et comme la base B est orthonormée, on a :
|Bx[" =[ax,|" +]4x.]".

De méme, ’BXH2 = ’AIXIHZ + ’A2X2H2 et ainsi, pour tout (X, X,)e M, (R)xM, | (R) :

lA X, +]A,%, ] = 'A1X1H2+ ’A2X2H2.

tA1X1H2 pour tout X, e M

p.l

En prenant Xz =0 on obtient ”Ale”2 =

(R), donc A, vérifie (C3)

n-p,l°?

on obtient [[A,X,| = ’A2X2H2 pour tout X,e M,_ (R), donc A, vérifie

n

et en prenant X, =0
(C3).

Finalement :

p.l?

A 0
A est orthogonalement semblable a une matrice du type [ : j

ol A€M (R) et A,e M, (R) vérifie (C3).

12. Montrons par récurrence forte sur n>2 que si Ae M, (R) vérifie (C3), alors elle vérifie (Cs).
D’apres la question 7, la propriété est vraie au rang n=2.
Supposons la propriété vraie jusqu’a un rang n>2. Soit Ae M (R) vérifiant (Cs).

Comme n+12>3, d’apres la question précédente, il existe un entier pe [[l,n]] et deux matrices

AeM,R) et Aye M,

( Al 0p,n+1—p J
On+1—p,p A2

Or, pe[l,n], donc n+1-pe[1,n] et par hypothese de récurrence, A et A, vérifient (Cy).

a,(R) vérifiant (Cs) et telles que A est orthogonalement semblable a
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Ainsi, il existe Q,€O(p) et Q,e O(n+1-p) telles que A =0B'Q, et A =0,B,'Q, ou
B e M,(R) et B,e M,
est soit de taille 1x1, soit de taille 2x2, du type rR(0), ou (r,0)e Ri X R . Posons :

Q :( Ql Op,n-%—l—pJ et B:( Bl Op,n+1—pJ.
0n+1—p,p QZ 0n+l—p,p BZ

La matrice B est diagonale par blocs, ou chaque bloc est soit de taille 1x1, soit de taille 2x2, du
type rR(0),ou (r,0)e Ri XR . De plus :

Q,Q — Ql Op,n+1—p th 0p,n+1—p — Ql TQI 0p,n+1—p — II’ 017,"‘*'1—/’ — I
0’1+1—l7~l7 QZ 0n+1—p,p TQZ 0n+l—p,p Q2 tQZ OVH'I—PJ’ I’H'I—P "

Donc Qe O(n+1).

41, (R) sont des matrices diagonales par blocs, dont chaque bloc diagonal

Enfin :
Al 017,”‘*'1_[7 — QIBI IQI 0p,n+1—p — Ql 01’»”‘*‘1—1’ Bl 017,”‘*'1—[7 th Op,n+1—p — QBtQ
0n+1—p.p AZ 0n+1—p,p QZBZ IQZ 0n+1—p,p QZ On+1—p.p B2 0n+1—p,p IQZ
A 0
Ainsi, A ORST a [ 0 ' "’X;_" j, qui est ORST a B. Comme la relation ORST est transitive
n+l-p.p

(d’apres la question 1), A ORST a B, qui a la forme voulue dans la condition (C4) et donc, A
vérifie (Cy).

La propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout entier n > 2 et ainsi :

Si la matrice A vérifie la condition (C3), alors elle vérifie la condition (Cy).

V. La condition (C,) implique la condition (C,)

13. Supposons I’existence de P=a,+a,X +..+a,_X""'eC, [X] tel que P(z,)=7, pour tout
ke [[1,n]] .

Les a, sont alors solutions du systeme :

, a Z 1z 7z - 7
n-1 _ — 0 1 1 1 1

a,+a,z, +a,z; +...+a, .z, =7z — 2 n-1
a,+a,z,+a,z, +..+a, 722" =% “ i pea e

(S): 0. 142 242 T T840 EEAN 74 a, |=|z;| avec V=1 23 Z32 Z;H
a +az +a,z>+..+a 7"'=7 . . . .

B = — 2 -1
0 1%n 2%n n—1%n n an—l Zn 1 Zn Zn ZZ

Or, les z, sont deux a deux distincts donc le déterminant la matrice de Vandermonde V' est non nul
et cette matrice est inversible.
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Ainsi :

Donc, P est unique.

Réciproquement, si on prend P=a, +a X +...4+a _ X" avec les a, définis comme ci-dessus sont
0 1 n—1 k

solutions de (S) et on a bien pour tout k€ [1,n], P(z,)=a,+a,z, +a,z; +..+a,,z," =7,.

Ainsi :

Il existe un unique Pe C,_[X] tel que P(z,) =7, pour tout k€ [1n].

On suppose que Z, €{z,, 2,, ..., ,} pour tout ke [1,n].
Alors, pour tout k€ [1,n], il existe i, € [1,n] tel que Z, =z, (etdonc z, =7, ).

Sionnote P=a,+aX +..+a, X" ,ona:

P(z,)=7%, =z & P(z)=z =% & PE)=P)=73.

k

Ainsi, Pe C,.[X] vérifie P(z,)=7, pour tout k€ [1,n], autrement les mémes hypothéses que P.

Or, il n’existe qu’un seul polynome de C, [X] vérifiant ces hypotheses : P.

Donc, P = P, soit pour tout k€ [L,n], @, =a, , donc a, € R et ainsi :

Si z,€{z, 2,, .., 2,} pour tout k€ [[1,n], le polynome P est réel.

cosO —sin®
14. Ona R(0) = et:

sin® cosO

X —cos0 sin O

A reo) =‘ Cin® X —cosbl” (X —cosB)’ +sin’0=(X —€”) (X —¢7).
Si e® =¢"", alors sin@=0 et R(0) est diagonale (et méme scalaire, égale a * I,).
Si e® #e ™, alors ¥, estscindé a racines simples, donc R(8) est diagonalisable, donc il existe

i0

0
Qe GL,(C) telle que R(8)=QDQ"" avec D = (eo _ieJ. De plus :
e

ker(R(G)—eieIZ) = Vect[(iﬂ et ker(R(G)—eielz) — Vect K_’lﬂ
1

. corendre 0 ¥V etatons 01 L[~ )1~
onc, on peu rendre = et alors = =— .
pettp 1 -1 “oil=1 i )T 2l=i -1
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On a alors :

P(rR(®)=P(rQDQ")=P(Q(rD)Q"")=Q[P(rD)]Q"".

—i0

0
0
Et comme rD = re ,ona:
0 vre

P(rD) :(P(re’ ) 0 j

0 P(re ™)

Or, P(re®)=re ™, et comme P estréel, P=P et:

P(reie) =re"? o ;(J) = P(re_ie) =re”.

P(rD) re™® 0 e® 0
rD)= |=r .

0 re® 0 €°
Donc :

) o fEiN(e® o 1f=i 11 [ et He® i ="
PUrk@)=olrrDle _{1 -J(o efej{z(—i —1ﬂ_2r[i(e""—e‘f9) e"‘9+e"9j'

Soit :

Ainsi :

cosO sin6

P(rR(®))= r( ]: r'R(®)="(rR(9)).

—sin® cosO

Finalement, on a bien :

P(rR(®))="(rR(8))

Plan B (en suivant ’indication de I’énoncé !)
On a vu sur X =%, pe = (X —rcos8)’+r’sin’ 0= (X —re®)(X —re”®)e R,[X].
Comme Pe R[X], la division euclidienne de P par ) s’écrit :

P=0Qx+aX +b
avec Qe R[X] et a,be R.

Ona P(re®)=re " et x(re®)=0, donc :
P(re®)=Q(re®)x(re®)+are® +b=are® +b=re ™.

Soit (avec r, a et b réels) :

arcosO+b=rcos0
arsin®=-—rsin0

Or, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, x(r R(8)) =0,, donc :

P(rR(G)) = Q(rR(G)))((rR(G))+arR(6)+bI2 =arR(0)+bl,

arcosO+b —arsin® rcos® rsin® cosO sin0).
= :r
—sin® cosH

arsin® arcos©+b —rsin® rcosO

Soit :

P(rR(®))="(rR(9))




PSI* février 2025

15. Soit Ae M (R) vérifiant la condition (Cy).

Notons z,, z,, ..., 2, les valeurs propres réelles ou complexes distinctes de A. Ce sont les racines du
polyndme caractéristique ), de A, qui est a coefficients réels (car A est réelle). Or, si un nombre

complexe est racine d’un polyndme réel, alors son conjugué 1’est aussi, et ainsi, pour tout k € [[l,d ]],
7, € {zl, Zysenes zd} .
D’apres la question 13, il existe alors Pe R, ,[X] tel que pour tout ke [[1,d ]] :
P(z,)=7,.
Par ailleurs, A vérifie (C4), donc il existe une matrice Q€ O, (R) et des matrices A, A,, ..., A, de la
forme (o) ou rR(0) avec (r,0)e R, XR telles que :
A=QB'Q
ol B est la matrice diagonale par blocs diag (A, 4,,..., A.) de M, (R).
D’apres le théoreme 2 admis dans I’énoncé, on a :
P(A)=Q0P(B)'Q.
Et:
P(B)=P(diag (A, A,, ..., A))=diag (P(A), P(A,), ..., P(A)).
Remarquons que A et B ont le méme spectre (car les matrices sont semblables), soit {z,, z,, ..., 2, } -
Comme B=diag(A,A,,..,A),ona:
Sp(A)USp(A)U...uSp(A,)=Sp(B)=Sp(A)={z,, 255> 2, } -
Soit alors i€ [[1,r].
* Si A =(a),alors {a} =Sp(A)c{z, 25, ..., 2,} » donc P(a)=q =0 et:
P(4)=(P(0))=(a) =" (o) =A,.
o Si  A=rR®), alors Sp(A)={re®,re®}cSp(B)=Sp(A)={z.2,...2,}, donc
P(re®)=re® = re ™ et, d’aprés la question précédente :
P(A)=P(rR(®))="(rR(®))="A,.

Dans tous les cas, P(A,)="A,, donc:

P(B)=diag (P(A), P(4,), ..., P(A))=diag (‘A 'A,....,'A ) =" (diag (A, A,....,A)))='B.
Enfin :
P(A)=QP(B)'0=0'B'Q="(0B'Q)="A.

Ainsi, il existe Pe R[X] tel que P(A)="'A, autrement dit :

Si une matrice A de M, (R) vérifie la condition (Cy), alors elle vérifie la condition (C).




