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Corrigé du DM n° 7

Exercice 1

Soit les éveénements suivants :

¢ M = «Lacommande est controlée par Marcel » (donc M =. « La commande est contrdlée

par Gontran »).

e [ = «Lacommande est frauduleuse ».

e V =«Lacommande est validée ».

¢ ( = «Lacommande est correctement traitée ».
L’énoncé nous donne alors :

e PM)=0,6;

e P(F)=0,05;

e M et F sont indépendantes ;
e P, .(V)=0,9,donc P, .(V)=0,1;

(V)=0,2,donc P, _(V)=0,8 ;

PMmF
e P (V)=0,75,donc P._(V)=0,25;

e P, .(V)=0,15, donc P; _(V)=0,85.

MnF

Ces informations se résument dans 1’arbre suivant :

0,05 sz
M/ 09TV

0.6 }f%v
’ 02V

0,05 F%K

0,4 EZ’////' \533\“/
Py gl
0,15V

a) On chercheici P(C) etona:

C:(me)u(FmV)z(memM)u(memﬁ)u(FmeM)u(Fmeﬁ).

L’union est disjointe, donc :

P(C)=P(FAVAM)+P(FAVAM)+P(FAVAM)+P(FAVAM).
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Et:

P(FAVAM)=P(MAFAV)=P(MAF)P, (V)

= P(M)P(F)P, _(V)=0,6x0,95x0,8

De méme :
P(F AV AM)=PM)P(F)P; +(V)=0,4x0,95x0,85
P(F AV AM)=P(M)P(F)B, ., (V)=0,6x0,05x0,9
P(F AV AM)=P(M)P(F)P;_,(V)=0,4x0,05x0,75
Et donc :

P(C)=0,6%x0,95%x0,8 + 0,4x0,95x0,85 + 0,6%x0,05x0,9 + 0,4x0,05x0,75=0,821

Ainsi :

La probabilité qu’une commande soit jugée correctement par le service est 0,821.

b) On sait que la commande est traitée par Marcel et est validée (évenement M NV ). On cherche
la probabilité que Marcel ait eu tort, autrement dit que la commande soit frauduleuse.

On cherche donc P, ,(F).Ona:
p (F)_P(MmeF)_ P(MNFNV)
e P(MAV)  P(MAFAV)+P(MAFAV)
_ P(M)P(F)Py,, (V) ) P(F)Py (V)
P(M)P(F)P, .. (V)+P(M)P(F)P, (V) P(F)P, .(V)+P(F)P, (V)
B 0,05x0,1 1
0,05%x0,1+0,95x0,8 153
Ainsi :

. . . . 1
La probabilité que Marcel ait eu tort quand il valide une commande est —.

Exercice 2

A chaque tirage, les cartes sont équiprobables. On peut donc utiliser la formule :

nombre de cas favorables

probabilité = .
nombre de cas possibles
21
On pioche au hasard 3 cartes parmi 21, doncil y a ( 3 j = w =7x10x19 cas possibles.
X

Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de multiples de 5 obtenus.

a) On cherche P(X =0) (n’obtenir aucun multiple de 5), P(X =1) (obtenir au moins un multiple

de 5) et P(X =1) (obtenir exactement un multiple de 5).
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b) On cherche ici P

e Parmi les 21 atouts, il y a 4 atouts multiples de 5 (le 5, le 10, le 15 et le 20), donc 21-4 =17
atouts non multiples de 5, et ainsi le nombre de cas favorables pour n’obtenir aucun multiple

3x2
17x8x5 17x4 68
7x10x19  7x19 133"

17
de 5 est ( 3 j = 17x16x15 =17x8x5. Ainsi, la probabilité de n’obtenir aucun multiple de 5

est P(X =0)=

e Obtenir au moins un multiple de 5 est le contraire de n’en obtenir aucun, la probabilité
d’obtenir au moins un multiple de 5 est donc P(X 21)=1-P(X =0)= _08 =£.
133 133
e Pour obtenir exactement un multiple de 5, il faut choisir ce multiple : 4 possibilités et, pour
chacune de ces possibilités, il faut choisir 2 atouts parmi les 17 atouts non multiples de 5

17x16

17
possibles : il y a donc 4>{ 5 j =4x =4x17x8 possibilités pour obtenir exactement

4x17x8 272
7x10x19 665

un multiple de 5, et la probabilité de cet événement est alors P(X =1)=

Finalement :

e La probabilité de n’obtenir aucune carte multiple de 5 est 33

o . . . 65
e La probabilité d’obtenir au moins une carte est multiple de 5 est 1733

o . . 272
e La probabilité d’obtenir exactement une carte est multiple de 5 est 65

(X 22), soit :

(Xx=1)

P((X2DN(X22) P(X22) 1-P(X=0)-P(X=1)

P (X>2 - _

o ) P(X >1) P(X 1) P(X 1)
Soit :

_68 _272
133665 _ 93
> = =
P(XZl)(X —2) E 325 :
133

Ainsi :

La probabilité d’avoir au moins un autre multiple de 5 quand on en a déja un est % .

c) Appelons N I’événement : « La nouvelle carte choisie est un multiple de 5 ».

On cherche £, _, (N) et:
_P((x<2)nN) P((X=0)nN)+P((X =1)nN)+P((X =2)"N)
fea () == oy = ( —0)+P(X =1+ P(X =2) '
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Ona:

4

x17

2] . 6x17  3x17
(21} Tx10x19 7x5x19
3

P(X=2):(

Et, pour k€{0,1,2}, P((X =k)nN)=P(X =k)R,_,,(N) avec B,_, (N)=———, donc:

4 3 2

N)=
(xsn (V) P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)
17x4x5 4 2x17x8 3 = 3x17 2

+ +
_Ix5x1918 7x5x1918 7x5x1918 __67
17x4x5 2x17%8 3x17 0% 39

+ +
Tx5%x19 7x5%x19 7x5x%19

Ainsi :

La probabilité que la nouvelle carte soit un multiple de 5 est %

Exercice 3

a) Les variables X et Y suivent la méme loi uniforme sur [[l,n]], donc :

C S| 1 1 n(n+l) n+l
EX)=) P(X=k)k=) —-k=—)> k=— = .
; ( ) Z‘n nkZ::‘ n 2 2

Avec le théoréme du transfert :
E(X2)=ZP(X =k)k2 _ lkz :l e :ln(n+l)(2n+l) _ (n+1)(2n+1).
n n

k=1 k=1 k=1 n 6 6

Et avec la formule de Koenig-Huygens :

V(X)= E(X*)—E(X) = ("“)(62“1) _(nzb _ n;rl(

2n+1_n+1 _n2—1
3 2 12

Comme X et Y suivent la méme loi :

n+l1 n’—1

E(X)=EY)= et V(X)=V(X)= T

b) Ona X(Q)=Y(Q)=[Ln], donc S(Q)=[1,n] et pour tous i, je[L,n],ona:
0 quand i < j
P(S=i,X=j)=sP(X=iY<i) quandi=j
P(X=jY=i) quandi>j
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Comme X et Y sont indépendantes :
0 quand i < j
P(S=i,X=j)=<P(X=i)P(Y<i) quandi=j
P(X=j)P(Y=i) quandi>j

Avec P(X:j):P(Y:i):l et P(YSi)zz Z—z—, on obtient, pour tous
n k=1 k=11
i,je[Ln]:
0 quand i < j
P(S=i,X=j)=<— quandi=
n
1 C
—  quandi> j
n

Remarquons que I’on a bien :

S P(S=iX=j)=Y S P(S=iX =)= l" (niﬁ"‘zjj:ilzy

1<i, j<n j=1 i=j j=

Et, pour tout je[Ln] :

ZP =i, X = ] ZZP(S:i’X:J'):LZ_Fn_]:l:P(X:j)_
i=j n n n

¢) Onavuque S(Q)=[1Ln] et pourtout ie [Ln] :

ZP i X=j)=YP(s=ix=j)=T+ L
j=1 non
Soit, pour tout i€ [1,n] :
P(S:l) 21:1
n

Ona:

E<S>=iiP(S=i)=ii2ill=%(ZZZ —Z J
i=1 =1 N

_i(zn(n+l)(2n+1)_n(n+1)j_(n+1)(4n—1)
o 6 2 ) 6n

Avec le théoréme du transfert :

E(s)=YPP(s=i)=Y 2

i=1

fee$)
n i=1 i=1

:i(z(n(rz+l)j2_n(n+1)(2n+1)J: (n+1)3n* +n—1)

2 2 6 6n

n
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Et avec la formule de Koenig-Huygens :

2 _ _ 2 2 2
V(S) = E(S?) - E(5)? = DG +n 1)_((n+1)(4n 1)) _(n 1)(2;1 +1)
6n 6n 36n
Finalement :
- 2 2
Esy= D= 1)(2:1 +1)
6n 36n
X+Y+|X Y| - X+Y—-|X-Y|
d) Ona S=max(X,Y)= et T=min(X,Y)= , donc :
S+T=X+Y
X+Y+|X-Y| X+Y-|X-Y 2 _(X-Y)
T 2| | 2| [_(x+v) X1y

Ainsi, par linéarité de I’espérance :

n+1_(n+1)(4n—1) _ (n+1D)(2n+1)

ET)=E(X+Y-S)=EX)+EXY)-E(S)=2
6n 6n

Et par indépendance de X et Y :

E(ST)=E(XY)=E(X)E(Y) = ("T”j .

Ainsi :
pry=tDenrD E(ST):("_HJ
6n 9
e) Ona:
Es)Er) =D (nH)(Z"H):(nHj . +22n_1=E(ST)[1—(n_? j
on 6n 2 On On

(n=1)°

Or n>2, donc >

5 >0 etainsi, E(S)E(T)# E(ST), ce qui permet de conclure que :
n

Les variables S et T ne sont pas indépendantes.

Exercice 4

a) Par définition de la variable X,, on a X,(Q)={0,1} et (X,=1) est I’événement : «les deux

chaussures de la paire n° i se trouvent parmi les chaussures tirées ».

2n
On choisit, de maniere équiprobable, 2r chaussures parmi les 2n du placard : il y a (2 j cas
r

possibles. Pour obtenir la paire n° i complete il faut avoir les 2 chaussures de cette paire (1 seule
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b)

2n—2
possibilité) et choisir au hasard 2r—2 chaussures parmi les 2rn—2 restantes : (2 2]
r—

possibilités. On a donc :

(Zn—Zj
1): 2r=2) (2n-2)!2n-2r)!2r)! _ rQ2r-1)

P(X, = - - .
2n 2n)!2n-2r'!2r-2)! n2n-1)
2r
Ainsi :
X, suit une loi de Bernoulli de parametre P(X, =1)= r@r=h)
n2n-1)

Ona E(X,)=P(X,=1), donc:

r@2r-1)

EX)= n(2n-1)

Les X, sont des variables compteur et il y a n paires de chaussures, donc :

x=Yx,
i=1

Par linéarité de I’espérance, on a alors :

X X r(2r—1): r(2r—1)
lmn_;Eaﬂ_EMﬁﬁD nm%-ﬂ

Soit :

r(2r—1)

EXO==

LoiseS...

On a X(Q) :[[l,r]]. On est en situation d’équiprobabilité et on a vu que le nombre de tirages

) 2n
possibles est .

2r
Soit ke [[L,r].
Pour obtenir exactement k paires de chaussures completes, il faut choisir ces k paires parmi les n

r
paires possibles : il y a (kj possibilités. Pour chacune de ces possibilités, il faut alors choisir

2r —2k autres chaussures dépareillées par parmi les 2n—2k chaussures restantes, autrement dit,
il faut choisir 2r—2k paires parmi les n—k paires restantes, et puis choisir une des deux

-k
chaussures de chaque paire choisie, soit 2 " .
2r -2k
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n—k
2r—2k
Donc, pour tout k€ [1,7] :

Ainsi, il y a 2(

-
j(k} possibilités de réaliser I'éveénement (X =k).

P(X

0

i

n—k

2r—2k

|

r
k

sik<2r—n

2n
2r

|

j sik>22r—n




