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Corrigé du DS n° 4

Mines-Ponts — PSI — 2007 — Maths 1

I Préliminaires

1- Soient Me M, (K) et Ne M, (K).Ona MNe M, (K) et pour tout i€ [1,n] :
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Enfin, Zr:|M(i,k)| < max (i|M(i,k)|J =[], donc :

k=1 sisn eml

2MNG, pf < |MIN]-
J=

Ceci étant vrai pour tout i € [[1,11]] , on obtient Eﬂﬂx[i|MN(i’ j)|j < ||M||||N|| , soit :
sisn _]:1

2] < [a]|¥]

2 - Comme P est une matrice stochastique, on a pour tous i, j€ |I1,n]] , P(i, j)=0, donc pour tout

ie[1,n], Zn:|P(i,j)| = Zn:P(i,j) =1. Ainsi, max Zn:|P(i,j)| =1, soit :
= j=1 ==

|P[=1
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3 - Commengons par prouver que le produit de deux matrices stochastiques est une matrice
stochastique. Soient A et B deux matrices stochastiques de M, (R).

On a alors :

* pourtous i, j€[1,n], AG, /)20 et B(i, /)20, donc AB(, j)=) AG,k)B(k, j)=0 ;
k=1

e pourtout i€[1,n] :

> AB(. )= ZZ 0B, )= 3 AGKB(K, ))

k=1 j=1

(A(l k)z B(k, ])J Z(A(i,k)xl) = Z":A(i,k) =1

k=1
Ainsi, AB est bien stochastique.
Prouvons alors par récurrence sur k que pour tout ke N, P* est stochastique.
Initialisation : Par hypothése, P' = P est stochastique, donc la propriété est vraie au rang k =1.
Hérédité : Supposons la propriété vraie 3 un rang ke N

Alors, comme P et P* sont stochastiques (par hypothése pour P et par hypothése de
récurrence pour P*), P*P = P*" est elle aussi stochastique d’apres ce qui précede.

Ainsi, la propriété est donc vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k € N°, soit :

P* est stochastique.

II Pseudo-inverse

Soit Ae M, (R) . On note a I’endomorphisme de R" canoniquement associé a A.

2
Rappelons que par définition, InA=1Ima et ker A=kera, et comme A’ = (M 5, (a)) =My (a’)

ou B, est la base canonique de R", on a aussi Im A*=Ima’ et ker A> =kera®.

4 - On suppose que A admet un pseudo-inverse A'.

On a toujours ImA®> cImA, donc montrer que rg(A’)=rg(A) revient & montrer que

ImA*>=ImA et méme seulement que Im A < Im A’
Soit X € ‘Mn,l(R)’ on veut prouver que AX € ImA?>.Ona A'A=AA'et A=AA'A, donc :
AX = AA'AX = AAA'X = A’A'X e Im A”.

Ainsi, ImA cIm A?, donc ImnA*>=Im A, ce qui entraine que Im a*=Ima et :

rg (a*)=rg(a)
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5-

On veut R" =Im A@®@ker A . Par le théoréme du rang, on a déja :
n=dimR" =rg (A)+dim(kerA).
11 suffit donc de prouver que Im Anker A={0}. Soit X e InAnkerA.
Comme XeIlmA,ona X =AZ avec Z¢€ ‘Mn,l(R) etcomme X e kerA,ona AX =0.
Ainsi, AX =A’Z =0, donc Ze ker A>.
On a toujours ker A — ker A”. Or, rg (A*) =rg (A), donc avec le théoreme du rang, on obtient :
dim(kerA)=n—-rg(A)=n—rg(A*)= dim(kerAz) )
Ainsi, ker A c ker A” et les deux sous-espaces ont la méme dimension donc ker A =ker A”.

On avait Ze ker A>, donc Z e ker A et ainsi, X = AZ =0. Ceci prouve que :
Im A Nker A={0}.

Ainsi, ImAnker A={0} et rg (A)+dim(ker A)=dimR", donc :

R'"=ImA®@kerA=Ima®@kera

Soient B, et B, deux bases de ImA et ker A respectivement. Alors, B =B, UB, est une base
de R" adaptée a la décomposition R" =Im A@ker A.

Les sous espaces Im A et ker A sont stables par a. Si on appelle q, et a, les endomorphismes

My (@) O avec
0 My (a,)

n—r,r

induits par a sur ImA et ker A respectivement, on a MB(a):(

r:rg(A). De plus, a2:O donc MBZ(az):()

alors :

et, en notant B=My (a,)e M, (R), on a

n—r,n—r

B Orn—r
MB(a)=(O 0 J

n—r,r n—r,n—r

De plus, on a kera, ={xe ImA\q,(x)=a(x)=0}=ImAnker A={0}, donc a,€ GLImA),
soit Be GL (R).

Comme les matrice s M z(a) et A=M, (a) représentent le méme endomorphisme a dans deux

bases de R", elles sont semblables et finalement, avec r =rg (A) :

B 0
Il existe Be GL,(R) et We GL, (R) telles que A =W(0 0 ner jW‘l.

n—r,r n—r,n—r
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B 0
7- Posons A'=W ror AW Onac:
On—r,r On—r,n—r
° AvA_W Ir Or,n—r W—I_AAv .
B On—r,r On—r,n—r - ’
° AA'A_W Ir Or,n—r W—lW B Or,n—r W—l _W B Or,n—r W—l _A .
B On—r,r On—r,n—r On—r,r On—r,n—r B On—r,r On—r,n—r - ’
I 0 B! 0 B 0
° A'AA' =W r ron—r W—IW ron—r W—1:W ron—r W—1:A"
(On—r,r On—r,n—r j (On—r,r On—r,n—r j (On—r,r On—r,n—r j

Ona A'A=AA", A=AA"A et A'=A"AA',donc A' estun pseudo-inverse de A, et ainsi :

A admet au moins un pseudo-inverse.

8- Comme A'A=AA",ona a'a=aa' etdonc:

Ima et kera sont stables par a'.

La matrice de a' dans la base B=B,UB, de R" introduite dans la question 6 est alors de la
MBI (al') Or,n—r
0 My (a,)

n—r,r

forme M (a') :( j ou a,' et a,' les endomorphismes induits par a sur Im A

et ker A respectivement.
Si XekerA,ona:

A'X=A"AA'X =A"A'"AX =(A)°0=0.
Donc a,'=0, soit My (a,)=0 eten posant D =M, (a,Ye M, (R), on obtient :

M n D Or,n—r
B(a ) B On—r,r On—r,n—r .
Avec W = ny , la matrice de passage de B, a B, on a alors My (aY=W (MB (a '))W_1 , Soit :

Av_W D Or,n—r W—l
o 0

n—r,r n—r,n—r

9- Ona A=AA'A,donc a=aa'a et:
aa'=aa'aa'=(aa')’ .

Comme aa' est linéaire :

aa' est un projecteur.
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Ona Imaa'clIma etcomme a=aa'a,ona Ima=Imaa'a cImaa', donc :

Imaa'=Ima

On a kerackera'a. Avec a=aa'a, si xekera'a, on a a(x)=aa'a(x)=a(0)=0, donc
xe€ kera . Ainsi, kera'a c kera et donc, kera'a=kera.Or, a'a=aa',d ou :

keraa'=kera

Ainsi, aa' est le projecteur sur Ima, parallelement a kera, donc dans la base B de R" adaptée
a la décomposition R" =Im A@ ker A introduite plus haut, on a :
) Ir Or,n—r
M:B (aa ) B On—r,r On—r,n—r .
Avec W = ny , la matrice de passagede B. a B,ona:
AA' =M g ()M (a) =My (aa") =W (M z(aa"))W "

Soit, W ' (AA")W =M 4(aa') et donc :

0 D 0
10- On a A=W( o jW‘l (question 6) et A'=W( 0 o jW‘l (question 8),

n—r,r n—r,n—r

o W = )

—_ B Or,n—r D Or,n—r — BD Or,n—r
B On—r,r On—r,n—r On—r,r On—r,n—r B On—r,r On—r,n—r

Ceci donne BD =1, etdonc D=B"".

L . B 0 _
Ainsi, si A admet un pseudo-inverse A', alors A’ :W( 0 0 s JW " et donc :

n—r,r n—r,n—r

A admet au plus un pseudo-inverse.

III Calcul de X,

11- Pourtout ze C", il existe x, ye R" tels que z=x+1iy et, avec a(x),a(y)e R" :

a.ca/(z)=a,ca,(x+iy)=a, (ac(x+iy)) =a, (a(x)+ia(y)) =a, (a(x))+iac (a(y))
=a(a(x))+ia(a(y))=a’(x)+ia’(y)=(a’) (x+iy)=(a’),(2)

5
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Ainsi, pour tout ze C", a,ca.(z)= (az)c(z) , donc :

2
a.ca,=(a"),

12- Ona a,e L(C"). Sionnote (g, ..., €,) labase canonique de C", ona a,(g,)=a(g,) (car les
coordonnées de €, valent 0 ou 1, donc sont réelles). Ainsi, la matrice de a, dans la base
canonique de C" est celle de a dans la base canonique de R", c’est-a-dire A.

On a donc :

Xo, = det(X1I,—-A)=¥,.

On obtient de méme % ) =X, etcomme d’apres la question 11, a’ =(a’),,on a X, =X-
Rappelons que P est une matrice stochastique, strictement positive de M, (R). D’apres le
théoréme 1 admis, 1 est valeur propre simple de P, donc O valeur propre simple de A=1 —P,

autrement dit, 0 est racine simple de x, =X, -
Or,ona:
X (X?)=det(X°1,—A*)=det[(XI,—-A)(X],+A)]

=det(X1,—A)det(XI,+A)

=(—-1"det(X1,—A)det(— X1,-A)=(-1)"x,(X)x, (- X)
Comme 0 est de multiplicité 1 dans x (X ), donc aussi dans ¥ (- X), O est de multiplicité 2
dans %, (X)y,(— X), donc dans X, (X ?), et ainsi, 0 est de multiplicité 1 dans X, (X).
Ainsi, 0 est de multiplicité 1 dans x, =Y, et X2 =X,z»CC qui implique que :

dimkera’ =dimkera’ =dimkera, =dimkera=1.
Avec le théoreme du rang, on obtient :

rg (a})=n-dimkera’ =n—dimkera, =rg(a,).

Et comme, on a toujours a(C")=Ima’ < Ima, =a (C"), on obtient bien :

af (C")=a (C")

13 - On vient d’établir que dimkera’ =dimkera =1, donc d’apres le théoréme du rang :

rg(a*)=rg(a)=n-1

D’apres la partie précédente, rg(a®)=rg(a) implique I’existence d’un unique pseudo-inverse de
A, que ’'on nomme A'.
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14 - Soit Ce GL,(R) . Pour tout ke N :

(2(1,, —c>fjc=[2<ln —C)fj(ln ~(1,-0))

k—

Z(In—cy‘—[ y <1n—C)f'j<In—C>

=0 J

—_
>~

Il
~ o~
Il
(=)

-1

(I,-C)y =¥ (I, -C)"

j=0

(a,-cy-a,-c)" ]

(=]

~

=~
—_

j=

[=)

(I, -C)° =, -Cc)™ par télescopage
I -, -C)

Et comme C est inversible, on peut écrire, pour tout k€ N i

S, -y =(1,~(1,-C)* )"

j=0

I5- Ona A=I1 —-P,donc P=1 —A.

Procédons par récurrence sur ke N .

Initialisation : On a :

1-1
ZPJ' :PO :In et (In_P)A'+(In_AA'):AA'+In_AA':In'

Jj=0

La propriété est donc vraie aurang k =1.

Hérédité : Supposons la propriété vraie 2 un rang k€ N". On a alors :

Zk:Pj =1, +Zk:Pf' :In+kZ_iP~i+l =1, +(§P~’}P
j=1 j=0 j=0

j=0

k—1
Par hypothése de récurrence, Z P/ =(,-P)A'+k(I,—AA"), donc :

j=0
k
S P =1 +(U,-P)A +k(I, - AA")) P
Jj=0
=1, +A'P-P‘A'P+k(P-AA'P)
Or, A et A' commutent, donc P =1, —A commute avec A', d’ou :
k
> P/=1+A'P-P'PA'+k(P-AA'P)
=0

=1, +A'(,-A)—-P"A' +k((I,-A)-AA, - A))
=1 +A'—A'A—P*""A'+k(I,—A— AA'+ AA' A)
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Avec A'A=AA"et AA'A= A, on obtient :
k
Y P =1, +A"-AA-P"A'+k(I,-A—-AA'+A)
=0
=A'-P"A'+1 —AA'+k(I,—AA")
=(I,-P"NA'"+(k+1)(1,—AA")
Ainsi, la propriété est donc vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ke N, soit :

>~

-1

P/ =(I,-P)A'+k(I,—AA")

.
Il
(=)

16 - D’apres la question précédente, on a pour tout ke N :
1 k-1 ) 1
—Y Pl=—(,-P")A'+1,—AA".
k= k
Et en utilisant la norme introduite dans 1’énoncé, on a :

<

Iﬂ

H%a,,_pkmv [Pt

=P lat=-(

z *
Prouvons alors par récurrence sur k que pour tout k€ N,

PkHSI.

Initialisation : D’apres la question 2, PIH = ||P|| =1, donc la propriété est vraie au rang k =1.

Hérédité : Supposons la propriété vraie a un rang k€ N". On a alors d’aprés la question 1 :

HPM

=[PP <[Pt |IP|<1x1=1.
Ainsi, la propriété est donc vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ke N".

On a donc pour tout ke N :

[, a0
k k

(Iz.[+1)]41

Comme lim

k—+oo

=0, on a par comparaison, klim %(ln -PHA 'H =0, soit :
—+oo

lim l(1,1—Pk)A'=o.
k—+oo |

k-1
Et avec %ZP" =%(In —P"A'+1 —AA’', on obtient :

j=0

k=1
lim lZP":In—AA'

k—+o [ P
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17 -

18 -

D’apres la question 3, P* est stochastique pour tout ke N, donc tous ses coefficients sont

. R . .. 1&

positifs. Il en va de méme pour P’ = I, donc, pour tout ke N, les coefficients de —ZP’
j=0

. o o1&
sont des sommes de nombres positifs, donc sont positifs et comme khm ;z Pl=1 —AA",
=0

—+oo

les coefficients de I, — AA' sont tous positifs, en tant que limites de suites de réels positifs.

De plus :
(1,-AAYJ, =J,—AA'J, =J, —A'AJ,
:JVl _A'(In _P)Jn :JVl _A'(JW_PJ}’!)
=J —-A'0,=J,

Ainsi :

La matrice I, —AA" est bien stochastique.

De plus, par définitionde A',ona AA'A=A, soit A—AA'A=0, ou encore :

(1,-AA)A=0

n

Soit X € K, quelconque.

Par linéarité a droite du produit matriciel, I’application M +— XM est linéaire sur M, (R), qui

est de dimension finie, donc elle est continue sur ‘M, (R).

—+oo

k—1
Comme klim %ZPj =] —AA',ona:
=0

k=1 k=1
lim lZXPf - 1im X| <3 P! =X (I,-AA")
k= k4

k o0 k o
-+ -+ P

) ) 1 & - .
Or, d’apres le théoreme 1 admis, ona lim (;z X P~’] =X _ . Ainsi, pour tout X € XK, :
j=0

k—+o0

X(1,-AA)=X

o *

Si on prend X=L=(0--010--0)eX, ot le 1 apparait en i“™ position avec
ie[l,n], L,(1,-AA")=X_ estla i*™ ligne de I, —AA’, donc toutes les lignes de I, — AA'
sont égales & X_. Comme J, X_ estla matrice de M, (R) dont toutes les lignes sont égales a

X _ , on obtient bien :

I —AA'=J X




