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Corrigé du DM n° 6

1) La fonction g, est continue sur R en tant que produit de telles fonctions. Elle est de plus

positive sur [0,+ oo .
x2
Avec le changement de variable X = > on a par croissances comparées :

n+2

2 ER—
xl_i)rilmngn(x)=x1_i>r11mx"+zexp(—%J:X1im V2 x exp(—X)=0.

—+oo

. 1 +eo dx +oo .
Ainsi, g (x)= o |—|et I | 2 converge, donc I . & (x)dx converge et ainsi :
X

X—>+o0 2

X

La fonction g, est intégrable sur I'intervalle [0,+ oo |.

2) Soient ae R’ et ne N,

a. Ona:

a a o+ tz ¢ n+ tz
I,ﬁz(a):.[0 gn+2(t)dt:.[0t 2exp{—3jdt:—jot {—texp[—;ﬂdﬁ

A I’aide d’une intégration par parties, on obtient :

I .,,(a)=- {[t"” exp (— %H — I: (n+Dt" exp (— %j dt}

2

_ _ o ntl _a_ 4 n _ﬁ
=—a exp( 2j+(n+1)jotexp( 2jdt

Ainsi :

In+2 (Cl) = (I’l + 1)In (a) - gn+l(a)

. 1 . o
On a vu dans la question 1, que g, (x)= o (_Zj’ donc lim g, (a)=0 et ainsi, en

x—+eo| x

passant a la limite quand a — + o« dans la relation précédente, on obtient :

I, =+,

2

* a a -1 t
— — 2 1 R
b. Pour tout ac R, I,(a)= J-O g,()dt = J-O e % dt. Avec le changement de variable u = N
on obtient :
alN2 2 al\2 2
Io(cz)zj0 e " \/Edu:\/zjo e " du.
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al\2 2 a .
Comme [, = hm I,(a)= V2 lim J. e" du et A=—=————>+0c0,0nabien:

a—>+oo \/5 a—+oo
1, —\/_ 2 lim J-Ae_“ du

A—+oo

L’intégrale de Gauss donne hm I “ du = j T du= %, donc :
T

N

Ona:
I, = lim [,(a)= lim .[atexp —ﬁ dt= lim || —exp —ﬁ " = lim | 1—exp _a_2
b i She ! a—>+0d0 2 a—+oo 2 o a—>+oo 2 '
Donc :
I, =1

Pour tout ne N, g est continue et positive sur R, et sion avait /, = .[ (:m g,(®)dt =0, alors

g, serait nulle sur R, , ce qui n’est pas. Donc, I, #0.

Avec le résultat de la question a, on peut alors écrire pour tout pe N :

1 1
2p+2_2p+1 et ﬂ:2p+2:2(p+1)
2p 2p+l
Alors, pour tout pe N :
Il ol ol ! !
2" HIZk+2 T @k+D) =135 x@p-ly=— 2V _(CP)
0 k=0 IZk k=0 2X4X"'X(2p) 2[7p'
pl p-1
L H Les T2tk +1) H(Zk) 27 p!
0 Dy %0

Avec les valeurs de I et I, trouvées plus haut (les formules restant vraies pour p=0), on

_ep)! [x _
12/’_21’—p! 5 et IZp+1_2pp!

obtient pour tout pe N :

3) SoitaeR,.Ona:

or-fron{-Ja]-onf-2] -1-on{-£)
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On a vu dans la question 2 qu’avec [, (a) = I: g,(t)dt,onapourtout ne N :

I ,(a)=(n+DI (a)—g, . (a).

Pour n=2¢g+1, ceci se récrit :

Ly (a) B 12q+1(a) __ 8agn (a)

21 (g+1)! 27g! 2 (g +1)!

Et par télescopage :

12q+1(a) —I(a)= qz_l Ly (@) 12k+1(a) __ qz_l 8o (@)
29q! ! 2 (k+1)! 2%k! =t (k+1)!

Donc :

Ainsi :

Pour n=2gq, on obtient I, ,,(a)=(2g+1)1, (a)—g,,.,(a), soit (en s’inspirant du résultat de la
question 2) :

(Iz”;i(;)) = (2a+D (;;qiaz))! B (%;1(;)) !
21 (g +1)! 21 (g+ 1! 27 (g+1)!
Ceci se récrit :
Lyo(a)  L,(a) zqu

21 (g+1)!  2%¢!

Et par télescopage :

I, &l 1., L, gl ok
q(a) IO( )_z (a) _ (a) _ 2°k

I (a) = _ .
2g)! “(2k+2)! (2k)! £ (Zk“)!gzm( )
2q! 2 (k+1)!  2k!
:_q—l 2%k aZkHe_%:_ _%q—l 2% ke ot
i Ck+1D)! = (2k+1)!

Avec I,(a)= j: e dt, on obtient :

] ()_(2(]) J‘ —r/zdt L;ql a2
20! ko<2k+1>'
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0 pour x <0
4) Pour ne N',ona i R>R; x4 1

I—gn(x) pourx>0"

n

a. Comme g, estcontinue sur R (vu question 1), f, est continue sur R’ .

Comme f, estnulle sur R, f, estcontinue sur R’ .

Enfin, lim f, =1im0=0, f (0)=0 etcomme n>0 :
0~ 0~

2
lim £ =lim—g = lim — " exp(—x—jz £.(0)=0=1lim f,.
0+ ot [ x—=0* [’Z 2 0~

n

Ainsi, f, est continue en O et donc :

La fonction f, est continue par morceaux sur R .

b. Soit ne N'.

¢ On vient de voir que f, est continue, donc continue par morceaux sur R .

e f estnulle, donc positive ou nulle, sur R et comme g, est positive ou nulle sur R, et

I, >0, f, estpositive ounulle sur R, . Ainsi, f, est positive ou nulle sur R.

X x 1 1 ¢x 1 p+=
® Pour tout XeR,, on a j_mfn=j0 I—gnzl—J-O gnwl—jo g, =1, donc f,

est intégrable sur R et .[R f, =1

Finalement :

f, est bien une densité de probabilité.

5) Soient ne N" et pe N'.

Remarquons que pour tout t€ R, ona t’g, (t)=g,,,(t), donc pour tout X€ R ,ona:

Ii‘tl’fn(z)‘dt = .[_Xwﬂ’fn(z) dt = IOXt”fn (t)dt =%J-0Xﬂ’gn(t) dt :I—ln'[ox 8y () dt .

Alors :

I_Xw‘tpfn(t)‘dt :I_thﬂfn(t)dtw%j;wgn+p(t)dt :I;i'

n

Ainsi :

n+p

X, admet un moment d’ordre p, qui vaut

n

Comme la variable X, admet un moment d’ordre 1 et d’ordre 2 :

X, admet une espérance et une variance.
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On a de plus :

hea __ 29! _ 5 2

=2 quand n =2q
L, (9 \/E n
) (Ln/zj)

29q!

- I
E(Xn):j_mtf(t)dt:;—“:

; (2q+2)!\/E .
Ly _ 2" (g + D!V 2 ﬁ(Ln/ZJ)ﬁ
2)1

quand n=2g+1

12q+1 2qq'
Soit :
2" .
y2—= quand n est pair
n
(Ln/ZJ)\/E
E(X,)=
n
(Ln/Z )‘/E .
V2 T quand n est impair
Et:
(2g+2)! \/E
I q+l !
, ;4” _2 (;qq;l)'n 2 =2g+1 quandn=2q
+ oo n+ 2 . iad _
E(an)zj-_mtzf(t)dtzl—z: ! zqq!\fz =n+l.
I g+l |
124+3:2 2((?—"_1)':2q+2 quand n=2g+1
2q+1 q:
Donc :
n+l-2————  quand n est pair
n
T
V(X,)=EX})-E(X,) = L))
L2 7
n+1- 2% quand n est impair

6) On a vu que pour tout ne N, f, est continue sur R, donc toute primitive de f, est C' sur R.
Ceci est vrai pour F,: x> P(X, <x) =.[x f.(@dr.

Ainsi, pour tout [a,b] cR:

P(a<X,<b)=F,B)-F@=| f@)dr
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7)

8)

Soit ae R.

0 quand a <0
o P(X,<a)=[" f(dt= if soit :
1

n

Oa g,()dt quanda>0’

0 quand a <0

<a)=
P(X, <a) 1@ quand a >0

n

e P(X,=a)=P(asX, Sa):jafn(t)dt, soit :

>a)=P(X,>a)+P(X,=a)=1-P(X, <a), soit :

1 quand a <0

>a)=
2 a) 1—@ quand a >0

n

Soit ne N” fixé.

Les variables X, et X, sont des variables a densité sur R et indépendantes, donc X, et — X, le
sont aussi. Alors, en notant f, et f , les densités respectives de X, et —X,, d’apres les
résultats donnés dans I’énoncé, X, —X, =X, +(—X,) est une variable & densité sur R, de
densité :

Fox X0 [ fOf 4 (x=n)dr.
Ona f, = f, etpourtout xe R :
P(=X,<x)=P(X,2=x)=1-P(X,<=x)=1-P(X,<=x)=1-[ " f,(0)dr.
Donc, comme f , est la dérivée de x> P(—X,<x),ona fox, x> f(=%).

Alors, pour tout xe R ettout re R :

0 pour £ <0

)=
S @ Ilgl(t) pour >0
1

0 pour £ < x

frx=D=f(=(x=-0)=ft-x) =11

—g,(t—x) pourt=x
12
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Ainsi :
Fooe =] R OF Gmndi=[ " f OF (e
1 e
= E o) S (t)g,(t—x)dt
Alors :
0
P(X,=X,<0)=] " fy . (x)dx
[ g 8- dr |d
SN RO
_ 1 0 + oo d d
A _W(J'O 8,(0)g,(t—x) t) x
e _P+(=x)”
:L ’ I tt—x)’e 2 dt|dx
I, 7= 70
2 2 2 2 2
Ona #ztz—xt+%—(t—5j +? et en posant le changement de variable u =¢——,
on peut écrire :

2 +(1-x)*

jomt(t—x)ze > dr= j;”t(t—x)ze_(r_xj K

_Lz +o0 X X : 2 —Lz +oo X XZ -x3
=e 4! u+—\|lu——|e"du=e * u’ 2
—x/2 2 2 4

Pour ke N, on prouve comme dans la question 1 que I’intégrale j

2 +(1-x)?

2
/2u3e “ du converge, donc :
+ o0
jo tt—x)e 2 dt

[N}

X 2 3
- + oo —u2 X + oo —u2 X + oo —u2 X + o0 —u2
=e ¢ D ue du——.[ u’e du——.[ ue du+—J- e du}
—x/2 2 —x/2 4 —x/2 8 —x/2
De plus :
teo 3 —u? 1 teo 2 —u? 1 teo —t
.[ ue duz—J- ue" Qu)du = —.[ te”'dr.
—x/2 2 J-xn r=u? QI P4

>+

Et comme lim (— te ) =0 par croissances comparées, on peut intégrer par parties :
+ oo 3 _ 2
.[ u e u

—x/2

Par ailleurs, j

—-x/2

Lpeo 01 e e o\ 1) S
d”_ij2/4te dt—E([—te ]+ e dt)__(fﬂje :
+w uze_uza’uz—l -

2 d-x/2
lim

u—>+o

—u? . ,
u (— 2ue )du et, par croissances comparées, on a
(u e ) =0, donc on peut intégrer par parties, ce qui donne :

+ oo 2 1 i + o0
2 — —

.[ ue"duy=—— [ue”} —J-

-x/2 2 —x/2

2
X
2 x -= 1 p+e _ 2
e”dujz—e 4+—J- e "du.
- x/2 4 2 - x/2
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On a aussi :

Alors :

O e 2 e o ([ x) - o 21 -2
I j tt—x)e % dt dx:j ——=le 4_[ e"du—|—-—1le ? |dx
—eo| 40 =\ 8 4 -2 8 2

+ oo 3 —ﬁ + oo 2 2 —ﬁ
= Lyl 4_[ e " du— r_l e ? |dt
t=—x9¢0 8 4 t2 8 2
[2 1

toof 12 -
Commej r 1 e 2alt:—Iz—lIO,onpeutécrire
o {8 2 8 2

3 2

e e [ _;( e du)d L+l
J-_m .[0 t(t—x)e t x—J-O _§+Z e J.t/ze u t—g 2+§ 0

3 _2 b
Posons enfin, pour e R, , ¢(¢) =(—%+ije et W(r) =J- e " du Alors,sur R, :

e @ est continue, donc admet des primitives et, avec le changement de variable v=u’ et
une intégration par parties, on obtient pour tout t€ R, :

! o uw ou e o w1 @ u 214 1
I()(p(u)du:j<)(_§+1je 4d1/t:j0(—7+§}€ 4(;)(11/1:!0 (—V+§je dv

14 s 14 P 2 2
= (v—lje_v —.[ Yerdv= (v—lje_v +[e_v} "= t—+l e i1
2 o 0 2 o 0 4 2 2

l2

e W est une primitive de 7+> e~ , qui est continue, donc ¥ est de classe C', de dérivée

l2

Y'it—>e ' .

Pour tout Ac R, ,ona:

IOA(_%&}J; (J';:e‘“zdu)dt=—J-OA(p(t)‘P(%jdt.
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Avec une intégration par parties, on obtient :

A 3

J

t

|

on obtient :

8

t
+_
4

o

L)
e " du
2

1

)

1

t/2
[ e
+00

dr=1
4

()

GIZHO—«/E)

. T . .
Finalement, avec I, =1, = \/; et I, =1 (question 2), on obtient :

Et, comme dans la question précédente, P(X, =X,)=P(X,- X,

Donc :

<0)

_ L
1112

1
2

E

(—12+10—

P(X,2X,)=P(X,>X,)=1-P(X,£X,).

}:

1 1
ﬁj—§12+510
=0)=0et:

3_
4

2



