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Corrigé du DM n° 5

1y

2)

Comme tous les coefficients de A sont positifs, la matrice A est stochastique si et seulement si
pour tout i€ [1,n], Zam =1.
j=1

Or, sionnote AU =(v,)),...,€ M, ,(C), onapourtout i€ [l,n] :

n n
=24, X1=2 4,
=l =

Ainsi, A est stochastique si et seulement si pour tout i € [[l,n]] , v, =1, c’est-a-dire si et seulement

si AU =U.Comme U #0, ceci prouve que :

A est stochastique si et seulement si U est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1.

On prend X =(x,),., € M, (C) un vecteur propre de A associé a A et ke [[1,11]] tel que

Remarquons que |xk| >0 et si |xk| =0, alors |x,.| =0 pour tout ie [[l,n]], et donc X =0, ce qui

X

9 eee g n

|xk| = max(|x1

est faux car X est un vecteur propre, donc X # 0. Ainsi,

xk|>0.

1

Ona AX =X, soit pour tout i€ [1,n], D a, x, =Ax,.
=

En particulier pour i =k, on obtient :

n n n
Zak,jsz z a, X, +a, X, =\, & (k—ak,k)xk = Z a ;x; -
=1

Jj=1,j#k Jj=1,j#k

Alors, avec pour tous i, j € |I1,n]] 7 >0 et I’inégalité triangulaire, on peut écrire :

n n n n n
P“_“k,kak|: IR ‘“k,jxj‘: > ak,j‘xj‘s 2 aglal=l 2 a |kl
j=1,j#k j=1,j#k j=1,j#k j=1,j#k J=Lj#k
Or, xk| >0, donc :
n
‘k—ak,k‘é Z a.; -
=1, j#k

n n n
Enfin, Zak’j =1, donc z a, ;= Zak,j —a,, =1—a,, etainsi:

j=1 j=1,j#k j=1

‘K—ak,k‘ <l-a,

Toujours avec I’inégalité triangulaire, on a de plus :

|7»| —a,, = |7»| —‘ak,k‘ < “7»| —‘ak’k H < ‘7» — ak,k‘ )
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Donc, [A|-a,, < ‘k—ak,k‘ <l-a,,, ce quidonne :

<1

3) Onposeici A=¢" avec O€ R. En reprenant I’inégalité ‘ak’k —7»‘ <l-a,,,on obtient :

. 02
‘ak’k —e’e‘ <l-a, © ‘ak’k —e’e‘ <(l-qa.,)’
& (a,,—cos0)’ +sin’0<(1-a,, )’
2 2
& a,—2a,cos0+1<q,, —2a,, +1
& aqcos02a,,

Comme tous les coefficients sont strictement positifs, ona a,, >0.

On obtient alors cos0 >1, soit :

cos0=1

Si cos®=1, alors 8=0 [27], donc ¢” =1, soit :

A=1

4) Ona:
Xy =det(X1,—AT)=det((X1,-A)T)=det(X1,-A)=x,.

Comme les matrices A et A ont méme polyndme caractéristique, elles ont le méme spectre.
Ainsi, comme 1 est valeur propre de A :

1 est une valeur propre de A" .

D’apres le théoreme du rang, on a :
n=rg (A—In)+dimker(A—In)= rg(A—1)+dimE (A)
=rg(A"—1,)+dimker(A" =1, )=rg(A" -1 )+dimE,(A")
Or, rg (AT -1)= rg((A—In)T) =rg(A-1)),donc:
dimE (A" =n—rg(A"—1)=n—rg(A—1)=dimE,(A).

Ainsi :

E (A) et E (A") ont la méme dimension.
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5) a. On procede comme dans la question 2.

s , Soit :

Ona A"V =V, donc pour tout i€ [1,n], Zn:auv. =v,, d’ob |v,|=
=1

n
2 a;V;
j=1

< Z‘a”vqi

n
j=

n
|v,.| < Za.z’,i ‘Vj‘
j=1

Supposons qu’il existe i, € [[l,n]] tel que ‘vl.o‘ < Zn:aj’io ‘vj‘. On a alors :
j=1
n n n
Shi<3(Sab )
i= i= j=

Or, A est stochastique, donc pour tout je [[1,n]] , Zaj,l. =1et:

i=1

n n n n n n n n
Z Zaj,i‘vj‘ =Zzaj,i\vj\=22%\vj\=z Z% ‘VJ‘ZZ‘V]‘"
j=1 J i=1 Jj=1

n
i=1 i=l j=1 j=1 i=1 j=1

Ainsi, on aurait Zn:|vi| < Zn:‘v j‘ qui est absurde, donc pour tout i e [[l,n]] :
i=1 j=1

n
|v,.| = Zaj,i ‘V.i‘
Jj=1

n
b. Ona A" |V| = [z a, ‘v J‘j , donc d’apres le résultat ci-dessus, on a immédiatement :
1<i<n

ATV =]

Ona |v,|20 pour tout i€ [1,n]. Supposons qu’il existe i, € [1,n] tel que ‘vio ‘ =0.
On a alors Zn:aj,io ‘vj‘ =0.0r,les a;, ‘vj‘ sont positifs, donc pour tout je[1,n], a,, ‘vj‘ =0
=

et comme a;, >0, on obtient ‘vj‘ =0. Ceci veut dire que V =0 ce qui est absurde car V est

un vecteur propre de A", donc non nul.

Ainsi, pour tout i€ [1,n], v,.| #0 et donc :

Pour tout i€ [1,n],

vl.|>0.

c. Soient X =(x,),.c, € M, (R) et ¥ =(3)cc, € M, (R) deux vecteurs de E,(A").
Comme E,(A") est un espace vectoriel, y, X —xY e E,(A").

D’apres ce qui précede, si y, X —x,Y est non nul, alors ses coefficients tous non nuls. Or, la
premiere coordonnée de y X —xY est yx —xy =0, donc au moins un coefficient de

»X —xY estnul etdonc y X —xY estnul
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6) a.

Ainsi, on a bien :

WX -xY=0

Comme 1 est valeur propre de AT, il existe un vecteur X non nul de EI(AT). Comme X #0,

ona x, #0 et pour tout vecteur Y € E,(A"),ona yX —xY =0, donc ¥ = x, Ainsi, tout
‘xl

vecteur de EI(AT) est colinéaire a X, donc EI(AT) =Vect(X) et:

dim(E, (A1) =1

. Dans la question 5)b, on a établi I’existence d’un vecteur |V| € M, ,(R) dont les coordonnées

|v1 v,| sont toutes strictement positives et tel que A |V| = |V , soit |V|e E(A").

9 eeey n

1 .
En notant s :|v1|+...+ v|>0, W =—|V| et w,,..., w, les coordonnées de W, on a :
s

e WekE (A") (car EI(AT) est un espace vectoriel) ;

e pour tout ie[[l,n]], w, =l|vi|>0 ;
s

. 1 1
W+ W, —;|vl|+...+; v

1
=;(|vl|+...+|vn|)=l.

n

Ainsi, il existe bien un vecteur W, directeur de EI(AT), dont les coordonnées w;, ..., w, sont

strictement positives et vérifient w, +...+w, =1.

Supposons qu’il existe un autre vecteur W', de coordonnées w,,...,w ' et vérifiant les
meémes propriétés que W. Comme Wet W' sont tous deux directeurs de la droite E, (A1), ils

sont colinéaires (et tous deux non nuls), donc il existe e R tel que W'=aW.
Ceci donne pour tout i€ [[1,n]], w,'= 0w, et donc :
l=w'+..+w =ow +..+0w, =o(w +..+w,)=0.

Ainsi, o=1, donc W'=W et finalement :

La droite E (A") admet un unique vecteur directeur W dont les coordonnées

W,, ..., W, sont strictement positives et vérifient w, +...+w, =1.

Soient ie[[l,p]] et /e N.Pour k>/¢,ona:

k A = k! M_[:kx(k—l)x...x(k—€+l))hf_g.
l Ll(k—=10)! !

k n k-t k!}\(k—/
Donc, (é]k’.“” ~ — et par croissances comparées (avec |7»[|<1), lim L =0,

! k—+oo yal k—+oo yal
donc :
k
lim ( jxf—fzo
k—+ol|
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7) Soit (X,)

X =(x.)cic, € M, ,,(R) . Pour tout k€ N, notons x,,,..., x,, les coordonnées de X, .

La matrice N, est nilpotente, donc il existe re N™ tel que N/ =0, .

Comme I, et N, commutent, on peut utiliser la formule du bin6me pour écrire pour tout
entier k >r :
LY . P
(A1, +N,) =>|" AN
' =\l
Or, pour tout />r,ona N, =0, , donc :

al +N) =S e
( i l) Z[fj i

(=0

Et pour tout (€ [[0,r], lim

k—+oo

( jkk 'N! = =0, , donc comme somme de r+1 termes de limite

nulle, on a bien :

lim (A1, +N,) =0

k—+oo

. D’apres le résultat admis dans 1’énoncé, il existe Pe GL (R) telle que A= PBP™' avec

B :diag([l, ML+ Ny, AT +Np) . On a alors pour tout ke N, A* = PB*P~" avec :
k
—dlag( (Mg, +N) e (A0, +N,) j
D’apres ce qui précede, pour tout i€ [[1, p]] , klim (7‘1‘1”,. + Ni)" =0, donc :

lim B* = lim dlag( (ML +N) ,(kplnp+Np)kj=diag(l,0n,...,Onp)

k—+oo k—>+o0

Enfin, ’application M +— PMP~" est linéaire (par bilinéarité du produit matriciel), donc
continue sur M, (R), qui est de dimension finie. On a peut alors conclure que :

lim A= lim PB*P~' = P(diag(1,,0,,...,0, )|P"".

k—+oo k—>+o

Et ainsi :

La suite (Ak )k ., converge.
€

oy une suite de vecteurs stochastiques de M, (R) qui converge vers un vecteur

On a alors pour tout i€ ﬂl,nﬂ , klim X, =X et:
— 400 ’

e pourtout ke N, x,, 20, donc x;, 20 ;

* x,+..+tx,=1,donc x +...+x, = lim (xk,1+,,.+xk,n)=1-

k—+o

Ainsi, X est un vecteur stochastique de M, ,(R).
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Par caractérisation séquentielle, ceci prouve que :

(R).

1,n

L’ensemble des vecteurs stochastiques de M, , (R) est fermé dans ‘M

8) Pour tout ke N, notons a nouveau x, ,,..., x, , les coordonnées de X, .

a. Prouvons par récurrence sur k que pour tout ke N, X, =X ,A" et X, est un vecteur
stochastique de M, ,(R).

Initialisation : Pour k=0, comme A’ =1 ,ona X,=X, A"=X, qui est un vecteur

stochastique de M, (R) par hypothése. Donc la propriété est vraie au rang k =0.

1,n
Hérédité : Supposons la propriété est vraie a un rang k€ N donné.

Avec X, ., =X, A, on a alors par hypothése de récurrence, X, = X OAk , donc :

k+1
X, =X A=XAA=X,A"".
Et:

e pour tout i€[l,n], x.,,=> x a,, 20, car pour tout je[l,n], x, ;20 par
=

hypothese de récurrence et a; ; >0 ;

n
¢ par hypothese de récurrence, on a Zxk, ;=1,dou:
j=1

JINED 3 IWES 3 TR 3 P N ST B Ve

i=l j=1 j=1 i=l1 j=1 j=1

Ainsi, X, estun vecteur stochastique de M, ,(R).

La propriété est donc vraie au rang k +1.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k€ N .
Enfin, ’application M +— X M est linéaire (par linéarit¢ a droite du produit matriciel),
donc continue sur M, (R), qui est de dimension finie. Or, on a vu dans la question 6 que la

. k . It ..
suite (A )k , converge. Sion note A salimite, on a alors :
(S

lim X, = hm X, A" XOA .

k—+o k—+o0

Comme I’ensemble des vecteurs stochastiques de M, (R) est fermé dans M, ,(R), et

(X,),., estune suite de vecteurs stochastiques de M, ,(R), alors la limite X_ est encore un

1,n

vecteur stochastique de M, , (R), et ainsi :

La suite (X ‘ ) Ly CONVErge vers un vecteur stochastique X_e M, (R).

b. On a I’application X > XA est linéaire (par linéarité a gauche du produit matriciel), donc
continue sur M, (R), qui est de dimension finie. Ainsi :

1,n

lim (X,A)= (hm X )AszA.

k—+o k—+o0
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Or, lim (X, A)= Jim X, =X, donc X_A=X_ eten transposant, ceci donne :

k—+o0
ATXT =X
Ainsi, X € E,(A"). Comme X_ est un vecteur stochastique de M, ,(R), ses coordonnées

sont positives et de somme égale a 1. Ceci prouve entre autres que X_ #0, donc que

XT #0 et alors, d’apres la question 5, X a ses coefficients tous non nuls.

Finalement, X_ estun vecteur de EI(AT) dont les coordonnées sont strictement positives et

de somme égale a 1. On vu dans la question 5)d que le seul vecteur de M, (R) vérifiant

tout cela est W. Ainsi, X l =W etdonc:

X =w'

oo

9) a. Les coefficients de B sont des probabilités, donc sont tous positifs.
or, Z, (@ ={z,..,z}, donc la famille (P(Z,=z),...,P(Z,=2z,)) est un systeme

complet d’évenements et pour tout i e [[l,n]], P, _ | estune loi de probabilité, donc :
(Ze=z)

lei.j = le(zk:zf) (Zk+1 = Zj) =1.
J= j=

Ainsi :

La matrice B=(p, ;)\ ;«, €st stochastique.

b. Soit ke N. Comme Z,(Q)={z,...,z,}, la famille (P(Z,=z),..,P(Z,=z,)) est un
systtme complet d’évenements. Alors, d’apres la formule des probabilités totales, on peut
écrire pour tout je [[l,n]] :

P(Zk+1 = Zj) =z (Zk+1 = Z./)P(Zk =z)+..+PF

(Zk = )

(Zi=2,)P(2.=2,).
Avec F, _ | (Zk+1 = Zj) = p,,; pour tout i€ |I1,n]], on obtient :

P(Zk+1 =% ) = pl,jP(Zk =7) ot Pn,_,-P(Zk =z,).

Soit :
P(Zk+1 = Zl) pl,lP(Zk = Z1)+"'+pn,1P(Zk = Zn) Py 0 Pt P
Yk+1 = P(Zk+1 = Zi) = pl,iP(Zk = Zl)+"‘+pn,iP(Zk = Zn) =\ Py o Pt Pag Yk'
P(Zk+1 = Zn) pl,nP(Zk = Zl)+"'+pn,nP(Zk = Zn) pl,n o pi,n e pn,n

Ainsi, pour tout ke N :

Y., =B,
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c. Pourtout ke N,ona ¥,,,=B"Y,,donc ¥, =Y,'B etsi p;; >0 pour tous i, j€ [1,n], alors
la matrice B vérifie les mémes hypotheses que la matrice A dans la question 8, donc la suite
(YkT )k ., converge vers un vecteur stochastique de ‘M, (R), noté L, indépendant de Y’ .

. :

Comme la transposition est linéaire, elle est continue sur M, , (R), qui est de dimension finie

et donc (Y,) Loy COnverge vers L', que I’on rappelle Y_ et qui est indépendant de YOT, donc de

Y,. Comme Y, est défini parlaloide Z,, Y est indépendant de la loi de Z; et ainsi :

Quelle que soit la loi de Z, la suite (Yk)kEN converge vers un vecteur

Y. e M, (R) fixé tel que Y." est un vecteur stochastique de M, , (R).




