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Corrigé du DS n° 3

Probleme 1 : Extrait de CentraleSupélec 2024 - PC - Mathématiques 2

I Résultats préliminaires
LA -

z z *
Q1. Procédons par récurrence sur ne N .

Initialisation : Soit x,e R.Ona:

(ﬁ(1+xk)j—

k=1

1
1 =1 3= = ] = 1|1 (H ) j
k=1

L’inégalité est donc vraie au rang n =1 (c’est méme une égalité).

Z pe . pe Mo . N *
Heérédité : Supposons la propriété vraie a un rang ne N .

Soit (x;, ..., x,, x,,, )€ R™" . Ona:
n+l n
(H(ka)j—l: (1+xk)j(1+xn+l) 1
k=1 k=1

=

- (1+xk>]<1+x V() (145,)-1

=1

1+xk j (1+‘xn+l)+xn+l
1

=

1

IA

+

X

n+l

1
il

+‘xk ] (1+xn+l)

=1

IA

1|t+x

n+l

+

xn+l

H(ka)j_

k=1

Avec I’hypothese de récurrence et I’inégalité triangulaire, on obtient :

(ﬁ(1+xk)j—lSKﬁ(1+|xk|)j—l}(l+x )+

X

n+l

n+l
k=1 k=1

S(H(l+|xk|)j(l+ %)= 1= %0 | ], :(ﬁ(l+|xk|)j—l

L’inégalité est donc vraie au rang n+1.

. ., e e e qe , b soqe, s . * .
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, soit :

(ﬁ(l+xk )j—l S(ﬁ(l+|xk|)j—l

k=1 k=1

Pour tout (x,, ..., x,)€ R",
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Q2. Soit (x,...,x,)e[~1;+0[".

Pour tout ke |I1,n]], on a x € [—1;+oo[, donc 1+x, 20 et par convexité de la fonction

exponentielle, on peut écrire 0<1+x, <exp(x,). En multipliant membre & membre pour k

allant de 1 a n, on obtient :
0<H 1+x,)<| [exp(x,).

Soit :

LB -

Q3. Pour tout e C, les séries z et z| | convergent et

+oo _k + o0 k
‘(l+t)—e’=(1+t)—2% Zk' ZM

k=1 . k=2

Or, avec une réindexation et Z| | , on peut écrire :
k=0
+u_ z*“ll_ S || || || s
Ainsi, on a bien :
‘(1+t)—e’ < t|zeM

Q4. Soit (a,h)e C* et ne N,

a"—b"

b n—l—kj

n—1
=|(a— b)z a'b™*
k=0

n—1
ky.n—-1-k
“Jo-HSats
k=0

Et, avec M =max(|a|,|b|), ona |a| <M et |b|SM ,d’ou:

n—1
S|a—b|(kz_(;|a|k

n—1 n—1 n—1

k —1-k _1— _ _
la o] " <Y MM =Y M =M
k=0 k=0 k=0
Ainsi, on a bien :
a" —b"|<nM"! a—b|
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Q5. Soit ne N'.

4 n
En posant a =1+~ et b=¢"",0na:

n
|a| = 1+£ SI+HS ol
n n
|b| = ez/n — eRe(z)/n < e\z\/n (car RC(Z) < |Z|)

Donc, M =max (|a|,|b|) <e™ etavecla question précédente, on obtient :

n n (n—l)‘z‘
Z Z _ Z Z
1+ —ef|=| 1+= | =)' |<nM "' 1+=—e""|<ne " [1+=Z—e"
n n n n
Z 22 -
D’apres la question Q3, on a |l +=—¢¥"|< || €, donc
n n
n (n-1)|7| 2 |z 2 (m-D)d |4
Z — 1zl |, 7 — =
1+—=| —€é*|<ne ™ |- " =n%e noen,
n n n
Soit :
zY 2
1+2 | —ef| <ELf
n n

2 I
., . Zl e
Q6. Pour ze C fixé,ona lim L

n—+o n

=0, donc avec le théoréme des gendarmes et u, = (1+£j ,
n

la question précédente permet de conclure que :

b Zz
La suite (u, )neN* converge vers e- .

II Exemples de calcul de produit infini
I1.A -

) ) N 1 N (_ 1)n+l
Q7. Soitunentier N =2. Posons P, = H(l—?j et O, = H(1+ .

n=2 n=2 n

P, :Iﬂlnzz_l :Iﬂl(n+1)(2n—l) :[Iﬂlrﬁlj[ﬁ”__lj:NTﬂ%:%(H_%j_

n=2 n n=2 n

1 .
Alors, P, %E , donc le produit converge et vaut :
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Par ailleurs :

n=2 n n=2 n n=2 n

n pair nimpair

2N _ n+l 2N _ n+l 2N _ n+l
QZN=H(1+( D J:H(H( D jxn[u( D J
En réindexant chacun des deux produits, on obtient :

2 (PG 1 N opn—1_ 34 2n+2
N D S N I 1 e

n=2 n n=1 =1 n=1

_1><3><...><(2N—1)>< 4x.x(2N) 1
2X4X..X(2N) 3X.xX(2N-1) 2

Alors :
2N+1 n+l 2N n+l 2N+2
=D (=D =D 1 ( 1 j 1
= 1+ = 1+ X|1+—— [=—X| 1+ —
Qo H( n H n ON+1 ) 2 DN+1) V7= 72

1 1
et (Qyy.1),., convergent vers 5 donc Q, BLETTRe et:

+o0 (_ 1)n+1 _l
(-

n=2 n

Ainsi, les suites (szv )N>2

. T . L .
II.B — Pour tout ne N , u+ cos"u est continue sur [0,5}, donc W, est bien défini.

Q8. Soit ne N.

En intégrant par parties, on a :

=] cos™udu=["" (cosu)(cos™ ) du
=[(sinu)(cos™u) | = [ (simue) ((n+ 1) sinu) cos”u) du
=+ )] " (sinu) (cos"u)du = (n+ 1) (1-cosu) (cos"u) du
:(n+1)j0 (cos"u—cos™?u)du = (n+ YW, - (n+DW,,,

Ainsi, W

n+2

=(n+HW —-(m+DHW ,,dou:

n+2)W ,=(m+HW,

Aux rangs impairs, la relation ci-dessus devient : (2n+3)W, . =2n+2)W,

n+3 n+l *

(2n+1)!
Posons alors pour tout ne N, V. =W, ., W On a alors pour tout ne N :
n.
2n+3)!  2n+2 (2n+3)(2n+2) 2n+1)!

V., =W

2n+3

+1

= =V.
222 ((n+1)))° 2043 7 A+’ 27l
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/2 b
Ainsi, la suite (V,)  est constante. Enfin, on a V, =W, = .[ , cosudu =[sinu] 0/2 =1, donc

pourtout ne N, V. =V, =1, soit :

B 22n (n ‘)2
M 2n+1)!

Q9. A l’aide de la formule de Stirling, on obtient :

o2 ( Jzn_n(’;j]z ] - 2zn2,:zn e\/_( j

e ~
3 2n+1)%" nose 2\/_

n_:m 2n+l
‘/2n(2n+1)(2n+1j V2m(2n+1) T
e

Or, (1+Lj_2" = e_znh{HTl"j = e_zn[?l”ﬂ{%jj =W 507! ot ainsi :

n—>+oo
Jn

W. ~
2 e 0

2n+1

Soit Ne N".Ona:
ZZN(INI nj
N an? & n’ n=1
j II 2 H N N
wer 47— (2n— 1)(2””) (| I(2n—l)j(| |(2n+l)j

Iﬁ(H

n=l1 n=l1

~ 22V (N1’ C2M(NY) (2%x4%..x(2N))’
~(1x3%..X(2N 1)) (3%..X (2N +1)) (2N)!(2N +1)!

- 2% (N1 2

_(2N+l)(—(2N+D!J =2N+1)(W,,,,)

Alors :

- Jn 2_7: 1
H(1+4n _JN;w(zNH)(zW _E(Hﬁj

n

Ainsi, le produit H(1+ 1 21 J converge et vaut :
n=l n -

i 1 oo
[T1+—|==
dn~ -1 2

n=l1
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III Etude d’une fonction définie par un produit infini

HI.A -

Q10. Pourtout xe S ettout ne N",ona:

Q11.

n+l n

0,0 -0, =[]+ -TT0+£ )

k=1

=[]0+ n @0+
-{T10+1000)

k=1

fra0))-1]

fn+l (X)|

Et pour tout k € [[1,n], | f. (x)| € [-1;+0o[, donc, avec la question Q2, on peut écrire :

n

H(1+|fk<x>l)Sexp(ilmlj-

k=1
Toutes les fonctions | fn| sont continues sur S et la série Z| fn| converge uniformément sur

S vers la fonction R,, donc R, est continue sur le segment S : elle est majorée sur S.
Ainsi, il existe M € R, tel que [R)|<M .

fn

sont positives sur S, donc pour tout xe S et tout ne N :

Enfin, toutes les fonctions
0> | W|SR ™ =D |f(x)|sM .
k=1 k=1
Alinsi, exp(2| fk(x)|j <e™ et finalement, il existe bien M e Ri tel que, pour tout xe S et

k=1

tout ne N* :

0,.(0-0,(x<e"

fra ()

Soient xe S et ne N'. Comme ci-dessus, on a :

n

Pn(0)—F,(x) = (H(1+ fi (X))jfm (x).

k=1

Donc :

n

[T10+5)

k=1

fra@).

P, (x)—P,(x)|=

fra(0)]= (fIIl +fi (x)lj
Comme pour tout k € [1,n], 0<[1+ £ (x)| <1+|f,(x)|, on a ﬁ|1+fk(x)| Sﬁ(1+|fk(x)|).

D’ou,

.1 ()|, soit pour tout xe S ettout ne N :

P, (x)-P,(x)|< (f[(ulfk (x)|)J

k=1

Pn+1 (X) - Pn (.X)| < Qn+l (.X) - Qn (.X)
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Q12. D’apres les deux questions précédentes, on a pour tout xe S et tout ne N :

JAES

P, (x)=P,()|<e"

Or, e est une constante positive et la série de fonctions Z| fn| converge uniformément,
P..—P

w1 Iy
simplement sur S, donc la suite de fonctions (P,) . converge simplement sur S vers la

donc simplement sur S. Par comparaison, la série de fonctions z converge

+oo

fonction P:S—>R ;x> H(1+ f,(x)) (par définition d’un produit infini donnée au début

n=1

de I’énoncé).

De plus, pour tout xe S ettout ne N ,ona:

PP, =Y (By()-R.(x).

P (x)—P,(x)| et Y

Comme les séries (x)| convergent, on peut écrire :
n g p

|P(xX) = B,(0)]| =D (P ()= B(0))| < D | Py ()= B(0)| < D " | fr (0] =" R, (%)
avec R (x)= Y |f,(x)|.

Enfin, comme la série de fonctions Z| fn| converge uniformément sur S, la suite de

fonctions positives (R,) . converge uniformément vers la fonction nulle sur S, soit :

Or, pour tout x€ S et tout ne N :

|P(x)—P,(x)|<e"R,(x)<e |

R

n

_ =51;pRn — 0.

Rﬂ

=)

Et comme " |Rn _————=—0, on peut conclure par hypothése de domination que :
S—>R
La suite de fonctions (P,) _ . converge uniformément sur S vers P: ks .
x> ]+ 7,(0)
n=1

Q13. Pour tout ne N, la fonction f, est continue sur S, donc P, = H(1+ f.) Dest aussi en tant
k=1
que produit de telles fonctions.

Alors, comme (Pn)neN* converge uniformément sur S vers P :

La fonction P est continue sur S .
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Pour tout ne N', la fonction f, est & valeurs dans |—1,+o[, donc 1+ f, >0 et par

conséquent, P = H (1+ £,)>0. On peut donc écrire In P, = ZIH (1+1,).

k=1
Soit xe S fixé.

Comme la série de fonctions Z| fn| converge uniformément sur S, elle converge

converge.
Ceci implique entre autres que f,(x)————-—0, donc que ‘ln 1+ f,(x)) ‘ | £, (x)| et par

comparaison de séries positives, la série numérique ln 1+ f (x))| converge.
n

Ainsi, la série numérique ZIH (1+ f,(x)) converge absolument donc converge, soit :

n—+oo

In P, (x)= anln(1+ () ———0(x) .

Par continuité de la fonction exponentielle, on obtient Pn(x)ﬁ)e“’(") = P(x) et ainsi,

pour tout xe S, P(x)=¢e*" >0, et donc :

La fonction P ne s’annule pas sur S.

III.B -
Q14. Posons pour tout xe R, ettout ne N, f. (x)=- e

° ( 1, )nZl une suite de fonctions continues sur Ri et a valeurs dans ] -1,0 [ c ] —1,+ [

e Pour tout segment S=[a,b]cR] et tout ne N, on a sup|f,(x)|= e =) etla

xe$S

. L L. _ 2 _ 2
série géométrique Z(e “)" converge (car a#0,donc 0<e “ <1).
Ainsi, la série Z| fn| converge normalement donc uniformément sur S .
Nous avons donc réuni toutes les hypotheses pour conclure, d’apres les questions

+ o0 + o
précédentes, que la fonction f: x> [J(1+f,(x) = H(l—e"”‘ ) est définie et continue sur
n=1

n=1

tout segment inclus dans R, , et ainsi :

La fonction f:x+> H(l —e ) est définie et continue sur R’ .

n=1

Q15. D’apres Q13, la fonction In f est définie sur tout segment inclus dans Ri, donc sur ]R*+ ,

*
avec pour tout xe R,

n(f(x) Zln 1+ f,(x)).
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Pour tout ne N°, f,,donc In (1+ fn) , sont strictement croissantes sur ]R*+ et ainsi, pour tous

a,be R’ telsque a<b,ona In(1+ f,(b))—In(1+ f,(a)) >0, d’ou :

In(f(b))-In(f(a)= f[ln(nfn(b))—ln(1+fn(a))} >0.

n=l1

Ceci donne f(b)> f(a) etainsi :

. . *
fest strictement croissante sur R, .

Pour tout xe R, et tout ne N', posons gn(x):ln(l—e‘”z):ln(1+fn(x)).

Sous réserve d’existence, on a alors :
lim In(f(x))= lim E In(1+ f,(x))= lim E g,(x).
X —>+o0 X0 4= X oo £

* . . A . *
Pour tout ne N, la fonction g, est croissante et négative sur R, , donc :

~ e_n

n—>+oo

g, (0| =[g,[=[m(1-¢)

sup
xe[l,+ oo

La série géométrique Ze‘" converge (car 0<e ' <1), donc la série de fonctions Zgn

converge normalement, donc uniformément sur [1,+ oo [ .

Or, pour tout ne N*, lim g,(x)=0, donc avec le théoreme de la limite double, on obtient :
X —+oo
lim E g, (x)= E lim g, (x)=0.
x>t — P

Ainsi, lim In ( f (x)) =0 et, par continuité de la fonction exponentielle en 0, on obtient :
X —+oo

lim f(x)=1

Pour tout xe R, ettout ne N',ona:

O<l—e" <1.

+ o0
Donc, 0< H(l— e ) <1 et ainsi, pour tout xe Ri :
n=2

0<f(x):ﬁ(1—e_”2)<1—e‘x2.

Comme lirr(l) (1 —e " ) =0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que :
x>

liir(l)f(x) =0
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HI.C -
Q16. Soit ne N'. Pour tout xe S, P,(x) :H(1+fk(x)).
k=1
Comme toutes les fonctions f, sont de classe C' sur S, P, est de classe C' sur S comme
produit de telles fonctions. De plus, pour tout x€ S :
fﬂ@=§1ﬁ(@{10+ﬁ@ﬂ)
k=1 j=1, j#k
Comme pour tout je N et tout xe S, 1+ f,(x)#0 (f, est a valeurs dans ]-1,4+c[), on
peut écrire :
[T(1+7,00)
P%@=ibﬁuﬂl—————=ifﬁuyﬂglj
! k=1 ! 1+fk(x) k=1 ! 1+fk(x)
Soit finalement, pour tout ne N " ettout xe S :
B =B 03
o 1+ f (%)
Q17. Soient (w,) . et (v,) .. sont deux suites de fonctions continues qui convergent

uniformément sur S vers u et v respectivement.

On a alors lim ||un —u||w = lim ||vn —v||w =0 et les fonctions u et v sont continues sur S.

n—>+o n—+oo

Comme S est un segment, u et v sont bornées, donc il existe un réel M >0 tel que |u| <M
et [y|<M .

Alors, pour tout ne N et tout xe S :

u, (x)w, (x)—u, (x)v(x)+u, (x)v(x)— u(x)v(x)|
u,(x)v (x)—u, (x)v(x)| +u, (x)v(x)— u(x)v(x)|
1, ()| v, (X) = ()| +|v ()| |, (x) = ()|

u, (x) u,— u||m

u, (x)—u(x)+u(x)
< ( u,(x)— u(x)| + |u(x)|)
< (Ju, =+ ), =]+ M

u,(x)v,(x)— u(x)v(x)| =

<

<

<

v, —v||m +|v(x)

<

v, —v||w +|v(x)

u, —uf.

u, —u|

v, —v||m +|v(x)

=)

u, —uf.

Ainsi :

uyv, —uv”m < (”un —u||m +M )”vn —v||m +M ||un —u||m .

10
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Et comme on a (||u —u||w +M)||vn —v||w +M ||un —u||w ——— 0 car ||un —u”w ——=0 et

n—+oo n—+oo

v, —v|| ——— >0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que

n—+oo

_———=—0 etainsi, la suite (u,v .) o convergent uniformément vers uv sur S.

n—+oo

On a vu que (F,) . converge uniformément, donc simplement, sur S vers la fonction P
(question Q12) et que pour tout ne N°, P est de classe C', donc continue, sur S (question

précédente).

De plus, la série de fonctions continues ZL converge uniformément sur S, donc la

1+ f,
suite de fonctions continues ( fi J converge uniformément sur S. Alors, avec
k=1 1+ fk neN”
P'=P % pour tout n€ N* et ce qui I’on a vu au début de la question, la suite (P)) N
k=1 + k "
converge uniformément sur S vers P L
n=l1 1 + fn
Toutes les hypothéses sont réunies pour conclure que la fonction P est de classe C' sur S
avec P'= P S
n=l1 1+ f

Enfin, d’aprés la question Q13, P ne s’annule pas sur S, donc :

P= H(1+f) est de classe C' sur S avec %_;l-{f

IV Expression de la fonction sinus comme produit infini

IV.A -
Q18.

Ona:

. 2n+l . 2n+l1
Pn(X):i I+ iX [y iX
2i 2n+1 2n+1
_i znzﬂ(2n+lj iX k_znzﬂ(2n+lj(_ 1)k iX ¢
2i\ =\ k 2n+1 =\ k 2n+1

21— (=D (2n+1 1 p RS 1-(=D 4 (2n+1 1 k
SO o) L R ICh ) 1
im0 2 k- )(2n+1) =0 2i k) @2n+1)

k impair

N k[ 20+ 1 2kt
_Z( 1) (2]{_'_1) (2n+1)2k+l X

k=0

Ainsi :

=

P, est bien un polyndme réel de degré 2n+1 et de coefficient dominant )
n+

11
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km

19. Pour tout k€ |[0,2n|, posons o, =——.
Q [0.27].» oo+l

. T . .
Remarquons que 0 <o, <T etsi o, # B (car sinon 2k =2n+1 qui est absurde).

Ainsi, x, =(2n+1)tano, est bien définieton a:

i

1 2n+1 . 2n+1
Pn(xk)zz—i 1+ (2n+1)tanockj —(1— ! (2n+1)tanockj

2n+1 2n+1

1 . 2n+1 . 2n+l
. sin o .sina
=—|1+i k —| 1= .
2i cos cos O,

1 ei&k 2n+1 e_iak 2n+1
2i|  cosa, cos L,

1 o o _ miney

(COS (xk )211+1 21

_sin((2n+1Da, ) sin(km) 0

)211+1

(cosat, )" (cosa,

Ainsi, les x, sont des racines de P,.

km
2n+1

T . .
e Pour tout ke [O,n]] ,ona 0< <— et comme la fonction tangente est strictement

. T
croissante sur O’E ,ona: 0=x,<x <..<x,.

e Pourtout ke [n+1,2n],ona 2n+1-ke[l,n] et o, =n—0,,,,, , donc:
x, =2n+Dtano, =2n+1)tan(n—0t,,,, ) =—Cr+1)tanc,,,, , =— X, -

Or, —x, <...<—x,<0, ce qui donne : x

n+l

<..<-x,, <0.

Ainsi, x,

<X

n+2

<..<X,, <X,<x <..<x, et les x, sont 2n+1 racines distinctes de P,.

Comme P, est de degré 2n+1, il ne peut avoir d’autre racine et finalement :

L’ensemble des racines de P, est bien {x, |k [0,2n]}.

Q20. Dr’apres la question précédente, le polynome réel P, est scindé dans R, donc si pe R est le

_1\" 2n
coefficient dominant de P, (on a méme vu que \ = ﬁ), ona P(X)= MQ(X -x).
Avec x, =0 et pour tout ke |In+1, Zn]] , X, =—X,,,,_, » on peut alors écrire :
n 2n n 2n
Pn(X):M(X —xO)H(X—xk)H (X_xk):MXH(X _xk)H (X +x2n+l—k)‘
k=1 k=n+1 k=1 k=n+1

12
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En effectuant un changement d’indice dans le second produit (k'=2nrn+1-k), on obtient,
avec x, #0 pour tout ke [[1,11]] :

P(X)= uXHX kaX+xk uXH( -x2)
k=1
X2
~Corux (- x) = [T 3 T (l_j
k=1 k=1 k=1 Xy
Et ainsi, en posant A = (—1)" M[H xkzj , on obtient bien :
k=1
n X 2
P(X)=AX H(1——2J
k=1 Xk
. 2n+l . 2n+l
Q21. Ona Pn(X):L (1+ iX j —(1— iX j , donc :
21 2n+1 2n+1

ix " ix )"
P'(X)=— (2n+1) (1+ j +(2n+1) (1— j
n+l1 2n+1 2n+1 2n+1

1 ix ix
=—||1+ +1-
2 2n+1 2n+1

Et ainsi : P'(0)=1.

Mais, P.(X)=AX Q, (X) avec Q,(X)= H(I—X—j donc :

k=1 Xk
P/(X)=A0,(X)+AX Q,(X).
Alors : Pn'(0)=7uQn(0)=7n.

Ainsi, P'(0)=A=1 etdonc:

11(X>=Xf[[l—f—fj

k=1

(Gl

Remarquons qu’avec 0 = —————
q q H (2n+1)2n+1

et A=(— 1)";1( x. |, on obtient :

k=1

2
. =1 Y 2 1 - kT
A=(C-1)'—"—— = tan .
( )(2n+1)2”+1(1k]ka 2n+1(g (2n+1D
L km ’ 2 kT
Avec A=1, ceci donne tan =2n+1, donc tan =+/2n+1 car
(H (2n+1D " I ( j "

il 2n+1
( km
tan
2n+1

j>0 pour tout k€ [[1,n].

13
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Q22. Onrappelleici P, la fonction polynomiale associée au polyndme P, .

< . . ix) ix
Pour tout xe R, d’apres la question Q6, ona lim (1+—j =¢e'", donc :

n—+o n

. 2n+l . 2n+1
lim | 1+—2 —¢ et lim |1-—2= =e ',
n—+eo 2n+1 n—+e 2n+1
Alors :
1 ix 2n+l ix 2n+1 1
lim P,(x)= lim |—||1+ — 1= =—(e"—e ™) =sinx.
n—+oo n—+eo| Df 2n+1 2n+1 2i
Ainsi :

La suite de fonctions (P,),_, converge simplement sur R vers la fonction sinus.

IV.B —Soient te R, et ke N".Ona >k sietseulementsi | 7|2k eton peut écrire :

k 2

<[] 1- al quand |7 |>k

i (QL;J+1)2tan2[2L{Jn+J

v (1) =

xH 1- - quand |t |<k
= (2|_tJ+1)2 tanz(zLiﬁ_l]

Soit :
min(k,[ ¢ ) ¥
viy=x [T |1- _ :
j=1 2 2 JT
(2 7]+1) tan (2LIJ+J

Q23. Pourtout re R, ettout ke N tel que k =2, considérons deux cas.

e Si|t|<k-1,alors min (k —1,LtJ) = min (k,LtJ) =|t ], donc v, (t) =v,_, (1), soit :

2
v, (1) =v, ()] =0 < #M_l OF

14
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e Si|t|>k,alors min(k—l,LtJ)zk—l et min(k,LtJ):k,donc:

2
X

v.()=v,_, @)1=

Et:

2
X

v, () =v, ()| =

(2] ]+ 1)2 tan’ [2|_];_T+1

T
La fonction tangente convexe sur [ 5 { (car tan"=2(1+tan*)tan >0 sur [

(2|1 ]+1)" tan’ (2'_];_7':_1] Ve, @)

NI;}

{ ), donc

) T
sa courbe est au-dessus de sa tangente en 0, soit pour tout u € [O’E [ ,tanu =>u.

Or,onaici 0<k<| 1|, donc 2|_];_|n+1€ {O,g[ et ainsi, tan[ LIJ"'J

km
2| 1]+1
|Vk(t) Vi— 1(t)| P z|vk l(t)|

Ceci donne (ZLIJ +1)2 tan’ [ j > k’n* >0 etdonc :

Finalement, on obtient bien pour tout € R, et tout entier k =2 :

2
v, (1) = v, ()] € #M_l )|

Q24. Soientte R, et ke N .Ona:

min(k,| 1) 2 min(k |1 |)

=] TT - <l [T |1+
J=l 2 2 JT J=1
(2LtJ+1) tan [ZLIJ'FJ

—

Et, par convexité de la fonction exponentielle, on obtient :

min(k.[ 1) 2

kT

2LtJ+1

2
X

(2LtJ+l)2tan2(2L{T+J |

|vk(t)|s|x| H exp : - .
a (2] ]+1) tanz(ZLiJH]

15
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Q2s.

Q26.

On a vu dans la question précédente que

1 R
< 2 pour tout je N |

(2|1 J+1)2tan2(2|_{_|n+1] /

donc :
min(k, ) 2 2 minlkle])
|vk (t)| < |x| H exp(jzn2 J :|x| exp(? 2. 7}
1 min(k.| ) 1 ko
Enfin, comme — 20 pour tout je N" et min (k,LtJ) <k,ona — < Z_z et ainsi :
=t J j=1 J

Rappelons qu’ici, x est un réel fixé et que la variable des fonctions v, —v,_, estt.

NS L | 21 )
Pour tout ke N, Z_—ZSZ—Z, donc en posant M:|x|exp(x—227j20, on obtient
=1 =1 TS

v,(O|<M pourtout te R, ettout ke N'.

Alors la question Q23 donne pour tout € R, et tout entier k=2 :
Mx* 1

|Vk (l) — Vi (t)| < 7; .

Comme la série ZF converge, la série de fonctions Z(vk —v,_,) vérifie 'hypothese de

domination, donc converge normalement sur R, et ainsi :

La série de fonctions Z(vk —v,_,) converge uniformément sur R, .

Soit ke N".

Pourtout je N ,ona lim =0, etcomme tanu ~ u,ona:
t—>+oo2|jJ+] u—0

(szJ+1)2tan{zmﬂjwm( ¢ ]+1) [ZUJHJZ:W.

2
k X

Quand r>k,ona vk(t):xH 1- et donc :

I (2LtJ+1)2tanz(2Lﬁ+1]

k 2
rlirflmvk(t):xn(l_ fnz}

J=1

16
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Soit re R, .

Quand k>t,ona v, ()= PLT J(x) qui ne dépend pas de k, donc :

lim v, (=R, ()

Q27. Résumons :

e d’apres la question Q22, on a : llm P (x) lim P (x)=sinx ;

e d’apres la question Q26, on a alors :

lim lim v, () =sinx

t—>+ook—>+00

2

® A partir d’un certain rang N,ona 0<——

2 2
<1.Or, ln(l— X j ~ = )26 — et, comme
J T

j2n2 jo oo j TE

2 2
L . X L. X
la série de signe constant Z(— jzﬂzj converge, la série ZIH (1— jzﬂtzj converge et

j=N

k 2
.. . X
ainsi, la suite [I I (1— - D converge. Alors :
keN"

=1 J T

x2
27.[2 :

e d’apres Q25, la série de fonctions Z(vk —v,_,) converge uniformément sur R, , donc la

+ oo
Iim lim v, (t)=x
k—+oot—+oo k() H

série de fonctions (v, ) converge uniformément sur R, et on peut donc conclure :

keN"

lim lim v (t)— lim lim v, (7).

t—>+ok—+ — 4ot 4o

Finalement, on obtient :

sin x = xn(l—( n) j
j=1 .]

1v.C -

2
X

(nm)*

Q28. Pourtout xe [—g,g} ettout ne N, on pose f,(x)=-

e (f, )m est une suite de fonctions de classe C' (polynomiale) sur le segment [— g,g}

e Pour tout xe {—— —}

_L et la série Z%, donc la série de
22 4n

4n®
_nn
272 |

17
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T T
e Pour tout xe [——,—}

22
o) —Sl,donc g=1—131+fn(x)31+l et ainsi, O<;Si;
4 4 4 4 I+f(x) 3
o) = 2|x| < ! .
n)?  wn’
Ainsi, | ' X) |
\1+f(x)\ 3

A . T T
z converge normalement, donc uniformément sur | ——,—|.
1+ f, 22

+ o0
Toutes les hypotheses de la partie I11.C sont réunies, donc la fonction P: x> H(1+ f,(x))

n=1

est de classe C' sur —EE et pour tout xe —E,E :
272 22

2x
P'(x) £ & (mt) RS 2x
P(x) z1+f<x>_; =L
 (nmy’

+o0 2 .
T T X sin x
Or, pour tout xe | ——,— [\{0}, P(x)= 1- = et
P [ 2 2} {0} P In_Il( (nnfj x

XCosx—sinx

P'(x) X2 _xcosx—sinx cosx 1
P(x) sin x xsin x sinx x
X
cosx 1 2x .
Ainsi, pour tout xe | ——,— \{O} ——=—) ———,soit:
2’ sinx  x ~ (nm)* —x

COS X _ z

sinx x (nn) —x°

Q29. Ona:

xZ x3 3 3 1
x| 1-=—|=x+=—+ 0o (x) _* 3y _ 1
xXcosx—sinx ( 2 6 -0 3 +x9>0(X)_ 3+x9>0(1)

sinx xz(x+ Oo(x)) a x3+xgo(x3) - 1+xgo(1)

Donc :

. Xxcosx—sinx . 1({cosx 1 1
11m2+=11m —| — - | |=—=.
x>0 x“sinx x=>0l x\ sinx X 3

18
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or, l(cosx _lj :l(_ ELJ = i%, donc :

xsinx x) x| S mn)’-x ~(nm)* —x

. xcosx—sinx . -~ 2 1
lim—————= hm{— Z—} = 3

- 2 2
x=0  x“sinx =0l =(nw) —x

+ oo 2 2
. T T
hrr(l) Zﬁ =
=0 =n—x 6

Soit :

2

. T P T T
Pour tout ne N, soit g, : x> ———— définie sur | ——,—|.
mn"—x 22
e Pourtout ne N ,ona sup |g (x)| =|g T- et la série z ! converge
’ LT "\2)] 4n’-1 4n® - ’

- . L T T
donc la série z g, converge normalement, donc uniformément sur | — 25|

2
- T 1
® Pourtout ne N, limg, (x)=——=—.
x—0 mn n

Ainsi, z lirr}) g, (x)= lirr(l)(z g, (x)j , Soit :
n=1 X —> X—> =1

19
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Probleme 2 : Extrait de CCP 2019 - PSI

I Eléments propres d’une matrice

1.1 — Localisation des valeurs propres

Q30. Ona AX =AX et AX =[Zai,jxjj , donc pour tout i€ [1,n] :
j=1

Q31.

1<i<n

n
Ay, = Zaf,jxf
j=l1

En prenant i=i, et en passant aux modules dans la relation ci-dessus, on obtient avec
I’inégalité triangulaire :

n
‘)\'xi()‘ = |7\’| ‘x’b‘ = ‘Zaiovjxj
j=1

x|

n n
< E x| = E ‘ L
- ‘a’o »J x] ‘ alo »J
j=1 j=1

Or, pour tout ‘xio‘ =max |x,|, donc pour tout je[1,n], xj‘ < ‘xl.o‘ et ainsi :
1<i<n
n n n
TSl S l={ Sl
P\'”xlo‘_ ‘al()ul x] - a’ov,l xlo a’ov,l xlo :
= = =

Enfin,

xiO‘ZO et si ‘xl.o‘:max x,.|=0, alors x, =0 pour tout i€ [[l,n]] et donc X =0, ce qui

1<i<n

est absurde car par hypothese X # 0. Donc, xl.o‘ #0.

On peut alors diviser I'inégalité ci-dessus par ‘xio‘ > 0 sans en changer le sens, ce qui donne :

n
|}\’| < Z:l‘aiovj‘
j=

aio i

n

On a Z
N 1<i<n
j=1

< max (Z‘ai, ; U et par transitivité de I’'inégalité, on obtient :
j=1

n
|’~|S£22§[Z\%\]
j=1

Q32. Sionnote A, (.B)=(qa; ). ,onapour tout i€ [1,n] :

" _ |oc|+|[3| sii=loun

a,|

j=1 i |OL|+2|[3| sinon

20
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Donc, ?EQX(Z“IMU = |oc|+2|[3| et d’apres la question précédente, pour toute valeur propre
sisn j:1 N

AeR de A (0o,B),onabien:

A <o +2Jp

1.2 — Calcul des valeurs propres de A, (o.,[3)

Q33. Ici, =0 et B=1, donc, d’aprés la question précédente, toute valeur propre A R de

A,(0,1) vérifie |A|<2, soit —1< % <1 etdonc:

1l existe un unique O¢€ [0,7] tel que A =2cosH.

Q34. En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient :

2X -1 0 -~ O

~1-10 - 0
-12X -1 ", 02X -1 "-.

Upy(X) =% 0y (2X)=| 0 =17 0| =2XU,,(X)+|0 -1 " " 0
. Do -
o -+ 0 -12X o 0 0 —-12X il

Et, en développant le dernier déterminant par rapport a la premiere ligne, on obtient :

U,.,(X)=2XU,,,(X)-U,(X)

Soit O ]0,7[. Prouvons par récurrence double sur n que pour tout ne N :

sin((n+1)0
Un(cose):—((,n ) )
sin 6
e 2X -1 )
Initialisation : Ona U, =2X et U, = 1 ax =4X"~-1, donc:

U, (cos0)=2cos 0= 2cos0sin 6 _ sin (20) .

sin O sin O
Et:
sin (30) =sin (20+ 0) =sin (20) cos 0+ sin 6¢cos (26)
=2sinOcos> 6+sin6(2cos2 9—1) = sin(9(4cos2 9—1)
Donc :
U, (cos8)=4cos” 9—1:L(36)
sin 0

La relation est donc vraie aux rangs n=1et n=2.

21
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e Ve . Ve * . .
Heérédité - Pour ne N, supposons la relation vraie aux rangs n et n+1.

Alors, avec la relation précédente :
U,.,(cos0)=2cos0 U, (cos0)—U, (cosH).

Et par hypothese de récurrence :

sin((n+2)0) sin((n+1)8)
sin - sin O
_ 2sin((n+2)8)cosO—sin((n+1)8)
- sin®
_sin((n+2)0+6)+sin((n+2)0—6)—sin((n+1)8)

sin O

U

(cos®)=2cos6

n+2

_sin((n+3)8)
B sin©
La relation est donc vraie au rang n+2.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N', soit pour
tout ¢ |0, 7| :

sin((n+1)8)

U, (cos®)= e

Q35. D’apres la question Q33, pour tout Ae Sp(A,(0,1)) =[-2,2], il existe un unique 6€ [0,7]
tel que A =2cos0. Alors, pour tout Ae R :

A=2cos0e Sp(A,(0,1)) & x4 0nA)=%, 01 (2c0s0)=0 & U, (cos8)=0.
Or,si 6€]0,7[, soit e |-2,2[,ona:
U,(cos8)=0 < sin((n+1)0)=0 < 9=%,je[[1,n]].
Ainsi :

re Sp(A 0NN -2:2) o ke{Zcos(%j,je[[l,n]]}.
n
Ceci donne {2C08(%), je [[l,n]]}cSp(An(O,l)).
n

Or, la fonction cosinus est strictement décroissante, donc injective, sur |0,7[ et ’ensemble

{2 cos (]—J, je [[l,n]]} contient exactement n éléments distincts.
n+

Or, A,(0,1) est une matrice nXn donc admet au plus n valeurs propres distinctes et ainsi :

_ Jr )
Sp(An(O,l))—{Zcos(n_i_J,]e [[1,11]]}

22
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Alors, A, (0,1) admet exactement n valeurs propres distinctes, donc :

Chaque valeur propre de A (0,1) est de multiplicité 1 et la
dimension du sous-espace propre associé est aussi égale a 1.

Q36. Soient je |I1,n]] et X =(x,)c, € M, ,(R) un vecteur propre de A, (0,1) associ€ a la valeur

propre 2cos6; avec 0, :]—nl. Ona A (0,)X =(Zcosej)X , Soit :
n+

x2:(2cos6j)xl

=)
—_
()
=)
=

X +x =(2cos(9j)x2

S
—
=

=(2cos6j) x =

[u—y

X, ,tx = (2cos Oj)xn_1

xn_lz(Zcosej)xn

Etavec x, =x,, =0, ceci revient a pour tout k€ [0,n—1] :

Xepn = 2(cos 0, ) X, tx, =0

La suite finie (x;),,., est donc la suite des termes de rangs 1 a n de 'unique suite (¥, ),y

telle que u, =u,,, =0 et vérifiant la relation de récurrence linéaire double pour tout ke N :
u.,, —2(cos(9j)uk+l +u, =0.

L’équation caractéristique associée a cette relation est r° — 2(cos 0, ) r+1=0 dont les racines
complexes conjuguées sont ¢’ et e’ . Alors, il existe A,Be C tels que pour tout ke N :

ike; ~ike;

u,=Ae ' +Be .
-y = - __Jr
Ona u,=u,, =0, soit avec ej_n+1 :
A+B=0
A8 g, inDe; _ (- 1)j(A+B) :O.

Ainsi, B=— A, donc, pour tout ke N :

u,=A("" —e ") =2iAsin (k0,).

23
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X sin 97,

Comme X € M, (R), onobtient X =| 2 |=K Sin(?e/)

X, sin(n6),)

avec K€ R etainsi:

sin Gj

L’espace propre de A, (0,1) associ€ a la valeur propre 2cos8, est Vect sin (:2 ®)

sin(n9))

Q37. Soit (a,p)e R>.Ona A (0.B) =0l +BA (0,1).
SiB=0, A (a,0)=0l,, donc:

Sp(A,(a,0)) ={a} et ker(A,(a,0)—al,) =M, (R)

Si B0, on peut écrire :

XAn(oc,B)(X) = det(XIn —An(oc,B)) = det(XIn —ol, —BAn(O,l))
X—-q " X—-a
= det(ﬁ[( B Jln -4, (0, 1)j|] =B Xa, 00 (TJ

A—0O

Ainsi :

e Sp(A,(0B) © XywpM=0 & xAn(OJ)()L_—OCJ:O = e Sp(A,(0,1)).

B

Comme Sp(A,(0,1)) = {2005 (]_nlj’ je [[l,n]]}, on obtient :
n+

Sp(A,(0.B)) = {OHZBCOS(%} je [[m]]}

De plus, pour tout j € [1,n], si g =oc+2[3c0s(f—nlj, ona:
n—+

ker (A, (o.B)—A, 1, ) =ker| al, +BA, (0, 1)—(oc+ 2B cos (J_’TIDI]

n+
= ker B(An 0,1)— 2cos(ﬂj I D
n+l

= ker| A (0, 1)—2cos(f—”j Inj (car B #0)
n+1
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Donc, pour tout A, = 0.+ 2fcos (J—nlje Sp(A,(a,B)) :
’ n+

sin 6
J

ker (A, (0LB)—A,1,) = Vect s (:29")

sin (n 9/)

II Matrices par blocs

38, ona|AlB)( 210 _(ADZBC B) CetD tent :
Q . na CiD —CEI = CD—DCED et comme € commutent :

REnpinN =,

i n n i

Q39. D’apres I'égalité ci-dessus et la formule d’un déterminant triangulaire par blocs, on peut

écrire :
d t A é B D é 0" — d t .4__.D._.:..§.9...§...§
D\ cTT)|T o, D

dot| ALB  gor[ Lot00 ) g [APBC | B
& deot| @i [det| gt = det| T
A B
e det| =y xdet Dxdet I, =det(AD — BC)xdet D
AlB
& det cTh xdet D =det(AD - BC)xdet D

Si D est inversible, on a det D #0 et donc :

A
det (-—-+ ----- j =det(AD - BC)

Q40. On ne suppose plus D inversible.
Si Sp(D)\{0} #D, on pose r=min{|A

e Sp(D)\{O}} , sinon on pose r=1.
Ona r>0 et (Sp(D)\{0})n]-r,r[=9D.

Alors, pour tout ke N tel que xe]|-r,r[\{0}, x& Sp(D), et donc det(D+xI,)#0,

autrement dit D +x/, est inversible.
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En posant N =|— [+1, on a alors, pour tout entier k>N, —;e ]-r.r[\{0} et donc
r
D +%In est inversible. Ainsi :
Il existe bien Ne N tel que pour tout entier k =N, D +;In est inversible.
) ) ) . 1
Q41. On suppose D non inversible. Pour tout entier k€ N, on pose D, =D +;In .

e Ccommute avec I, et D, donc C commute avec D, pourtout ke N ;

e d’aprés la question précédente, il existe Ne N tel que tel que pour tout entier
k=N, D, estinversible.

Alors, d’apres la question Q39, pour tout k > N :

AB
CD

0) lim D, =D,d li ALBY_
na Jim D, =D, done lim | =

j et par continuité du déterminant :

k—+o k—>+o0

Al AlB
lim det(AD, — BC )— lim det| =4+ =det| =+ |.
k

Enfin, par linéarité a droite du produit matriciel, M +—> AM est linéaire, donc continue sur
M, (C) (qui est de dimension finie). Alors, M +— AM — BC est aussi continue sur ‘M, (C)

et par continuité du déterminant, M > det(AM — BC) est continue sur M, (C).
Ceci permet d’affirmer que lim det (AD, - BC)=det(AD—-BC) (car Jlim D, = D) et ainsi,

méme si D n’est pas inversible, on a encore :

det((—g--z-gﬁ det(AD-BC)

0, 11 X1 -1
Q42. Ona N = (M¢Oje M, (C) et x,(X)= det( ------- RS j
0,

M;XI

Comme — M et X[, commutent, on peut utiliser la relation (1), ce qui donne :

_ XIn i 2 _ 2
Ay (X) = det _—M+XI =det (X I )(X1,)—(=1,)(-M))=det(X*I,-M )=y, (X").
HeSp(N) & %, W=y, W)=0 & p’eSpM).
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Ceci prouve que :

Sp(N)=fne C.ute sp(m))

Q43. Soient X =(x,),.,., € M, (C) un vecteur propre de M associé a la valeur propre p1*.

X
Comme X est un vecteur propre, X #0,,, donc (MXJ #0,,, et:

e e e ) - )

X
Et comme ( MXJ #0,,,, on peut conclure que :

(:;je M,, ,(C) est vecteur propre de N associ€ a la valeur propre L.
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