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Corrigé du DM n° 4

1) Soit xe[0,1] fixé.
La fonction g_ est définie et dérivable sur [ =]— oo ,\/; ] avec g '(t)=1-¢.

Comme xe[0,1], on a I=]—°°,\/;]C]—°°,1]. Alors, g '(t)=0 pour tout tel, avec égalité

seulement quand x=7=1.

La fonction g_ est donc continue (car dérivable) et strictement croissante sur /. Ainsi :
1
8. ([O,\/;]) = [gx(O),gx(\/;)] = [Ex,\/;} c [O,x/;] (car x€[0,1]).
Comme u, =0€ [O,\/; ] , la suite (u,), . est bien définie et tous ses termes sont dans [0,\/; } .
De plus, pour tout ne N, u, , —u, =g (u,)—u, =%(x—un2) et u, e [0,«/;], donc u,,, —u, 20.

Ainsi, la suite u est croissante et majorée par \/; , donc elle converge vers une limite /(x)e [0,\/; ] .

Comme g _ est continue sur [0,\/;}, ona:
g (L)=tx) & ﬁ(x)+%(x—€(x)z) =l(x) & ((x)=x.

Et comme /(x)>0,ona {(x)= \/; .

Finalement :

La suite (u,),_, converge vers Jx.

2) Soit ne N et la fonction f, définie sur [a,b], affine par morceaux, telle que sur le schéma ci-
dessous :
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On a pour tout ne N, f (a)=0 et pour tout xe ]a,b], il existe Ne N tel que pour tout entier
b-a
n+l

converge simplement vers la fonction nulle qui est continue sur [a,b].

n=2N, a+2

<x et donc f,(x)=0. Ainsi, pour tout x€ [a,b], lim f,(x)=0, donc (f,),.y

Par contre, rr%ax] 1, (x)| =n—————>+00, donc la suite (f,), ne converge pas uniformément.
xela,b

3) a. Prouvons par récurrence sur n que pour tout n€ N, P, est une fonction polynomiale.

® Ona F, =0, qui est polyndmiale, donc la propriété est vraie au rang n=0.

¢ Onsuppose qu'aunrang ne N, P est une fonction polynomiale.

. . 1
Alors, x> P (x)* est polyndmiale et il en va de méme pour x > E(X— Pn(x)z) . P, estalors

la somme de deux fonctions polyndmiales, donc est polynomiale.
La propriété est donc vraie au rang n+1.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N.

Ainsi :

Pour tout ne N, P, est une fonction polyndmiale.

: . 1
b. Soit xe[0,1]. Si on pose u, = P,(x),ona u,=0 et pour tout ne N, u,, =un+5(x—un2).

Alors, d’apres la question 6, (u,),., converge vers v x . Ceci prouve que :

La suite (P,),.y converge simplement sur [0,1] vers la fonction h: x> Jx.

c. On vient de voir que, sur sur [0,1], la suite de fonctions (P,)), converge simplement vers la

fonction h: x> \/; , qui est continue sur [0,1].

De plus, en reprenant les notations ci-dessus, on a vu dans la question 6 que pour tout xe [0,1], la

suite (u,), .y = (Pn(x))nEN est croissante, soit, pour tout ne N et tout xe [0,1], f, (x)< f,,(x).

Ainsi, la suite (P)),_, est croissante et donc d’apres le résultat admis :

(P,),.n converge uniformément sur [0,1] vers A.

4) a. Comme S, suit la loi binomiale . %’ (n,x),ona E(S,)=nx et V(S,)=nx(1-x).

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a S, dit que pour tout a€ R, :

P(|S" _E(Sn)| Za):P(|Sn —n_x| Za)g V(fn) _ nX(lz—_x) .
a a
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En prenant @ =no avec o.e R, onabien ae R’ (car n>0)et:

nx(1—x) _ x(1—x)

P(|Sn —nx| > noc) < (o)’ o

Or:

&=

2
x(1—x)=x—x° =l—(x—lJ <
4 2

Et ainsi, pour tout o€ R, :

P(|Sn —nx| > noc) < e

b. Ona Q(S,)=[0,n], donc Q{f[&ﬂ:{f(m,f(lj,...,f(kj,...,f(l)} et:
n n n

L5 B0 B
E{f(%j}=BAfxw

5) a. Pour tout ke [0,n], ona (x,kje [0,1]%, donc, si
n

Soit :

k L.
——x| < o, on peut €crire :

n

P(Ej—fu>Ss
n
b. Ona:
k k
z (f(;j—f(x)jP(Sn:k)S Z f(;j—f(x) P(S,=k).

Et comme | f|_ = sup |£(x)|, on a pour tout ke [0,n] :
x€[0,1]

‘f(%j—f(m f(%j

> ((Efro)rs s T odrs 0=l T ek,

0<k<n, ‘x—f >0 0<k<n,
n

<

tlreal|rl sl =201

Ainsi :

0<k<n, >0

xX—|>a
n

k
=2
n
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n

n

k k
xX—— X—— -X
n n

Enfin, on a {k e [0,n],

> oc} = {k e Q(S,),

> oc} est ’évenement (

~a.

>ocj, donc :

_n_x
n

M

P(Sn:k):P(

0<k<n, >0

k
-
n

Et ainsi :

n

n

—X

)3 (f(fj—f(x)jl)(sn k) szllflle(

0<k<n,

~a)

c. Ona ZP(Sn =k)=1, avec P(S, Zk)Z(ijk(l—x)"_k pour tout k € [0,n], donc :

k=0

>0

k
x—=
n

Bn(f)(x)—f(x)| = if(%j(;jxk(l—x)"_k —f(x)zn:P(Sn =k)
S (&) rts =S s, =)
- i(f(%j—f(x)jP(Sn =k)‘

k=0

= 3 (f(%j—f(x)jP(SﬁkH > (f(%j—f(x)JP(Sﬁk)

0<k<n, > 0<k<n, <ol

k k
X—— X——
n n

Donc :

B(Hw-flg| ¥ (f(%j—f(x)jp(5n=k)+ > (f(%j—f(x))f’(sn=k)-

0<k<n, xfﬁ

n

<o

> 0<k<n,

k
-
n

D’apres la question précédente, on a :

2 (f(fj—f(x)jp(sn =k) 32||f||mp(‘%_x

0<k<n,

>a].

k
X——[>0
n

I _x
n

e |

> ocj = (|Sn —nx| > noc) c (|Sn —nx| > noc), donc :

p(S

n

n

—X

>OLJSP(|SH —nx|2noc).

D’apres la question 9.a, on a P(|S,Z —nx| > noc) < -, donc :

4dno

2 (f(SJ—f(x>]P(sn:k)sM:m_

4no 2na’
0<k<n,

k
-2
n

>
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De plus, d’apres la question 10.a, on a :

> [f(%j—f(X)]P(Sn L EED

0<k<n, x—% <o 0<k<n, |x—|<o 0<k<n x—§<a
Et:
> eP(S,=k)=¢ > P(S,=k)<e) P(S,=k)=¢.
0<k<n, x—ém 0<k<n, x—ém O<ks<n
Donc :
> [f(kj—f(x)]P(Sn =k) <e.
0<k<n x—ksot n

Ainsi :

|| ||
Enfin, si n> ” ” ”f”°° <g,et:

2n0(

<2e¢.

Ainsi, il existe un entier naturel n, = [” ” ]+1 tel que :

Pour tout entier n > n, et tout réel xe[0,1], on a <2e.

Avec |B,(f)-f|. =

, nous venons de prouver que :

VeeR,, IneN, Vne N, n2n, = ||B,(f)-f|. <2e.

Autrement dit, nous venons de prouver que la suite (B,(f)) converge uniformément vers la

neN"
fonction f'sur [0,1]. Or, pour tout ne N', B,(f) est une fonction polyndmiale.

Ceci prouve le théoreme de Weierstrass :

La fonction continue f est limite uniforme sur [0,1] d’une suite de fonctions polynomiales.




