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Corrigé du DM n° 3

Partie I : Nilpotence
1) a. Comme A est nilpotente, I’ensemble {ke N, Af = On} est non vide. De plus, A’ = I #0 ,
donc O¢ {ke N, A* = On}. Ainsi, cet ensemble est une partie non vide de N°, donc admet un
plus petit élément pe N'. On a alors pour tout ke N :
* sik<p, keE{ke N, A* :0n} etdonc A* £0, ;
o sik>p, Al=A"A""=0,A""=0,.

Ainsi :

I existe pe N tel que pour tout ke N, A* =0, quand k> p et A* 20, quand k< p.

b. Ona A” =0, avec pe N', donc det(A”)=(detA)" =0, ce qui implique det A=0 et ainsi :

A n’est pas inversible.

c. Comme p—1<p, A" %0 ,donc:

I existe un vecteur Y € M, | (R) tel que AY #0.

Soit (Ag,...,A, )€ R” tel que A, A”'Y +..+ LAY +A,Y =0.

Supposons 'un des A, non nul et notons m =min{ke [0, p—1],A, #0}. On a donc A, #0 et

A, =0 pour tout ke [[0, m— 1]] (si cet ensemble est non vide).
Onaalors A, A""Y +..+1,A"Y =0 et en appliquant A””™, on obtient :

A0 LATTY A R ATY ) = A, AT LA ATY A, APTY =R AP =0,

m+1

Or, A””'Y #0, donc kmA”_lY =0 donne A, =0, ce qui est absurde.

Ainsi, supposer que I’'un des A, est non nul meéne a une absurdité, donc tous les A, sont nuls, ce
qui permet de conclure que :

La famille (A”'Y, A”?Y, ..., AY,Y) est libre.

d. La famille (A”‘IY JAPTY LAY Y ) est une famille libre de p vecteurs de .’Mn’l(R) qui est

de dimension n, donc :

p<n
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2)

3)

e. On suppose icique p=n.

Soit u I’endomorphisme de R" canoniquement associé a A. D’apres la question c, il existe un
vecteur ye R" tel que B :(u"’l(y), U (), ..., u(y), y) est libre. Or, cette famille contient n

vecteurs et n=dimR", donc B est une base de R". On a alors :

0100
00 1 .
My =| 0| =(8,,,) -
01
[ T 00
Comme M, (u)=A ou B, estla base canonique de R", A et (?SM i)1<< _sont les matrices du
g 1<, j<n

méme endomorphisme dans deux bases, donc :

A est semblable a (Sm, j)

1i,jsn

On vient de voir que pour toute matrice Ae N, d’indice de nilpotence p, soit Ae N, on a

pe[l.n],donc: N c N, UN,U..UN,.

Et, par définition, N, < N pour tout pe [1,n], donc: N, UN,U..UN, c N .

Ainsi, on a bien :

N=NUN,U.UN,

Soit ke N fixé. On veut prouver que M € M, (R)+— M" est continue.
Pour une matrice Pe M, (R) quelconque, notons [P]ij ses coefficients.

Comme M, (R) est de dimension finie, 1’application M > M* est continue sur M, (R) si et
seulement si M — [M k } est continue sur M, (R) pour tous i, j€ [1,n].
tJ
Prouvons par récurrence sur k€ N* que pour tous i, j& [[1,n]], M- [M k]. ~ est polyndmiale
LJ

en les coefficients de M, doncenles [M ], (/.0'e [1.n]).

e Pour k=1 et pour tous i, j€[[l,n], M [M]” est bien polyndmiale en les [M ], ., donc

la propriété est vraie au rang k =1.

* Supposons la propriété vraie a un rang k€ N". On a pour tous i, j€ [1,n] :

':M ke :Ii,j = ;[M]zr [Mk i‘r,j )
Comme les [M klj sont polyndmiales en les [M ], , par hypothése de récurrence, les

[M], [Mk] ~le sont aussi et il en va de méme de leur somme.
L,r r,j

Ainsi, la propriété est vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ke N".
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4)

5)

6)

Alors, si pour tous i, j€[[1,n], Iapplication M > [M k]‘ ~est polynomiale en les coefficients
LJ

de M, alors elle est continue sur M, (R) (qui est de dimension finie) et d’apres ce que ’on a
annoncé au début de cette question, on peut conclure que :

L’application M > M* est continue sur M, (R).

Notons ¢ 1’application M € M, (R)r>M".Pour M € M (R),ona:
oM)=M"=0, & MeN.
Donc :
N=¢"'({0,}).
D’apres la question précédente, ¢ est continue sur M, (R). Or, {0,} est fermé dans M, (R),
donc ¢ ({0,}) est fermé dans M, (R), autrement dit :

N est fermé dans M, (R).

Soient E et F deux parties de M (R) (ce qui suit est vrai dans n’importe quel espace normé)

tellesque EC F, et E et F leurs adhérences.

Soit xe E . Par caractérisation séquentielle, il existe une suite (x,)€ E" qui converge vers x.

Or, EC F ,donc (x)e F" et ainsi, xe F . Ceci prouve que EcCF.

On a vu dans la question 1)b qu’aucune matrice de /N n’est inversible, donc :
NcM@R\GL (R) & GL(R)YcM (R)\N .

D’apres ce que I’on vient de prouver, on a alors :

GL (R)c M (R)\N < M, (R).

Or, on a admis que GL, (R) est dense dans M (R), donc GL, (R) =M, (R) et ainsi :
M (R\NN =M, (R).

Autrement dit :

M, (R)\N est dense dans M, (R).

(
1€1N

donc, pour tout ke N, (A, +B,)" =1, et (A, +B,)

00 L 0 1 ,

et B, = .Ona A})=B;=0,, A, +B,= et (A,+B,) =1,,
1 0 1 0

2k+1

= A, +B,, donc (A2+Bz)k #0,.

. .1 1 .
Ainsi, la matrice EAz +EBZ n’est pas nilpotente, donc /N n’est pas convexe quand n=2.
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Az 02 n-2 Bz 02 n—-2 2 2 .
Pour n>2En posant A= 0’ et B= 0 0’ ,ona A" =B"=0,, mais pour

0n—2,2 n-2 n-2,2 n-2

k
+B 0
tout ke N, (A+B)" = ((Az) 2) 2*”‘2] #0,, donc %Az +%B2 n’est pas nilpotente.

n-2,2 n-2

Finalement :

N n’est pas convexe.

7) a. Soit Ae C.Ona:
XM)=0 & det(AM,-A)=0 & AL,—A¢GL[R) < ker(A,—A)#{0}.

Or, Xe ker(?d3 —A) revient a AX =AX , donc A est racine de 7y, si et seulement s’il existe
Ze M, (C)\{0} tel que AZ =AZ , autrement dit : (i) < (ii).
De plus, s’il existe Ze M, (C)\{0} tel que pour tout ke N, A“Z=A“Z, alors on a, entre
autres, pour k=1, AZ=AZ ,donc : (iii) = (ii).
Prouvons la réciproque.
Supposons qu’il existe Z € .7\4”'1(@)\{0} tel que AZ =AZ . Prouvons par récurrence sur k€ N,
que pour tout ke N, A*Z=A"Z.

e Ona A°Z=2Z=A"Z, donc la propriété est vraie au rang k =0.

e Sipour ke N donné, on a A*Z =\*Z7 , alors :

AMZ =AY (AZ)=A*MNZ)=AA* Z =AM Z) =7 .
Donc, la propriété est vraie au rang k +1.

La propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k€ N et ainsi : (i) = (iii).

Finalement, on a (i) & (i1) et (i1) < (iii) , donc :

Les trois propriétés (i), (ii) et (iii) sont bien équivalentes.

b. Soit A une racine complexe de ¥, : il en existe d’apres le théoréme de d’ Alembert-Gauss.

D’apres ce qui précede, il existe Ze M, (C)\{0} tel que AZ=AZ, et donc A’Z=A"Z oup
est I'indice de nilpotence de A. Comme A” =0, , on aalors A"Z =0, donc A’ =0 car Z#0, et
ainsi, A=0.

Ceci prouve que la seule racine complexe de ), est 0. Or, toujours d’apres le théoreme de

d’Alembert-Gauss, %, est scindé dans C et comme on a admis que ), est unitaire, de degré n,
on peut conclure que :

Xs=X"
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d
8) On considere P = Zaka e R[X] nonnulet &={Ae M,(R), P(A)=0,}.

k=0
D’apres la question 3, ’application M +— M* est continue sur ‘M (R) pour tout ke N". Il en

va de méme pour 1’application constante M — M° =1 .

d
Alors, I’application y: M +— P(M) =ZakM “ est continue sur ‘M (R) comme combinaison
k=0

linéaires d’applications continues sur M (R).

or, #=y"'({0,}) et {0,} est fermé dans M, (R), donc :

& ={Ae M,(R), P(A)=0,} est fermé dans M, (R).




