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Corrigé du DM n° 2
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1) L’entier pe N est fixé. La série z est alternée et la suite (ﬁj décroit vers 0. Donc

keN"

_ k
la série z( },)

. vérifie le critere spécial des séries alternées, donc elle converge.

+ o0 k
- . =D (.
Ainsi, pour tour tout ne N, u'” = Zk—" est le reste d’une série convergente, donc :
k=n

(p)

n

La suite (u ) . est bien définie.

(=D o s . .
2) Comme la série z 7 vérifie le critére spécial des séries alternées et, pour tout ne N, u'"’

est le reste d’ordre n—1 de cette série, il est du signe du premier terme de la somme et

1 1
) . - - = (»
u, ‘S . Si p>2, la série E 5 converge, donc par comparaison, la série E u’ converge

n
nxl

absolument, donc :

Quand p =2, la série Zuff’ ' converge.

nx1

=1

n

;e e e DURN J pon z *
3) La série Z vérifie le critere spécial des séries alternées, donc pour tout ne N,

="

too k
ul = 2% est du signe de son premier terme, qui est (donc du signe de (—1)"), et:
k=n

”il)=(—1)"uﬁl)=l— ! + L
n n+l n+2 n+3
RS | 1 RS 1
_k_o(n+2k n+2k+1j_kz_:;(n+2k)(n+2k+1)
La fonction f:t+> ! est continue et décroissante sur R,, donc, par
(n+2)(n+2t+1)

comparaison série-intégrale, on peut écrire pour tout Ne N :

S rwnsY [T roasY i o Yrw-ros]" roasY o ¢

Or, la série Z f (k) converge et sa somme vaut z fk)=

k=0

M
un
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1
nn+1)

N+1
INHf(t)dt:jNH( 11 jdt: _lln(n+2t+1j
0 0 \n+2t n+2t+1 2 n+2t )|,

=lln(1+lj—lln(l+ 1 j ~ lln(1+lj
2 n) 2 n+2N+2 BAR) n

Ainsi, en passant a la limite quand N — + o dans (*), on obtient :

s {12 sl
nn+l) 2 n

5 ( j<‘ “>‘< ln(1+1j+ L

2 n) nn+l)

Avec —In 1+ :—+0 — — |, on obtient |u,
2 n n n(n+1) n

_&=D" 1) +0( j
n2

vérifie le critere spécial des séries alternées, donc converge et la série Z—z
n

De plus, f(0)=

et:

Soit :

:i+0(i2j et donc :
2n n

1
u()

n

La série z -

converge, donc :

La série D u" converge.

nx1

(

On a vu que pour tout ne N', u'" est du signe de (—1)", donc la série ZM est alternée.

n21

De plus, u'” est le reste d’une série convergente, donc lim u'" =0.

n—>+oo

Enfin, pour tout n€ N', on peut écrire :

|- =% 1 -3

S (n+1+2)(n+1+2k+1) = (n+2k)(n+2k+1)
s 2
o (m+2k)(n+2k+D)(n+2k +2)

te (lu;

La série Zu;” vérifie le critere spécial des séries alternées.

nx1

O

n+l

(1)

Donc, |u

) . est décroissante. Ceci permet de conclure que :
neN
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Remarque : Ceci implique que S, = Zu est du signe de son premier terme, ", qui est lui-

n=l

méme du signe de (—1)', donc S, <0. Cette question permet donc de déceler I’erreur d’énoncé

. . 1
qui est dans la question 6 : S, ne peut étre égal a 3

D’apres les questions 2 et 3, S, est définie pour tout pe N B

4) Soient pe N etunentier N>2.0Ona:

=N o +
k=1 kp k=1 n=k+1 kp
+o0 (_ 1)k N-1 (_ 1)k
=N ~S (N-k
; kp+1 = ( ) kp+1
+ o0 (_ l)k N-1 (_ l)k N-1 ( l)k
:NZ kp+1 _N kp+l +z kp
k=1 k=1 k=1
< (=D (=l = (- 1) (=
= N( kp+1 p+l z z
k=1 k= k=1 k=N
GRS 1)k =D*
- N kp+l z Z kp
k=N k=N

Donc :

N
zu(ml) — Nuz(vp+l) +ul(p) _uz(vp)

n

n=1

5) On avu que quel que soit pe N, la série Zufl” ' converge, de somme S .

(p) _

Ceci implique que hm u,” =0 et donc que :

N =+ N =+

(p+l) _ (p+l) _ (p) (p) (p)
lim Nu, lim (Zu +uy j—SM u".
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(p+1) (p+D)

K . L
— . Ceci est absurde car la série ZLtn

N—>+o<>N

Si K=S5,,,—u” #0, alors on peut écrire u,/

converge, mais la série harmonique Z— diverge, donc S, —u” =0 et ainsi :
n

. D
La suite (N uP*’ )N - converge vers Oet S, u” = z( k") )
k=1

6) En prenant p =0 dans le calcul fait dans la question 4, on obtient pour tout entier N =2 :

S 1 _ ( 1) N_l_ k _ ) _ 1_(_1)N_1: (1)_(_1)N _l
2u = Z OO =N DT = N

N N
Or, on a vu dans la question 3 que u\, = D Lol L , donc Nu) = D Lol L
2N N? 2 N

On a alors :

1
Et non S, :E

‘ n ] . -
7) On admet que la suite (Z——ln nj converge. En notant y sa limite et en posant H, = ZZ’
k=1 neN' k=1

on peut écrire :
H, =Inn+vy+o(l).

k
D’apres la question 5,on a §, = ul(” Z—) .Pourtout ne N",ona:

( 1) ( 1) 2n (_l)k 2n 1 2n 1
D z;— 51

k=1 k=1 k=1

k pazr k impair k pair k impair
Sl
2315l o3t S5l S
k= 1 k=1 2k k= 1 k= 1
k pazr

=H,—H,,=(Inn+y+o())—(In(2n)+y+0(1))
— Inn—In(2n)+o(1) = — In 2+o(1)

+ oo (_ l)k .
Donc, Z . =—1In2, soit :

k=1

S,=—In2
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8) a.

Soient te }O,

. Remarquons que P, =(-1)"2n+DX" +(-1)

g { (donc cost#0) et ne N. Avec la formule de Moivre, on a :

cos((2n+1)t)=Re [ei(2"+1)’] =Re [(e” )2"“] =Re [(cos t+isin t)Z"“]

2n+l1 2 1 e 2n+l1 2 1
:Re|:z( l’lk+ j(cost)z lk(isint)kj|:(COSZn+l I)Re|:zlk( nk+ jtank t:|

k=0 k=0

= (cos™"1) ZZH i“ (2nk+ ljtank t =(cos™" t)zn:iz" (2,;;1jtan2k t
k=0,k pair k=0

= (cosz'”'1 t) y (-D* (Zn i lj (tan’7)*
2k

k=0

T
Donc, pour tout ¢ e } 0,5[ ettout ne N :

cos((2n+1)t)

2n+1

cos™t =0 2k

= P, (tan’t) avec P, =Zn:(—1)k [zn—HJX" :

12+ DEn=1) 50
3
et P admet au plus n racines réelles ou complexes distinctes.

+..., donc degP, =n,

Pour te}O,%[ etneN,ona:

I—M ave

P (tan’t)=0 < cos((2n+1))=0 = ckeZ.
2(2n+1)
Or, pour tout ke€[0,n—1], on a O<M<£, donc les réels tan’ (Qk+Dm
22n+1) 2 2(2n+1)

ke [[O,n—l]] sont distincts deux a deux et racines de P,. Ainsi :

2k+Dr
2(2n+1)

) pour ke [[O,n—l]].

P admet n racines réelles distinctes : les tanz(

Les coefficients de X" et X" dans le polyndme P, sont respectivement (—1)"(2n+1) et

1 n2n+1D)(2n—1)

) =D
w1 12n+ D@20 —1) , donc la somme des racines de P, est — 3
3 =D"2n+1)

=D

Une fois simplifiée :

a-l ((21( + l)nj _n@2n-1)

La somme des racines de P, est z tan’
Py 2(2n+1) 3
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c. Sur 0’5 , la fonction cotan est convexe et la fonction cos est concave.

Alors, pour tout t € } O,g { :

(T I8 L8 (T e T) T
e costr<cos'|— || t—— |+cos|—|=—sin|— || t—— |+cos| — |=——1 ;
2 2 2 2 2 2 2
(T T T 1 o T) T
e cotanf=>cotan'| — || t—— |+cotan| — |[=——— | r—— |+cotan| — |=——7.
2 2 2 . z(nj 2 2) 2
Sin E

. 1. =
Ainsi, pour tout t€ 0,5[:

T
0<c05t£5—tScotant.

En passant aux carrés des inverses, on obtient :

-2
1 T 1
tan’ = —<|=—r| <—5=1+tan’s
cotan” ¢ 2 cos”t

d. On a vu que pour tout k€ [[0,n—1], ona Me}

0 kil , donc :
2(2n+1)

2

nz[(zkﬂ)njs(g_(zkﬂ)nj‘ :L(2n+1)2Slﬂan{(zkﬂ)n)
22n+1) ) (2 22n+1) 2 (n—k)? 22n+1)

En sommantde k=0 a k =n—1 et, avec la question b, on obtient :

n2n-1) (2n+1) = n(2n—1) _n(2n+2)
3 o (n— k)2 < 3 3 '
Soit :
n—1
n(2n—-1) Q=) o _ < n2n+2) -

32n+1)° ~ (n- k) 3(2n+1)2

n-1

En réindexant, on a Z— et donc :

im0 (n— k) k=1

= n(2n 1) Z <q , n(2n+2)
32n+1)7° = T 32n+1)?

_ 2
Comme lim nzﬂl)z: lim nzm:n—, le théoreme des gendarmes permet de
e 3Qntl)? amre 32+l 6

conclure que :

z_:_

nln
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D’apres la question 5, on a :

o z( D

. o 1 .. 1 1
Comme la série positive ZF converge, les séries z — et z —

> convergent
k=1, k pair k=1, k impair
aussi, et on peut écrire :

- (— l)k < 1 - 1 - 1 &1
Sy = Z:: 2 z 72 z

) I S
k k=1, k pair k2 k=1, k impair k2 k—l;pair k2 k=1 k2
_, 12 :—Z “ 1 13
k= 1(2k) Sk

k=1 k=1 k2 2 k=1 kz
Et ainsi :




