PSI*

TD du chapitre 9 : Calcul différentiel

Exercice 1

Soit f :[a,b] > R dérivable et telle que f'(a)< f'(b).
Prouver le théoréme de Darboux : f ' vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, c’est-a-dire que :
Vke[f'@),f'(b)] Icela,b] \ fi(c)=k.

© On pourra commencer par le cas ou k =0 et montrer qu’alors f admet un minimum sur [a,b].

Exercice 2

Soit f e Cl(]O,l], R) telle que f ' estbornée sur ]0,1]. On veut prouver que f admet une limite a droite en 0.
On pose M = sup | f ()| et pour tout neN, X, :2—1n.
xe10,1]

1) Montrer que pour tout neN, |f(x,.,)— f(x,)]<M|x,,, —X,|, puis que pour tous n,peN :

| (X p) = F (X)) s%.

2) Justifier alors que la suite (f(x,)) _, estbornée.

ne

3) On pose pour tout ne N, u, =sup f(x,). Montrer que la suite (u,),_, converge vers une limite finie L.

k>n

4) Prouver que pour tout neN, |u, — f (xn)|s¥ puis que (f(x,)) , converge.

ne

5) Démontrer alors que lim f(x)=L.®© On pourra utiliser la technique de la question 1.
x—0"

Exercice 3

Soient | un intervalle de R, E un espace euclidienet f:1 > E

1) On suppose que f est deux fois dérivable et que || f|| est constante.
Montrer que (f | f ) est a valeurs négatives. Interprétation cinématique ?

2) On suppose que f est dérivable et qu’il existe un réel k>0 tel que pour tout x e I, | f ‘()| <k| f (¥)|.
Montrer que si la fonction f s’annule en un point de 1, alors elle est nulle sur I.

© On pourra utiliser la fonction g: x> ||f (x)||2 e 2,

Exercice 4

Soient E un R -espace vectoriel normé de dimension finie et f :R — E, continue en 0 et telle qu’il existe

ke]0,1[ et ( €E tels que !Lng(%[f(t)— f(kt)]jzﬂ.

1) Montrerque: Ve>0, 3a>0, Vte[-a,a]\{0}, VieN, <g.

%[ F(kKY - f (k"))

2) En deduire que f est dérivable en 0 et exprimer f '(0) en fonctionde ket (.
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Exercice 5

Soit le systéme (S): X'=AX avec Ae M, (R) avec n>3. Résoudre (S) quand :

a. A est une matrice de projection orthogonale sur un plan.
b. A est une nilpotente d’indice n.
© On admettra que si X, e M,,(R) vérifie A"*X, =0, alors la famille (X,, AXy, A°X,, ..., A"*X,)
est une base de M, ,(R).

Exercice 6

L’espace R® est orienté positivement par sa base canonique et muni de son produit scalaire canonique.
Résoudre ’équation différentielle f'Al=f d’inconnue f:R—R* avec i=(1-12)eR’.

© On pourra introduire le plan P = (G)".

Exercice 7

Soient | un intervalle de R, et deux fonctions a et b, respectivement de classe C* et C° sur I.

Déterminer une condition nécessaire sur a et b pour que I’équation y"+a(t)y'+b(t)y=0 admette deux
solutions non nulles y, et y, telles que pourtout te |, vy, (t) =ty,(t) . Cette condition est-elle suffisante ?

Résoudre y"+2ty' +(t> +1)y =te "2,

Exercice 8

Soit (E) : y"+a(t)y'+b(t)y =0 avec a et b deux fonctions continues sur un intervalle | de R ..

h(t) hy(t)

Si h, et h, sont deux solutions de (E) sur I. On pose pour tout te |, W(t) =| | :
hy(t) h,(t)

Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
e (h,h,) estlibre.
o llexiste t, el tel que W(t,) #0.
e W()=#0 pourtouttel.

© On pourra montrer que W vérifie une equation différentielle simple.

Exercice 9

+o0 (_ 1)n—1 (Zn

Déterminer le rayon de convergence de f(x):z
n

x", puis calculer f(x) quand x appartient a
= 2n-1

I’intervalle ouvert de convergence.

+oo ( n 2n
En déduire () i
~n+l1{n)4"
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Exercice 10

Soit f:R—>R.

1) On suppose que f est de classe C' sur R et que lim [f '(X)+af (x)]zf ou a et ¢ sont deux nombres

complexes tels que tel que Re(a) >0.

Montrer que lim f(x)=£.
X o

2) On suppose que f est de classe C* sur R etque lim [f"(x)+ f'(x)+ f(x)]=0.

Montrer que lim f(x)=0.

X—>+o
3) On suppose que f est de classe C" sur R (avec neN") et qu’il existe (o, oy, ..., o, ,) € C" tel que les
racinesde P=X"+a, X" +...+a,X +0, ont toutes une partie réelle strictement négative et :

lim [ £O ) + 0,4 F P00+ 40, f(X) + 0, F (%) |=0.

X—>+

Montrer que lim f(x)=0.

X—>+©

Exercice 11
2sin| X | si y=0
1) Soit f(x,y)={" (y Y7o
0 si y=0
Déterminer le plus grand sous-ensemble de R* sur lequel f est de classe C*.
2 2
Les dérivees secondes of (0,0) et of (0,0) existent-elles ? Si oui, sont-elles égales ?
oxoy OyOoX
2) Montrer que f:(Xx,y) — w admet un prolongement de classe C* sur R?.
shx—shy

Exercice 12

Dans les cas suivants, montrer que f ou g est différentiable sur son ensemble de définition et déterminer sa
différentielle.

1) f:RIX]>R ;P [ P
2) f: GL(R)>M(R); Ars AL

Exercice 13

Soient (a,b)eR*, u:R—R une application continue en a, v:R —R une application continue en b et
¢:IR* >R une application admettant un maximum local en (u(a),v(b)).

Montrer que f:R* >R ; (X,y) = f(X, y):(p(u(x),v(y)) admet un maximum local en (a,b).

Exercice 14

Déterminer le maximum du produit des distances d’un point M intérieur a un triangle ABC aux cotés de ce
triangle.



PSI*

Exercice 15

Soit f eC?*(R? R) telle que

2 2
ngﬂ:O.
oX

2

1) Soit g: (x,y) — on%(x,t)dt—j(:%(t,O)dt. Montrer que g € C?(R? R) et vérifie

og of

oy  ox

t 84

OX

v

2) On définit sur R, Dlapplication @:r+> jozn f (rcos®, rsin0)do. Montrer que @ est de classe C' et

calculer sa dérivée.

3) En déduire que si f possede un extremum local en (0,0), alors f est constante au voisinage de (0,0) .

PETER, WHAT ARE YoU DoING || I FIGURED I'D WoRK MoRE You KNOW, SoME
WATCHING TV ?/ T THoUGHT You | | EFFICIENTLY IF T LUMPED ALL BY MY CouNT, PARENTS ENCOURAGE
HAD A BiG PAPER To WRITE/ | | MY STUDY BREAKS TOGETHER IVE GoT ANOTHER THEIR KIDS To THINK
| AND GoT THEM ouT oF THE WAY 30 MINUTES CREATIVELY ”..
I Do. AHEAD OF TIME, THIS WAY T of GooFING OFF
CAN WRITE MY ESSAY WITHOUT | | ~  To Go.
/ ANY INTERRUPTIONS To MY \
THOUGHT PROCESS,
A A

lﬁ; 1@
PRACTICALLY | | HMM, THAT'S NoT GooD. FULLY _ PLAYING THE
ILLEGBLE. || I HAVE A TEST WITH A ILLEGIBLE. AH, THAT'S oL’ "BENEFIT
HOW'S MY l BUNCH OF ESSAY QUESTIONS How's | MORE OF THE DouBT*
HANDWRITING? TOMORROW. I'M GOING LIKE IT.  GAMBIT, I SEE.

To HAVE To TRY HARDER.
/

Exercice 16 (X adapté)

Existe-t-il des fonctions f de classe C* sur R, a valeurs dans R" (neN") et vérifiant HFHS 2 et f.f'>sin ?

Exercice 17 (Centrale)

On considére I’équation (E): X°y'+y=X".
1) Résoudre cette équation sur R’ . Montrer qu’il existe une unique solution qui converge en 0.
© On pourra utiliser la fonction x - iz qui est décroissante sur R, .
X

2) Existe-t-il une solution de (E) développable en série entiere au voisinage de 0 ?
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Exercice 18 (Mines)

1) Soient geC*([a,b].R), eC°([a,b],R,) et ceR tels que pour tout x €[a,b] :
g(<c+[ et)g®dt.

Montrer que pour tout x €[a,b], g(x) < cexp('faX o(t) dt) :

2) Soient qeC*(R,,R"), croissante.
Montrer que toute solution f de I’équation différentielle y"+ qy =0 est bornée.

© On pourra poser g=qf?.

Exercice 19 (Centrale)

+00 —n(x +y )

Soit f:R* >R ; (X,y) Y.

n=1

1) Déterminer f(R?).
2) Donner une expression de f a I’aide d’une intégrale, mais sans signe somme.

3) Déterminer les extrema de f.

Exercice 20 (ENS - Mines)

Soient C eR" et une matrice S €S, (R). Donner une condition nécessaire et suffisante sur C et S pour que
’application f: X e R" > CTX + X'SX présente un extremum.

Exercice 21 (Mines)

2 2
Soient f:R’ — R de classe C? et g la fonction définie sur (R?)* par g(x,y) = f (X Yy J
y

o°g

Déterminer les fonctions f telles que 8_+ =0.
X

_9
oy’

T MEANT, DIAGRAM A
WATER MOLECULE ON THE
CHALKBOARD, JASON.

./
1 SWEAR. ScHool é
CouLD BE So MucH




