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TD du chapitre 5 : Séries entiéres

Exercice 1

Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Zanz” et étudier la convergence au bord du disque
de convergence pour :

i"n?
a,=——-.
(n°+1)2
b _chn
~ " sh*n’

c. a, estle n®™ chiffre aprés la virgule de V2 (avec a, =1).

[ D"+
d. an_ln( il ]

e. a, estl’unique solution réelle de x*+nx—1=0.
f. a,=Inn (en considérant (1-x)f (x), on donnera un équivalent en 1 de la somme f(X) = Zanx” ).

n>1

On étudiera les trois derniéres sur R .

Exercice 2

1) Déterminer le rayon de convergence, le domaine de convergence et calculer la somme f de Zanxn pour :

n

3 2 _1\n 2n

a3 g )i g oD (établir : 2F = (1+4x)f ).
n+1 n! n—(-1)" 2n-1{ n

2) Déterminer la somme de la série Zan pour :

2"+3"n 1
a,=—-. b. a,=—.
5'n(n-1) (3n)!

Exercice 3

1) Développer les fonctions suivantes en série entiére au voisinage de 0 et donner le rayon de convergence.

sin4x
a. fixe—>— .
sin x
1
b. f:xb———+—.
x*—3x%+2

C. f:XHarctan(iJr—Xtan(%D (ae]0;n[). © On pourra commencer par f'.

est prolongeable par continuité en une fonction de classe C” sur R.

2) Montrer que f:xn—>£2—
X
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Exercice 4

Soient b et ¢ deux nombres complexes fixés et une suite complexe (a,),. telle que pourtout ne N :

(n+2)(n+Da, ., +b(n+1a ,+ca, =0.

1) En admettant que le rayon de convergence R de la série entiére Zanx” est strictement positif, montrer que

la fonction f :x— Zanx” est solution sur ]— R; R[ de I’équation différentielle (E): y"+by'+cy=0.
n=0
2) Deéterminer alors toutes les suites vérifiant la relation de récurrence ci-dessus pour ¢ =—b-1.

3) Reprendre la question précédente en posant pour tout ne N, u, =nla,.

Exercice 5

Soit une série entiere Zanxn de rayon de convergence R>0. On note f la somme de la série.

1) Dans cette question, on suppose que les a, sont des réels positifs, que R =1 et que f est bornée sur [0;1].
a. Montrer que la série numérique D a, converge et que lim f(x)=> a, .
x—1"

n=0

b. Ce résultat subsiste-t-il quand les a, sont de signe quelconque ?

2) Dans cette question, on veut prouver le Théoréeme d’Abel qui dit que :

+00
Si la série numérique > a,R" converge, alors lim f(x)=> aR".
X—R" =0

+ o0

a. Montrer que I’on peut se ramener au cas ou R =1 et Zan =0.
n=0
Dans la suite, on suppose que les deux conditions ci-dessus sont réalisées.

b. Onpose S ;=0 etpourtout neN, S, :Zak . Montrer que pour tout x€]0;1[ ettout N eN :

k=0

N N
D (S, =Sy )X =D S (X" = X" + S x"
n=0 n=0

c. En déduire que pour tout x €]0;1[, f(x)= (1—x)ZSnxn et conclure.

n=0

Exercice 6

+ o0

Soit Y a x" une série entiére réelle de rayon de convergence R >0 etde somme f(x)=)» a x".
n n
n=0

1) On suppose que a, =1.

n
a. Prouver qu’il existe une unique suite (C,),_ telle que ¢, =1 et pour tout ne N, Zakcnfk =0.
k=0

b. Soit r €]0;R[. Justifier qu’il existe un réel M >0 tel que pour tout ne N, <M.

M(M +1)"*
r" '
c. En déduire que chx" a un rayon de convergence non nul. Que conclure ?

a,r"

Les réels r et M ainsi fixés, montrer que pour tout neN", |cn| <
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+ o0

2) Soit anx” une autre série entiere réelle de rayon de convergence 1 et de somme g(x) = anx” .
n=0

On suppose que pour tout ne N, b, >0, que la série an diverge, et que lim & _ leR.

Montrer que g(x) —+oo0 quand x — 1", puis que lim %:6.
x—>1 g X

Exercice 7

Soit f :R — R une fonction de classe C* sur R et vérifiant f(0)=0. On définit sur R" la fonction :

On cherche a prouver que ¢ se prolonge en une fonction de classe C* sur R .

1) Justifier que la fonction ¢ est de classe C” sur R™ et qu’elle peut étre prolongée en une fonction continue
sur R, notée ¢ .

2) Soit neN". En appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale entre x et 0, ainsi que la formule de
Leibniz, montrez que pour xeR™ :

Xn+1(p(n) (X) _ J‘Oxtn f (n+1) (t) dt .

—f o ©) en0

3) Soit neN". Montrez que la fonction ¢™ a pour limite 1
n+

4) En déduire que ¢ estde classe C” sur R.

5) Reprendre I’exercice en supposant que f est développable en série entiére au voisinage de 0.
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Exercice 8 (Mines et Centrale)

Soit (a,),.y une suite bornée. On note (S,),., la suite de sommes partielles de la série numérique de terme
général a, et on pose :

f(x):za—”lx” et g(x):Z%x” :

neN 1= neN f1=

1) Déterminer le rayon de convergence des séries entieres f et g.

2) Déterminer une relationentre f', g'et g.
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3) En déduire que one’t ft)dt=e"(g(x) - f(x)).
4) Déterminer la limite de x> e *g(x) en + « dans le cas ou a, =(—1)".

5) On suppose que la série Zan converge. Déterminer lim Oxe‘t f(t)dt.

X—>+ 0

Exercice 9 (Mines)

] 1
Soit f :XHZtan(— X",
\/ﬁj

n>1

1) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere f, puis étudier la convergence en + R.
2) Déterminer la limite en 1 de x— (1—x) f(X).

Exercice 10 (Mines)

n
Soit la suite (a,),. définie par a, =1 et pour tout ne N, a_,, =Zakan_k . Calculer a, pourtout neN.

k=0

1. A class of 30 students || If 12 of the students THIS TEACHER  I'M NOTICING

1 given a pop quiz. receive Fs, what 1S HAS A CRUEL  ABoOuT Yo
the percentage of STREAK I'M  PERCENToF You
students who likely NoT SURE  SEEM STuckoN
weren't paying attention PROBLEM ONE.
during yesterday’s

lecture?




