PSI*

TD du chapitre 11 : Intégrales a paramétre

Exercice 1

Soit f eC([0,1],K) avec K=R ou C. Pour ne N, on pose I, :I:f(t”)dt.

Aprés avoir justifié qu’elle est bien definie, déterminer la limite de la suite (1), -

Exercice 2

a,
Soit Za une série complexe absolument convergente. Pour tout réel x, on pose S(x) = E —x .
n=0

+ o0

Montrer que S est bien définie sur R, que | = j;wS(x)e’de converge et vaut Zan :
n=0

Exercice 3 (Deux techniques de calcul d’intégrale)

t
e' -1
a. Justifier que | est bien définie.

1) Onpose | =J.0+°O

b. Montrer que pour tout te R,

t + o
_ —(n+1)t
n=0

c. Calculer J.;wte’(“*l"dt pour tout ne N et en déduire I.

a. Montrer que J est définie et de classe C* sur ]—1,+ o[ et donner J"'.
b. En déduire J(x) pour tout x>—1.

Exercice 4

dt

Etudier F:xn—>J.+wﬁ
0 1+t°+e”

Exercice 5

Pour tout xe R’ , on pose f(x)= I &Stdt

1) Montrer que f est définie et continue sur R’ .

2) Soit xeR’. On pose g(x)= J 2COS'[CI J-n/QCOSt

Montrer que g(x)= O (%j et en déduire un equivalent simple de f(x) en + .
X—=>+0o\ X

3) Soit xeR’,. On pose h(x) = '[ COStt I tidt.
+ X

Etudier Ilrrg) h(x) et en déduire un equwalent simple de f(x) enO.
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Exercice 6 (Intégrale de Gauss)

Pour x e R, on pose F(x):fo1

e X2 (1+t2)

X 2 2
——dte G(x):(joet dt).
+

1) Montrer que pour tout F et G sont de classe C* sur R et donner F' et G'.

2) Montrer que la fonction F +G est constante sur R .

3) Déterminer lim F(x) eten déduire I’intégrale de Gauss : jo+we“2dt.
X—>+o©

-t
4) Calculer alorsj e dt et J.O € _dt.
. A

N

Exercice 7 (Transformée de Laplace)

Soit E I’espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur R, , et a valeurs dans C.

Pour tout f € E, on pose :

1)
2)

()R, > Cixis [ e f (@)t

Montrer que pour tout f e E, &/(f) estde classe C* sur R, .

Soit f € E, donner la limite de &(f) en +oo.

(g in L .
3) Vérifier que t+— St—t se prolonge par continuité en une fonction g de E.

Calculer ~(g)' et en déduire ~7(Q) .

Exercice 8 (Fonction gamma)

Pour tout réel s >0, On pose T'(s) :I(:we_xxs—ldxl

1)
2)
3)
4)

5)

6)

7)

8)

Montrer que T est bien définie sur R’ et de classe C ” sur cet intervalle.
Prouver que pour tout réel s>0,0ona I'(s+1) =sT(s).

Calculer I'(2), T'(m) pour meN", I'(%2), I'(m+%) pour meN.

Montrer qu’il existe un réel a.€]1,2[ tel que I''(a) =0. Prouver que I'' est croissante et en déduire les
variations de I" sur R, . Construire alors le tableau de variation complet de T". On donnera un équivalent
simplede I" en 0.

m m
Montrer que pour tout me N et tout x [0;m], (l—lj <e *. Montrer que lim [1—1) =e ",
m

m-—+o0 m

m

m X m!m® ) .

Montrer que f 1-=| x*'dx= , pour tout réel s >0 et pour tout me N
0 m S(s+1)...(s+m)

. NS . 1 § m 1 s
© On faire une intégration par parties et prouver que IO (L-t)"t*'dt = —IO (L-t)™ 't dt .
S+m

) . m!m?®
Montrer que pour tout réel s>0, T'(s)= lim :
mo+o §(S+1)...(S+m)

On pose pour tout ne N, u, =In+1ln(l“(t))dt. Donner la nature de Zﬂ .
n u

n

© On pourra utiliser @: x> Lmln(l“(t))dt.
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Exercice 9
—tx H
Montrer que pour tout reel x>0, on a j ¢ > dt =I ﬂdt .
0 1+t 0 t+X
" "IF HER PLOT IS 8'x 1O’ ' I SUPROSE
MARY Lou AND THE SEEDS MUST BE ZERo. IT'S DID T MENTION  SHE CouLD
WANTS To SPACED AT LEAST ONE Foor NoVEMBER. How EXCITED BE LIVING
PLANT A APART, WHAT IS THE WELL? I AM THAT IN AUSTRALA
FLOWER LARGEST NUMBER of SEEDS l YoURE PAYING ;|

SHE CAN PLANT P~

Exercice 10 (Mines)

Justifier I’existence de | :j

Exercice 11 (Centrale)

+ 0

dt
o sh(h)

, puis calculer cette intégrale.

Soit f:]0,1] >R, continue et telle que f(t) ~ M avec LeR et aeR.Onpose:

1 (t)

g(X) :-[0 x/]j

1) Déterminer le domaine de définition de g.

2) Montrer que g est continue.

3) Montrer que g est de classe C*.

dt.

4) Sans utiliser le théoréme de convergence dominée, déterminer la limite de g en + oo,

S0 WHAT Do
I owE You
FoR ALL THIS?

LET'S SEE...
THREE
HOUuRS of
MATH
TUTORING
AT 75¢
PER HOWR.,

THAT COMES
To $ 31.50,

\

I THINK
You MEAN
$2.25,

\
\(3

BRA-Vo!
You PASSED
YouR FINAL

TesST!

WELL DONE,




