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TD du chapitre 10 : Intégration sur un intervalle

Exercice 1

1) Déterminer la nature des intégrales suivantes :

Int w0t
: b. C. ——— (a,b) eR?
-[0 t? -1 IO arccos X -[2 t*(Int)" (@b)e

d J’”’ 1.1 1+;_a—E dx (a,b) eR? e _[Hosinzxdx
' 1 X X ' ’ 0
f. J.(:we"zdt 0. J.;wcos(ex)dx h. j;wx%in(xs)dx

= SiN X sin

2) Montrer que I dx:J.0 (—j dx et retrouver la convergence de I’intégrale de Dirichlet.
X

Exercice 2

Convergence, éventuellement suivant la valeur du ou des parameétre(s), et calcul de :

+» aretant +o  (t xlnx 2
a. .[1 ° dt b. jo e I V_l - d. _[0 Jtan x dx

€. J.O (\E+a\/tﬁ+bﬁ)dt (a,b)ERZ f. J‘Om (

111 +oo dt . +o0 (— 1)E(X)

[ f (bx)

—f . . .y
. —@X)dx ou O<a<b etfestcontinue et intégrable sur R, .
X

1it-1 2 1 NG
k. dt © Montrer que | —=dt=| —dt, puis justifier que —<—< our t e[x?, x].
-[ q -[ -[X Int PUiS] q tint Int tint P [ ]

Exercice 3

Dans chaque cas suivant, justifier que F est définie sur D et déterminer un équivalent simple de F en a.

) 1 dt g B
1) F.XHIOW,D—R+ et a=+ .
2) F:XI—)IlLZ,D=]R: et a=0.
x (arctant)

1
© On pourra montrer que fit— S —-—————
t* (arctant)

3) F:xn—>eX2J‘Me’t2dt, D=R et a=+oo.

est intégrable sur ]0,1].

) Fixe | &S‘tdt D=R eta=0.
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Exercice 4

Soit f une fonction continue par morceaux sur R, et intégrable sur R, .
X+1
1) Montrer que lim _[ f(t)dt=0.

f

t
3) On suppose ici que f est a images dans R et décroissante. Montrer que lim xf(x)=0.

® gt = (0.

1
2) On suppose ici que f est continue en 0. Montrer Iing xI
X— X

© On pourra utiliser g(x) =I:X f(t)dt.
4) On suppose ici que f est continue sur [1,+ oo[. On pose u(x) :%LX f(t)dt et v(x) = ﬂ.
X X

Montrer que u et v sont intégrables sur [1,+ oo[ et que LWU = LHOV :

Exercice 5

Soit I’équation différentielle (E):y'—y=Inx.
1) Résoudre (E) sur R’,.
2) Existe-t-il des solutions bornées ?

Exercice 6

Soit f eC?*(R,R) telle que f2 et (f")? soient intégrables sur R .
2
Montrer que (f ')? est intégrable sur R et que (IR(f ')2) S(IR fz)(_[R(f ")2).

© On pourra prouver que Ijm f'f=limf'f=0.

Exercice 7

Soit f €C(]0,1],R). Pour tout ne N", on pose Rn(f)le:f[Ej.
ne \n

1) Onprendici f(x)=Inx.A-t-on lim Rn(f)zj'olf(t)dt ?
2) On suppose ici que f est monotone, que I: f (t)dt converge et Iirrgxf(x) =0.

Montrer que lim R, (f)=[  f(t)dt.

Exercice 8

On note LZ(I ,R) I’ensemble des fonctions définies sur I, a valeurs dans R, continues par morceaux et de

carré intégrable sur I, autrement dit telles que J] f2 converge.

1
2
2) Montrer que, uni des lois usuelles, L?(1,R) estun R - espace vectoriel.

1) Justifier que pour tous a,be R, ona [ab|<>(a”+b’).

3) Prouver que I’application (f,g)|—>jI fg est un produit scalaire sur L*(1,R)nC°(1,RR).
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Exercice 9 (Mines - augmenté)

. +oSint
Pour tout réel x>0, on pose f(x):j Tdt'
X

1) Montrer que f est définie et se prolonge en une fonction de classe C” sur R, .

2) Prouver la convergence de jom f (t)dt et calculer cette intégrale.

Exercice 10

Soit f :[1,+ [ — R continue et telle que Lm f (t)dt converge. Montrer que Lm@dt converge.

Exercice 11 (X PC)

On pose | =Ionlzln(sint)dt et J :_[Onlzln(cost)dt.

1) Montrer que les fonctions t In(cost) et ti>In(sint) sont intégrables sur }Og[ donc que les

intégrales | et J sont bien définies.
2) Montrerque I =J.

3) Trouver une relation entre | +J et |, puis en déduire la valeurde | et J.
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