PSI*

TD du chapitre 1 : Séries numériques

Exercice 1

Déterminer la nature de la série Xu, avec:

nlnn . (_1)n R jn ) izi
a U,=——. b. u,=In{1+sin pour aeR, . c. u, = (j=e?3).
(Inn) n* Jn
d. u, _Inn . On donnera un équivalent de la somme partielle S, en + .
n

Inn ) .
u, =—- . On donnera un développement asymptotique de R, le reste d’ordre n, en + o.
n

n

Exercice 2

Convergence et somme de Xu, avec :

1 .
a. u = Mines).
" 142243 .. +n? ( )

b. un:(—l)”ln—n (Centrale).
n

. . . . R L nk
© On pourra commencer par déterminer le développement asymptotique a deux termes de » —.

k=1

On rappelle que Z% =Inn+y+0(l) ou yest la constante d’Euler.

k=1

Exercice 3 (Mines)

Déterminer lim 11_[(3k—1)1’”.

n—+ow n K=1

Exercice 4 (Centrale)

. : s 1
Soit la suite (u,),. définie par u, >0 et pourtout ne N, —=u, +—.
u

n+l n

1) Déterminer la nature de la série Zu, .

2) Etablir une relation entre u_, et Xu’, puis déterminer un équivalent de u, .

n+l

Exercice 5 (Centrale)

Pour ne N, on note (E,) I’équation e* = x".
1) Montrer que pour tout entier n>3, (E,) admet exactement deux solutions strictement positives que
I’on notera X, et y ,avec 0<Xx, <VY,.

2) Montrer que (X,),.; converge vers 1.

n=3

. . [ X, —1
3) Déterminer la nature de la série 2u, avec u, =—"—.
Y
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Exercice 6

. . . . . u 1
Soit (u,),. Une suite de réels strictement positifs telle que — :1—2+O(—2j avec a>0.
u n n

n

On pose v, =In(n“u,). En étudiant la série 2(v,,, —V,), montrer que v converge, puis étudier la convergence

de 2u_ suivant la valeur de a.

n+1

Exercice 7
. . o (_1)n+l ) . .
1) Soit la série ZUH de terme général u, ZT et o la permutation de N telle que pour tout k e N :
n
o(3k) =2k
o(3k-1) =4k -1
o(3k—-2)=4k -3

a. Prouver que o est bien une permutation de N”.

b. Donner la nature de la série D u, , puis déterminer celle de > u_ ., .

© Faire une sommation par paquets de 3.

(_ 1)n+l
n

2) Soit la série ZUn de terme général u, = et o la permutation de N” telle que pour tout k e N :

5(3k) = 4k
o(3k —1) = 4k -2
o3k —2) =2k -1

+ o0

;- . 1 + o0
Montrer que les séries > u, et > u_ ., convergent, mais » U, :EZun.
n=1 =1

Exercice 8
. sinn
Pour ne N, on pose u, =——.
n
N 1 1-cosn
1) Montrer que pour tout neN", u, =I0tcos(nt)dt+vn avec v, = —.
n

2) Onpose f(t) :'Lt' Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C* sur [Oﬂ
sin

3) Prouver que pour tout neN" et tout t €[0;1], Ztcos(kt) =f stin(@j—%t.
k=1

4) En déduire que la série Zun converge.
in

. . - e
5) Deéterminer la nature de la serie Z—
n

Exercice 9

Soit (u, ),y Une suite décroissante & termes positifs telle que » u, converge. On note R, le reste d’ordre n.

1 . . R
Montrer que u, = o(—j ,puis que si Y R, converge alors ) nu, converge vers la méme somme.
n
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Exercice 10

Soit xe]—1;1[ . En étudiant [

+ o0

2.

n=0

2 + o0
x”j , montrer que Y (n+1)x" =

n=0

1

1-x)*
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Exercice 11 (Centrale)

On pose pour tout ne N, u,_

La suite (1,),., converge-t-elle ? En déduire la nature de la série Zun :

_ cos(Inn) ot

= [0 g

n 1 t

. . X In . .
© On pourra considérer la fonction f : x> L wdt et écrire une formule de Taylor adéquate.

Exercice 12 (X-ENS)

Soit (a,),.y une suite bornée de réels strictement positifs. On pose pour tout neN, Aa,=a, —a

A’a, =A(Aa,)=Aa,—Aa,,,,
1)
2)
3) N —+o0

4)

5)

En deduire que lim nAa, =0.

k=0

Montrer que la suite (a,),., est décroissante. Qu’en déduire ?

et on suppose que A’a, >0 pour tout ne N.
Montrer que pour tous n,peN telsque p<n,ona nAa, <(p-1)Aa,+a,-a,,.

Montrer que la série Z(n +1) A%a, converge et donner sa somme.

. o . 1
Soit (), Une suite réelle quelconque. On note v, = > U, et w,=——>"v, .

n+1¢3

n+1

et

On suppose que la suite (w,),_, converge et que lim a,v, =0. Montrer que la série Zanun converge.

n—+ow
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