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Résumé du chapitre 3 : Limites et continuité

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C ; on considére deux K- EVN : (E,|-.) et (F.[-]. ). A une partie
de E et f une application de A dans F.

| — Limites

I-1. Genéralités

Définition :

Soit a un point adhérent a A et b € F . On dit que f admet b pour limite en a si :
VeeR,, JaeR], VxeA\{a}, [x—a| <a = |f(x)-b|_ <e.

Propriétes :
e Siune f admet une limite en un point adhérent & A alors cette limite est unique.

e Toute fonction admettant une limite en a < A est bornée au voisinage de a.

Propriété :
Soient ac A et be F. Si lim f(x)=b=0.,alors f(x)=0. au voisinage de a.

X—>a

Propriété :
Soient ac A et beF.
Si lim f(x)=b pour |-|_ de E (resp. |-, de F), alors lim f(x)=b pour toute norme de E (resp. de F)

équivalente & ||| (resp. [|-|.)-

Propriété :
Si lim f (x) =b, alors pour tout vecteur u non nul de E, on a !II’T(]) f(a+tu)=h.
X—a N
I-2. Caractérisation séquentielle de la limite
Propriété :
Soient acAetbeF.

Ona lim f(x)=b sietseulementsi lim f(x,)=Db pour toute suite (x,),., de Atelle que x, > a.
X—>a n—+o0
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1-3. Cas de la dimension finie
Proprieté :
On suppose que F est de dimension finie p >0.

Soient ae A, B=(e,e,,.,€,) une base F et be F de coordonnees (b,,b,,...,b,) dans B.

Si f (x) estla k®™ coordonnée de f(x) dans B, ona lim f(x)=b si et seulement si lim f (x)=b,

pour tout entier k compris entre 1 et p.

I-4. Opérations

Propriété :

Soient ac A, et f, et f, deux applications de A dans F telles que !m f,(x)=Db, et 1'321 f,(x)=b, avec
(b,b,) e F?.

e Pourtout (A,p) e K?, !iﬂ(kfl(xﬂufz(x)):kbl+pb2.

e Soit g:A—>K telleque limg(x)=AeK.Ona limg(x)f,(x)=2Ab,.

Propriété :
Soient (G,- |, ) un troisieme EVN, g une application de B F dans G et ac A.
Si f(A)cBcF, limf(x)=beB et Iirrgg(x)zc.eG avec g(b)=c si beB, alors go f est définie

surAet limgeo f(x)=c.

Il — Continuité sur une partie
11-1. Définitions
Définitions :
Soit ae A. On dit que f est continue en a si lim f(x) = f(a).
X—>a
Soit B < A. On dit que est f est continue sur B si f est continue en tout point de B.
11-2. Continuité et topologie

Propriétés :
Soit f une application continue de E dans F.

L’image réciproque d’un fermé de F est un fermé de E.

L’image réciproque d’un ouvert de F est un fermé de E.

Corollaires :
Soit f une application continue de E dans R .

e L’ensemble des vecteurs x de E tels que f(x)>0 (resp. f(x)=0 ou f(x)<0) est un fermé de E.

e I’ensemble des vecteurs x de E tels que f(x)>0 (resp. f(x)=0 ou f(x)<0) estun ouvertde E.
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11-3. Opérations

Propriéteés :

Soient f, et f, deux applications de A dans F continues en ae A (resp. sur Bc A).

e Pourtout (A, ) e K?, Af, +pf, est continue en ae A (resp. sur B).

e Si g:A—K estcontinueen ae A (resp. sur B), alors g f, est continue en a (resp. sur B).
e Soient (G” . ||G) un EVN et g une application d’une partie C de F dans G.

Sigestcontinueen f(a)eC (resp.sur f(B)cC),alors go f estcontinue en a (resp. sur B).

11-4. Cas de la dimension finie
Propriété :

On suppose que F est de dimension finie p >0 et on considere une base B = (g,,&,,...,e,) de F.

Pour tout xe A ettout ke 1,p ,onnote f (x) la k™ coordonnée de f(x) dans B.

L’application f est continue en a e A (resp. sur B < A) si et seulement si f, ’est pour tout ke 1,p .

Définition :
On suppose que E est de dimension finie n > 0. Soit une base B=(e,,e,,....e,) de E.

Une application polynomiale sur E est une application de E dans K de la forme :

N
a‘l.
X8, + Xy X8 > D4, (ngkgn X,k )
i=0

ou les a, sont des scalaires, et N et les o, sont des entiers naturels.

Propriété :
Les applications polynomiales de E (de dimension finie) dans K sont continues sur E.

Exemples :

e L’application déterminant A= (g ;) > det A est polynomiale sur M, (K), donc continue sur M, (K).

e L’application (A,B) > AB est continue sur M, (K)xM, (K). En effet, les coefficients de AB sont
polynomiaux en ceux de A et B.

e Il en découle immédiatement que a A fixée, B+ AB est continue sur M (K) et a B fixée, B~ AB
est continue sur M, (K).

Propriété :
‘ Toute application linéaire sur un espace de dimension finie est continue.

Définition : (hors programme)

‘ En dimension finie, une partie fermée et bornée est appelée partie compacte.
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Théoreme :
On suppose que E est de dimension finie.

Toute application continue sur une partie non vide compacte de E et a valeurs dans R, est bornée et
atteint ses bornes.

11-5. Fonctions lipschitziennes

Définition :
Une application f : A— F est lipschitzienne sur A s’il existe k e R’, tel que pour tout (x, y) € A* :

[0 Wl <klx=ye-
Dans ce cas, on dit que f est k-lipschitzienne sur A.

Propriété :
Toute application lipschitzienne est continue.

Théoréme :
Toute application linéaire sur un espace de dimension finie est lipschitzienne.

Propriété :

Soient neN", (E,|-||).-.(E,.|-]|,) des espaces vectoriels normés de dimension finie et f une
application multilinéaire de E, x...xE_ dans F.

o llexiste K eR’ tel que pour tout (X,,....%,) € B x..x B, || (X, Xy0ee X))o < KX, XL, -+ %0, -

e fest continue.




