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Résumeé du chapitre 11 : Intégrales a parametre

Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, | et J sont deux intervalles de R et les fonctions sont a valeurs
dans R ou C.

Suites et séries de fonctions intégrables

Théoréme : (de convergence dominée)

Soit (f,),.y estune suite de fonctions définies sur I.
e Pourtout neN, f estcontinue par morceaux sur .
o (f ), converge simplement sur | vers une fonction f continue par morceaux sur I.

e |l existe une fonction ¢, continue par morceaux et intégrable sur I, telle que pour tout ne N et tout
tel,onalf (t)|<eo(t).

Alors :

f, et fsont intégrables sur | et jl fn(t)dtw).[, f(t)dt.

Théoréme : (d’intégration terme a terme)

Soit (f,),.y estune suite de fonctions définies sur I.

e Pourtout neN, f, estcontinue par morceaux et intégrable sur I.

e Lasérie Z f. converge simplement vers une fonction f, continue par morceaux sur |.
e Lasérie ZI,|fn| converge.

Alors :

f est intégrable sur | et j f(dt=) j RAGLS
n=0

Intégrales a parameétre

Théoréme : (de convergence dominée a parametre continu)

Soit f :(x,t)— f(x,t) une fonction définie sur I xJ, ou | et J sont deux intervallesde R et acl oua
est une extrémité, éventuellement infinie, de I.

e pourtoutted, f(xt)—=—((1);
e pourtout xel, t— f(x,t) et t— £(t) sont continues par morceaux sur J ;

e il existe une fonction ¢ positive, continue par morceaux et intégrable sur J, telle que pour tout
(x,t)elxJ,onait [f(x,t)| <e(t).

Alors, pour tout xe I, t— f(x,t) et ( sont intégrables sur J et L f(x,1) dtTIJ L(t)dt.
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Théoréme : (continuité)

Soit f :(x,t)—~ f(x,t) une fonction définie sur 1 xJ.

e Pourtout xel, t— f(x,t) estcontinue par morceaux sur J.
e PourtoutteJ, x> f(x,t) est continue sur I.

e |l existe une fonction ¢ positive, continue par morceaux et intégrable sur J, telle que pour tout
(x,t) el xJ,onait | f(x,t)| <e(t).

Alors :

Pourtout xe |, t— f(x,t)est intégrable sur J et xr—>jJ f (x,t)dt est continue sur I.

Théoreme : (de dérivation sous le signe somme)

Soit f :(x,t)—~ f(x,t) une fonction définie sur 1 xJ.
e Pourtout xel, t— f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur J.

e Pourtoutteld, x> f(xt) estdeclasse C* surl.
of :
e Pourtout xel, t— &(x,t) est continue par morceaux sur J.

e |l existe une fonction ¢ positive, continue par morceaux et intégrable sur J, telle que pour tout

(x,t) e I xJ, on ait %(x,t) <o(t).

Alors :

e Pourtout xel, t|—>?(x,t) est intégrable sur J.
X

e Lafonction XHL f (x,t)dt estde classe C* sur I, de dérivée x L?(x,t)dt.
X

Théoréme : (extension aux fonctions de classe C*)

Soient f :(x,t)— f(x,t) une fonction définie sur 1 xJ et keN".

e Pourtout teJ, x> f(xt) estdeclasse C* sur .

. f . .
e Pourtout xel ettoutie 0,k-1, tHaa—i(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur J.
X

k
f :
e Pourtout xel, t— a—k(x,t) est continue par morceaux sur J.
OX

e |l existe une fonction ¢ positive, continue par morceaux et intégrable sur J, telle que pour tout

k
(x,t) el xJ, on ait (Z_I(X’t) <(t).
X

Alors :

k
f _
e Pourtout xel, t|—>g—k(x,t) est intégrable sur J.
X

. L, ] 8i
e Lafonction x+— L f (x,t)dt estde classe C* sur I, de dérivées successives X L g(x,t)dt :
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Corollaire : (classe C™*)

Soit f:(x,t)— f(x,t) une fonction définie sur 1 xJ telle que pour tout k e N :

e pourtoutted, x> f(x,t) estdeclasse C* surl;

k
f ]
e pourtout xel, t 6—(x,t) est continue par morceaux sur J ;
oxk

e il existe une fonction ¢, positive, continue par morceaux et intégrable sur J, telle que pour tout
k

(x,t) e I xJ, on ait gX—I(x,t) <o (t).

Alors :

k
f .y

e Pourtout ke N ettout xel, tHg—k(x,t) est intégrable sur J.

X

k
. e : f
e La fonction XHL f(x,t)dt estde classe C* sur I, de dérivees successives X > J.J(Z—k(x,t)dt.
X




