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Résumeé du chapitre 10 : Intégration sur un intervalle

Dans tout le chapitre, et sauf mention contraire, | est un intervalle de R et f est une fonction définie sur | et a
valeurs dans K=R ou C.

| - Fonctions continues par morceaux
I-1. Définitions
Rappels :
e Une subdivision d’un segment [a,b] est une famille c=(a,,a,,...,a,) telle que a,=a, a,=b et pour
tout ke O;n-1, a,<a,,,.

e Une subdivision 6 =(a,,4a,,...,a,) d’un segment [a,b] est réguliére si pour tout ke 0O;n-1, a,,—a,

) b-a
ne dépend pas de k et vaut alors ——. Dans ce cas, on a pour tout k e 0;n

Définitions :
Une fonction f définie sur un segment [a,b] est dite continue par morceaux (cpm) sur [a,b] s’il existe
une subdivision ¢ =(a,,4a,,...,a,) de [a,b] telle que pour tout ke 0;n—-1 , f est continue sur ]a,,a, ,[

et admet une limite finieen a eten a_,. La subdivision ¢ est dite adaptée a f.

Une fonction f est continue par morceaux sur un intervalle | si elle 1’est sur tout segment inclus dans |.

Notation : On note CM(I,K) I’ensemble des fonctions continues par morceaux sur | et a valeurs dans K.

Propriété :
e CM([a,b],K) est un sous-espace vectoriel de B([a,b],K) (fonctions bornées sur [a,b]), stable par
produit.

e CM(I,K) est un sous-espace vectoriel de K', stable par produit.

1-2. Intéorale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Définition :

Soit f e CM([a,b],K) et c=(a,,8,,...,a,) une subdivision de [a,b] adaptée a f.

f, avec:

a3 ]

n-1
Lintégrale de fsur [a,b], notée | f ou [ f ou [  f(t)dt, est
[a,b] a a =0 [

limf ena,
a’

foix—=>4f(x) sur]a ,a,[.

limf ena,,

L)
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Propriétés :
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b].

o Linéarité de I'intégrale . Pour tout (A,p) e R?, ona _[[a’b] (M +png) :kj‘[ayb] f +uL g.

a,b]

Positivite : Si f est réelle et positive sur [a,b], alors _[[ . f>0.
a,

Croissance de l'intégrale : Si f < g sur [a,b], alors J} . f< : b]g :

J'[a]b]f‘sj[a]b]|f|.

Inégalités de la moyenne : ‘Lab] f Q‘S?U£| f |I[ab]| al.
, a :

Inégalité de la valeur absolue ou du module :

Si m est un minorant et M est un majorant de f sur [a,b] (f & valeurs réelles), alors :

msL f<M
b—a sl

Relation de Chasles : Pour tout ¢ [a,b], J.[ b]f = f +L . f

2
Inégalité de Cauchy-Schwarz : (L b]f><g) S(.[[ b]fz)x([ b]QZ).

Changement de variable : Si ¢ est une bijection de classe C* de | dans J avec [a,b] < J , alors :

¢ '(b)

j: F(tdt = I(Pfl(a) @'(u) f (o(u))du.

Il - Intégrales géneralisées ou impropres

11-1. Intégrales généralisées sur [a,+ oo

Dans cette partie, a est un réel fixé.
Définitions :

Si f est une application continue par morceaux sur [a,+ oo[ et a valeurs complexes.

L’intégrale jm f (t)dt converge ou est convergente si la fonction X+ IX f (t)dt admet une limite finie
a a

lorsque x tend vers + . Si tel est le cas, on note J'm f(t)dt ou J.M f cette limite.
a a

Dans le cas contraire, on dit que 1’intégrale diverge ou est divergente.

Proprieté :
Si f est continue par morceaux sur [a,+ o[ et a valeurs positives, alors jm f (t)dt converge si et
a

seulement si x> J'X f (t)dt est majoree.
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Corollaire :
Si f et g sont continues par morceaux sur [a,+ o[ et 0< f < g, alors :

o i I+wg(t)dt converge, alors J'M f (t)dt aussi ;

. si ja”’f(t)dt diverge, ja*“g(t)dt aussi.

11-2. Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

Soient | =|a,b| un intervalle de R avec |=]ou[, acRu{-oc}, beRU{+ 0}, a<b, et f une fonction a
valeurs réelles ou complexes, continue par morceaux sur I.

Définitions :

L’intégrale _[b f (t)dt est dite impropre en a (resp.enb)si ag 1 (resp. b ).

On dit qu’elle converge ou est convergente si, pour tout cel, les fonctions xn—>jcf(t)dt et
X

Yy _[ ' f (t)dt admettent une limite finie lorsque x tend vers a et y tend vers b.
C

Dans ce cas, on note Ibf(t)dt, ou Ibf , OU encore J'I f, lalimite de Iy f(t)dt quand x >a et y—>Db.

Dans le cas contraire, on dit que 1’intégrale diverge ou est divergente.

Notation : Par convention, [f]z = Iign f —lim f et on utilise cette notation quand les deux limites existent et
a

sont finies.

11-3. Intégrales de référence

a. Intégrales de Riemann :

Définition :

_ o0 (It 1dt L :
Les intégrales .[1 = et .[ot_a sont appelées intégrales de Riemann.

Propriété :

1
L’intégrale IO% impropre en 0, converge si et seulement si o <1 et vaut % dans ce cas.
—Q

L vodt . . 1
L’intégrale L o impropre en + o, converge si et seulement si o >1 et vaut — dans ce cas.
a —

b. Autres intéqgrales de référence :
Proprieté :

o, +o . . +o 1
Pour a € R, I’intégrale J'O e *'dt converge si et seulement si o >0 et dans ce cas, J.O e “dt==.
o
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Propriété :

Pour tout réel a >0, I’intégrale I:Intdt converge et vaut joalntdt=aln a—a.

I1-4. Propriétés des intégrales généralisées

a. Propriétes usuelles :
Propriétes :
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur | =| a,b| (comme défini plus haut) telles que les

intégrales I: f (t)dt et I :g(t)dt convergent.

Linéarité de I'intégrale : Pour tout (A, ) € K?, jb(kf +ug) converge et Ib(kf +ug) = ij f +p.|'b g.

b
Positivité : Si f est réelle et positive sur 1, alors j f>0.
a

De plus, si f est continue sur I, alors II f =0 si et seulement si f est nulle sur .

. b b
Croissance de l'intégrale : Si f <g sur |, alors j f SI g.

Relation de Chasles : Pour tout ce I, Ibf :IC f +Ibf )

b. Changement de variable :

Propriété :

Soit f:1 — C, continue par morceaux sur | et ¢ une bijection strictement monotone de classe C* d’un
intervalle J =|a,B| dans .

b
L’intégrale IB f (p(u))o'(u)du converge si et seulement si _[ f(t)dt est converge et, dans ce cas, les

deux intégrales sont égales.

c. Intégration par parties :

Soient f et g deux fonctions de classe C* sur .

Si [f(t)g(t)]':1 converge, alors les intégrales _[b f(t)g'(t)dt et J'b f '(t)g(t)dt sont de méme nature et en cas de

convergence, on a:

[*tmamdt=[fam] - [ f Mg,
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I11 - Integrales absolument convergentes et fonctions integrables
111-1. Généralités
Définitions :

Soit f une fonction continue par morceaux sur | =|a,b]|.

b b
On dit que I’intégrale _[ f (t)dt est absolument convergente si I’intégrale I |f(t)|dt converge.
a a

Dans ce cas, on dit que la fonction f est intégrable sur 1.

b b
On dit que I’intégrale _[ f (t)dt est semi-convergente si elle converge sans que _[ |f(t)|dt converge.

111-2. Propriétés de comparaison

Lemme :

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur | :| a,b| tellesque f <g.

. b b ) b b
Si I g(t)dt converge, alors j f (t)dt aussi et_[ f(t)dtSJ' g(t)dt.

Théoréme :
Soit f une fonction continue par morceaux sur | =|a,b]|.

b
Si I’intégrale I f (t)dt est absolument convergente, alors elle est convergente et dans ce cas, on a:

Ub @< | O]t

Propriétés :
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b[ avec be R ou b=+ .

e Si|f|<]|g|, alors si g est intégrable sur [a,b[, f est aussi avec _[b| f | < Ib|g| et si f n’est pas intégrable
sur [a,b[, g ne I’est pas non plus.

o Sif :(b)(g) ou f :?(g) , on a les mémes résultats que ci-dessus.

o Sif ~g, alors f est intégrable sur [a,b[ si et seulement si g I’est.

Corollaire :
Si a et b sont finis et f est continue par morceaux sur | =[a,b[ (resp. |1 =]a,b], resp. | =]a,b[) et admet

N b
une limite finie en b (resp. en a, resp. en a et b), alors j f (t)dt converge.

Propriété : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur | :| a,b| (comme défini plus haut) telles que les

., b 2 b 2 b
mtegralesj f etj g“ convergent. Alorsf fg converge et :
a a a

(176) =(12 ) {0):
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111-3. Espace L(1,K) des fonctions intégrables

Notation : On note Ll(l ,K) I’ensemble des fonctions définies sur I, & valeurs dans K, continues par morceaux
et intégrables sur I.
Propriéteés :
Muni des lois usuelles, Ll(I,K) est un K - espace vectoriel.

L’application f HI:|f| est une norme sur L*(1,K)NC°(1,K).



