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Corrigés des exercices du stage de pré-rentree

Exercice 1 : Symboles Z et IT

1) Ona:
e e S 20 A0 I A o A A
Z = — ===ttt —F+ - F 4.+ -t +F——=1-—
o k(k+) Sk k+1) 1 4 -1 n+1 n+1
Ou bien
v 1 _i(l_ij_”L”L_”l_”“l_}ﬂl_”i_i -1
wkk+1) 1=\k k+1) &k &Hk+l Tk Sk 1 &Sk Sk n+l n+1
Donc :
-1 _ N
o k(k+1) n+1
2) Ona:
1 a(k+1)(k+2)+bk(k+2)+ck(k+1) (a+b+c)k2+(3a+2b+c)k+2a
k(k+1)(k+2) kK(k+1D(k+2) kK(k+1D(k+2) '
Par identification :
a+b+c=0 1
I :§+L+—C < <3a+2b+c=0 < a_C_E
k(k+D)(k+2) k k+1 k+2
2a=1 b=-
Donc’ ;ZE(E_L_FLJ et:
k(k+D)(k+2) 2\k k+1 k+2

n 1 1 N1 1 1< 1 1
:l“(l_ij_l”z“(l 1) Yy Lo g
24 K k+1) 22\ k k+1) 2| Zk(k+) Ekk+D)

1 1+Z -y 1 1 _(n+)(n+2)-2
2|2 SKk+) SKk+) (+D(n+2)|  4(n+D(n+2)

Donc:

: 1 _ n(n+3)
“k(k+)(k+2)  4(n+1)(n+2)
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3) Avec u, =(—2)", (u,),.y est une suite geométrique de raison — 2.

1— ( 2)n+1 1— ( 2)n+l

2N T Ty T

b. iuk_Z( 2) ((_22); _21_(;2)n )
C. k_nouk =kZ_n(;(— 2)k =11£_(3)2;+ :1+§3 N+

0 Zn“k = Zn(— 2 =(-2y 1; —(E—Z)z) _ 2)“3+ 2 (- 1)n3+ .

4n+1 1 4n+l 1
) Zu2k Z( 2)2"_24" I 3

k=0

f. Z(uk+n) Zuk+2n Z( 2)* +n(n+1) = 1-C 2)n+l+n(n+1).

0. Zu +n= Z( 2 +n= (32)n+l +n.

n(n+1) 1-(- 2)n+l n(n+1)
h. Z(u k)= Zu +Zk Z( 2) + 5 P

n 2n _ n+l
i uk+n=2uk=(1)+22n.
k=0 k=n

n n+l
. IR S (G I e L e A
= k0 0 1-(-2)" 1-(-2"  1-(-2"

4) P :ll[(1+vk).

a. P, H(l__): L:lxngx...xn_lx n _ 1 .
K1 k+1) ak+1 2 3 4 n n+l n+l

: kan (LTEx{TT6+2 f[kxﬁk
st g T

k=1

1
nix=(n+3)!
2( )_

_1
(n+DY° 2

nt (n+3)! (n+3)(n+2)
M+D!'(n+D)!  2(n+1)

[ (n+3)!

(2 & kk+3) "TTgT na3
- P“‘H(l (k+1)(k+2)]_ﬂ<k+l><k+2>_<n+1)'x(”+2>!_3<”+1>'
' 2
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Probleme 1 : Un probléme d’analyse
Partie A : Etude de fonction

1) Ona e*—-1=0 si et seulement si x=0, donc la fonction f est bien définie sur R . Elle est de plus continue
sur R” en tant que quotient de telles fonctions.

X

Enfin, Iirrg)e = Iirr?)eX =1, donc Iirr(m) f(x)=1= f(0) et festcontinue en 0.
X—> X X—> X—>

Finalement :

f est continue sur R .

2) a. Lafonction h est définie et dérivable sur R en tant que somme de telles fonctions et pour tout xe R :

2

h'(x)=(1+x)e"—(1+X+X?JeX+%x2eX =0.

Ainsi, h' est nulle, donc h est constante. Comme h(0) = €° —1+%I§t2e“dt =0:

La fonction h est nulle.

Alors, pour tout xe R :
2 2
h(x) = 1+X+X— e‘x—1+lJ. t’e'dt=0 < EJ' t2e ldt=1— 1+X+X_ e X
2 2 0 2 0 2
X 2
< lexj tletdt = e* —| 1+ X+ —
2 J0 2

Soit, pour tout xeR :

2

e —lox—2 :lexj‘xtze “dt
2 2 0

2

b. Onadonc ex—[1+ x+%j=%exj:t2etdt pour tout X e R.

e Pourtout xeR, et pour tout te[0,x], O<e ' <1, donc 0<t’e ' <t®. Par croissance de I’intégrale, on

obtient (avec 0<x):
« < 37X 3 1 < 3
0< [ tetdt< [ tdt= L N 0<ze [ ted<’ e,
0 0 3], 3 2" Jo 6
D’ou, pour tout Xe R, :

2 X3

Osex—l—x—x—g—e*.
2 6
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e Pour tout xeR_ et pour tout te[x,0], O<e'<e ™, donc O<t? "<t * et par croissance de
I’intégrale, on obtient (avec x<0):

3 3 3
1
Osjotze‘tdtSjotze‘xdt:e‘xjotzdtz—e‘xx— - e‘xx—ijtze—‘dtso - X—g—e*jxtze“dtso.
X X X 3 3 0 6 2 0
D’ou, pour tout xe R _
X—Sex—l—x——so.
6 2

Ainsi, on a bien :

X2 3
e VxeR, ,6 0<e'-1-x——<—e";
2 6

3 2
e VxelR , X—sex—l—x—x—so.
6 2

3 3
X X : . o -
c. Avec % < % e , le résultat de la question précédente peur s’écrire plus simplement pour tout Xe R :
2
X X
oo g ] X
6 6
Donc, pour tout xeR™ :
X
o<tz 1 me‘x‘
x? 2| 6

Comme I|m| |e‘x‘ =0, le théoreme des gendarmes donne Iim[# ;] 0, soit :

X
. e"-1-x 1
lim———==
X—0 X 2
*—1+X . e'-1 .
Or, quand x—0,0na —x—0, donc I|m—2+ = lim——-—, soit
x—0 X t=-xt—>0 t
. -1+x 1
lim > -
x—0 X 2
d. Pour tout réel x non nul, ona:
xe* 1
f(x)-f(0) e _1 ~ xe"—e+1 xe* x-1l+e” f() 1+x
x—0 X x(e*-1) e-1 X
. . -1+x 1
Avec Imgf(x)=1 et Ilm—2 > , on obtient finalement :
X— X—> X

lim f(x)—f(O):l.
x>0 x—0 2
Ainsi :

f est dérivable en 0 avec f '(0) = %
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e. Comme f est dérivable en 0, ° admet bien une tangente au point d’abscisse 0 et son équation réduite est :

y=f'(0)x+ f(O):%x+1

3) La fonction f est dérivable sur R™ en tant que quotient de telles fonctions et pour tout x e R :

Fi(x) = (e" +xe*)(e* —1) —xe (e)
(e -1’

Soit :

e“(e* -1-x)

f'(x) =
Wy

4) La fonction f' est continue sur R™ en tant que quotient de telles fonctions.

De plus, on a vu que Ilrrg 21+X 1 et f (0)_— Alors :
X—> X
X 1 2 X
Imﬁ(@—hmiﬁ—i72=ﬁme{:X je X et to 1),
X—>0 x>0 (¥ -1) x—0 e* -1 X 2 2

Donc, f' estcontinue en O et ainsi :

f ' est continue sur R.

5) Posons h(x)=e*-1-x.

La fonction h est définie et dérivable sur R en tant que somme de telles fonctions et h'(x) =e* —1.
e Sur ]0,+[, h'(x) >0, donc h est strictement croissante et h(x) >h(0)=0.

e Sur ]-o,0[, h'(x) <0, donc h est strictement décroissante et h(x) >h(0)=0.

Ainsi, pour tout xeRR™, ona h(x) >0 et h(0) =0, donc, pour tout XxeR :

h(x) =e*—1-x>0, avec égalité seulement en 0.

X

e*(e*-1- x) e
-9 (-0’

Comme f'(0)= % >0, on afinalement, f'(x)>0 pourtout xe R, etdonc:

On a vu que pour tout xeR™, f'(x)= h(x) et, d’aprés ce qui précéde, ona f'(x)>0.

f est strictement croissante sur R .
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6) Ona:

i . . , . . xe*

e lim xe” =0 par croissances comparées, donc lim f(x)= lim —
X—>—00

X —>—0 x—»>-o@” -]

X

e lim f(x)= lim = lim =400,
X —> +00 X4)+ocex -1 xa+wl_e’x
On obtient ainsi le tableau :
X | —o0 + o

f O/V‘f‘oo

7) Comme limf =0:

¢ admet I’axe des abscisses (Ox) pour asymptote horizontale en — oo,

8) Pourtout xeR", g(X)=f(X)—x= X _x-X¢ —xE-D_ x xe_ ,
e’ -1 e’ -1 -1 1-e*

Or, lim xe * =0 par croissances comparées, donc :

X—>+o0

lim g(x) = lim [f(x)~x]=0

X—>+00

On en déduit immédiatement que :

La droite A:y=x (la premiere bissectrice) est asymptote oblique a #” en + o,

9) On construit le tableau de signes de g :

X — o0 0 + oo
xe " - 0 +
1-e* - 0 +
g(x) + 1 +

Ainsi, pour tout xe R, g(x) >0, soit f(x)>x etdonc:

¢ est toujours au-dessus de A.
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10) Avec les asymptotes et la tangente en 0, on obtient la courbe :

Partie B : Etude d’une suite récurrente

1) Comme la fonction f est définie sur R, la suite (u,),_ est bien définie quel que soit u, e R .

Dans la question 9 de la partie A, on a vu que pour tout xe R, f(x)> x, donc pour tout ne N :
u,,=f)>u.

Ainsi :

La suite u est strictement croissante.

2) Si u converge vers une limite (R, alors f(¢)=( car f est continue sur R . Or, on vient de rappeler que
pour tout xe R, f(x)>x, donc f(x)=x et 1’équation f(X)=X n’admet pas de solution. Ceci montre que la
suite u ne peut pas converger, et ainsi :

La suite (u,),., Ne converge pas.

3) Comme u est croissante, soit elle converge (si elle est majorée), soit elle diverge vers + o. On vient de voir
qu’elle ne converge pas, donc :

limu, =+

n—+o0

Partie C : Etude d’une suite implicite
1) Soit neN".Onadonc neN"

D’apres la partie, la fonction f est continue et strictement croissante sur R, de limf =0 a lim f =+o0.

D’apres le théoréme de la bijection continue (théoréme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions
strictement monotones), tout reel strictement positif est atteint exactement une fois pas f.

Ainsi, il existe un unique réel a, tel que f(a,)=n et:
f(nx)=n < f(hx)="f(a,) < nx=a,.

L a . .
Ainsi, x, =—" est 'unique solution de f(nx)=n dans R et donc :
n

L’équation f (nx)=n admet une unique solution dans R .
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X, est I'unique solution de f(x)=1= f(0), donc:

X =0

2) Remarquons que pour tout neN", f(nx )=n>1= f(0) et comme f est strictement croissante, on a x. >0
avec egalité si et seulement si n=1.

Onal-e ™ =0=x et pourtout neN" tel que n>2 :

nx e™ nx
f(nx,)=—21

— n — — —NX,
e”x“—l_l—e‘”xﬂ_n < X, =1-e .

Ainsi, pour tout neN" :

X, =1l—e ™

Onavuque x, >0 pourtout neN", donc O<e ™ <let0<x =1-e ™ <1, donc:

Xne[O,l[

3) Pourtout neN" :
n+l>n < f((n+1)x,,)> f(nx,).

Comme f est strictement croissante, on obtient :

(n+1)x,,, >nx,

n+1

4) D’apres les deux questions précédentes, on a alors, pour tout Ne N~ :

nx, <(N+D)x,, < e™>e M o 1™ <cl-e™m o x <x .

n+1

Ainsi :

La suite (x,) . eststrictement croissante.

5) Comme (x,) . eststrictement croissante, soit elle converge (si elle est majorée), soit elle diverge vers + oo,

Or,si lim x, =+o0, alors :

n—+ow

limx, =+0 = limnx, =+0 = Ilime™=0 = limx = lim@-e ")=1.

n—+oo n—+ow n—+ow n—+ow n—+ow

Ceci est absurde, donc (x,) . converge vers une limite (e R.
Comme X, >x, >0 pour tout entier n>2,0na (>x, >0 etdonc:

lim nx, =+o.

n—+ow
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Alors :
lim x, = lim (1—-e ™) =1.

n—+o n— +o

Et ainsi :

La suite (x,) . converge vers 1.

Exercice 2 : La série harmonique

1) Soit keN". Pour tout réel t [k,k +1], ona ﬁ < 1—' < %, et par croissance de I’intégrale :
+
J-k+1 1 dt: 1 k+1dtSJ-k+lﬂSJ~k+11dt=1 k+ldt'
ko k+1 K+17k kot ko k k 7k

Soit :

isln(k+1)—|nk£E
k+1 k

2) Soit neN". Pour tout entier k compris entre 1 et n, on a kil <In(k+1)—Ink s% et en sommant de k =1
+
a k=n, on obtient :

1 <3 [In(k+1)—|nk]§zn:%.

g K+l s k=1

uN

Or:

n 1 n+11 n+11 1 n+11 -
C ok Ak Ak 1k

k=1

. [In(k+1)—Ink]=In(n+1)—In1=In(n+1).

k=1

Donc :

n+1

DI EIUICIIED I
k=1

k=1

La double inégalité ci-dessus donne pour tout ne N :

H..,-1<In(n+1)
In(n+1)<H,

Ceci donne entre autres H_,, <1+In(n+1) pour tout entier n>1, soit H, <1+Inn pour tout entier n>2.

Comme H, =1=1+Inl, I’inégalité est aussi vraie pour n=1 (c’est méme une égalité¢) et donc, pour tout
neN":

In(n+1) <H,A <1+Inn
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3) Comme lim In(n+1) =+ et In(n+1) <H,, on obtient par theoreme de comparaison :
n—+ow

lim H, =+

n—+w

De plus, pour tout entier n>2,0na Inn>0, donc:

Inn+In| 1+ =
In(n+l)< H, <1+Inn - ( nj< H, _ 1

Inn Inn  Inn Inn “Inn Inn

+]1 & 1+iln(1+ij H” <1+i
Inn n Inn Inn

Et comme lim (1+|i In£1+ ED = lim (1+ Iij =1, le théoréme des gendarmes permet de conclure que :
n—+o nn n n—+ow nn

n _1
n—>+»|nn

n 2n
4) a. Onapourtout neN", S = 1 Zlet:
k1n+k K K
2n+2 2n 2n 2n
S-S - 1 121 1 1_1:1+1_1: 1 .
kn+2k kn+1k =k n+1 2n+2 kn+2k n+l 2n+1 2(n+1) n+1 (2n+1)(2n+2)

Donc, S,,,—S, >0 etainsi :

Lasuite (S,) . eststrictement croissante.

b. En repartant de kil <In(k+1)-Ink s% et en sommantde k =n+1 a k =2n, on obtient :
+

2n 1 2n 2n 1 1 1
— < In(k+1)-Ink|< — & S + ——<In@2n+)-In(n+1)<S..
k;1k+1 k=zn+1[ ( ) ] k=zn+lk " 2n+1 n+1 ( ) ( ) "

Soit :

Comme In 2n+1 =In 2—i ,ona lim In 2n+1 = lim|In 2n+l) 1 + 1 =In2, et d’apreés
n+1 n+1 1 2n+1 n+1

le théoreme des gendarmes :

5) Pourtout neN" :

U,-u=H _ —In(n+)-H_ +Inn= HM—Hn—In(n+1)+|nn=i1—[ln(n+1)—ln nj.
n+

. 1 .
Or, d’aprés la question 1, —13 In(n+1)—Inn, donc u,,, —u, <0 etainsi :
n+

La suite (u,) . est decroissante.
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D’aprés la question 2, on a pour tout neN", In(n+1) <H_<1+Inn, soit:
O<In(n+1)—Inn<u, <1.

Ainsi, lasuite (u,) _ . estbornée, et comme elle est décroissante :

Lasuite (u,) . converge.

Exercice 3 : Equations différentielles

1) a. Comme fet x> e*™ sont dérivables sur R, g:xr>e*f(x) I’est aussi en tant que produit de telles
fonctions et pour tout xe R :

g'(x)=e™f'(x)+ae™f(x)=e™(f'(x)+af(x)).
Comme pour tout xR, €™ # 0, on peut alors écrire :
f estsolutionde (E) surR < VxeR, f'(x)+af(x)=h(x)
< VxeR, e*(fi(x)+af(x))=e*h(x)
& VxelR, g'(x)=e*h(x)

Ainsi, on a bien :

f est solution de (E) sur R si et seulement si pour tout x e R, g'(x) =e*h(x) .

b. Toutes solution de (E) sur R est dérivable sur R (car (E) est d’ordre 1).
Alors, si f est une fonction dérivable sur R , on a avec les notations précédentes :
f estsolutionde (E) surR < VxeR, g'(x)=e*h(x)
& VxeR, g(x)=e*f(x)=k+[ e*h(t)dt aveck R

& VxeR, f(x):ke*ax+e’ax.[oxea‘h(t)dt aveck e R

Remarquons que pour tout ke R, x+> ke ™ +e’axjoxea‘h(t) dt est dérivable sur R, et finalement :

Les solutions de (E) sur R sont les fonctions x > ke™* +e’ax_|.0xeath(t) dt avec ke R .

2) a. L’équation r>—3r+2=0 est une équation du second degré dont 1 est racine évidente.

Comme le produit des deux racines vaut 2 :

Les solutions de r?—3r+2=0 sont 1 et 2.

b. Comme f est deux fois dérivable sur R, f' est dérivable sur R, et g=f'—f est dérivable sur R en tant
que différence de telles fonctions :

g'=f"—f".
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Avec (E"): z'-2z=0,0na:

g estsolutionde (E")surR < g'-2g=0
& fr-f'-2(f'-f)=0
< fr-3f'+2f=0
< f estsolutionde (E') sur R

Ainsi, on a bien :

f est solution de (E") sur R si et seulement si g est solution de (E™): z'—2z=0 sur R.

c. L’équation (E") estde laforme z'+az=0 avec a=-2, donc:

Les solutions de (E") sur R sont les fonctions x - pe® avec peR.

Alors, d’aprés la question précédente, f est solution de (E") sur R si et seulement si f'—f est solution de
(E™) sur R, donc si et seulement si f est solution de y'—y=pe* sur R avec peR.

D’aprés la question 1 (avec a=—1 et h(x)=pe®), les solutions de y'—y=pe® sur R sont les fonctions
X > ke* +ex.[oxe‘tue2t dt avec keR.
Or, pour tout xe R, J'Oxe*tue2t dt = pfoxe‘ dt=p(e* 1) et:
ke* +exjoxe‘tue2t dt =ke* +pe*(e* —1) = (k—p)e* +pe” = re* +pue*
avec A =k—p.

Finalement :

Les solutions de (E') sur R sont les fonctions x —> Ae* +pue”™ avec A, peR.

Remarquons que [’on trouve la forme x> Ae"™ +ue™ ou r, et r, sont les racines de I'équation r*—3r+2=0
appelée « équation caractéristique » associée a (E").

Exercice 4 : Probabilités

1) En supposant que personne ne triche lors de la donne, on peut supposer toutes les distributions possibles
sont équiprobables. Par ailleurs, seul le chien nous intéresse ici, donc on suppose que tous les chiens sont
équiprobables. Pour construire un chien a quatre joueurs, il faut choisir au hasard 6 cartes distinctes parmi les

: 78 :
78 cartes du jeu complet, I’ordre du choix n’important pas. C’est une combinaison : il y a donc ( j chiens

possibles.

Pour déterminer la probabilité qu’il y ait au moins un bout dans le chien, calculons la probabilité qu’il n’y en ait
aucun : on doit alors choisir les 6 cartes de chiens parmi toutes les cartes du jeu, sauf les trois bouts, donc parmi

75
75cartes :ilya ( 5 j possibilités.
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La probabilité qu’il n’y ait aucun bout dans le chien est alors :

(A
0, = 6 ) 60161  75x74x73x72x71x70 3x71x10 2130
° (78 78! 78xT77x76x75x74x73 13x11x19 2717
6 72!6!

Alors, la probabilité qu’il y ait au moins un bout dans le chien est 1— p, =1— %, et donc :

587

A quatre joueurs, la probabilité qu’il y ait au moins un bout dans le chien est p = 7717 ~0,22.

2) On reprend le méme raisonnement a trois joueurs, avec un chien de 3 cartes. La probabilité qu’il y ait au
moins un bout dans le chien est alors :

[75j 751
L \3) | 721 75x74x73 . 25x37x73 _ 8551

78 78! 78x77x76 ~ 26x77x38 76076
3 75131

Ainsi :

A trois joueurs, la probabilité qu’il y ait au moins un bout dans le chien est 71505716

~0,11

On constate que la probabilité est plus faible, ce qui est normal car il y moins de cartes dans le chien, donc
moins de chances de choisir un bout dans le jeu.

3) Sion joue a cing joueurs, mais avec a nouveau un chien de 6 cartes, le calcule st exactement le méme qu’a
quatre joueurs et donc :

La probabilité qu’il y ait au moins un bout dans un chien de 6 cartes est la méme & 4 ou 5 joueurs.

4) On joue 10 parties d’affilées a quatre joueurs et a chaque parties on regarde si on a au moins un bout dans le
chien (succes, de probabilité p:%) ou pas (échec, de probabilité 1—p). Les donnes étant supposées

indépendantes les unes des autres, on reconnait un schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X donnant le
nombre de succés (nombre de parties ou il y a au moins un bout dans le chien) suit une loi binomiale de

parameétres n=10 et p= ﬂ

2717

a. La probabilité qu’il n’y ait jamais de bout dans le chien lors des 10 tours est alors (1— p)™, donc :

10
La probabilité qu’il n’y ait jamais de bout dans le chien lors des 10 tours est (%} ~0,09.
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b. L’événement « il y a au moins une fois un bout dans le chien » est I’événement contraire de « il n’y a jamais
de bout dans le chien », donc :

10
La probabilité qu’il y ait au moins une fois de bout dans le chien lors des 10 tours est 1—(%) ~0,91.

c. La probabilité qu’il y ait exactement cing fois un bout dans le chien est :
10 5 5
05(1 p)° = 252 587 2130 .
5 2717 ) \ 2717

La probabilité qu’il y ait qu’il y ait cing fois un bout dans le chien lors des 10 tours est environ 0,035.

Ainsi :

d. Le nombre moyen de parties sur 10 pour lesquelles il y aura au moins un bout dans le chien est correspond a
I’espérance de la variable aléatoire X. Comme X suit une loi binomiale de parametres net p, ona:
E(X)=np=1027 _3870 >,
2717 2717

Ainsi :

Il'y aura au moins un bout dans le chien pour environ 2,2 parties sur 10 en moyenne.

Probleme 2 : Intégrales de Wallis et formule de Stirling
Partie A : Les intégrales de Wallis
1) Pour tout ne N, la fonction t+>cos"t est continue sur R, donc sur {Oﬂ Ainsi, son intégrale sur ce

segment est bien définie, donc :

|, est bien définie pour tout ne N.

/2
0

2) Ona I, =j0n/2dt=[t] et Il=Ion/2costdt=[sint]g/2, donc :

3) La fonction t>sintcos™t est dérivable sur R en tant que produit de telles fonctions et sa dérivée est
t = costcos™™ t —(n+1)sintsintcos"t, soit :

t > cos™?t —(n+1)sin*tcos"t = cos"™? t — (n+1)(1—cos*t) cos" t = (N +2) cos"*t — (n+1)cos"t .

Ainsi :

La dérivée de t—sintcos™t est t — (n+2)cos™*t—(n+1)cos"t.




1% année

On aalors:
jonlz[(n +2)cos™* t—(n+1)cos" t] dt = [Sin tcos™ t]Z/Z -0

Or, par linéarité de I’intégrale :

/2 /2 /2
IO [(n+2)cos”+2t—(n+1)cos“t]dt=(n+2)j0 cos"*ztdt—(nJrl)I0 cos"tdt=(n+2)1,,—-(n+1I .

Ainsi, (n+2)1,,.,—(n+11 =0, soit pourtout ne N :
_n+1
n+2 n+2 n
4) on veut prouver par récurrence sur p que pour tout peN : I, >0etl, ,>0.

e Ona |o=g>0 et I, =1>0, donc la proprieté est vraie au rang p=0.

e Supposons la propriété vraieaunrang peN.
2p+1 2p+2
D’apres la question 3 (appliquée a n=2p eta n=2p+1),ona l, ,= 2p+2 I, et 1,5 =m|2p+1,

donc I,,,, et I,, sont de méme signe, ainsi que I, ., et I, ;.

Or, par hypothese de récurrence, 1,, >0 et |
propriété est vraie au rang p+1.

2pn >0 Alors, I, =1,,,>0et 1, .=1,,,,>0 ¢etla

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout p e N, soit pour tout pe N :

I, >Oet| >0

2p+1

. * . - I s pe =
5) Soit peN . D’aprés ce qui précéde, on a pour tout k e N, 1, =0, donc —2+Z est défini et :
2k

p-1
I2(k+1) I I2p—2 I2p

Ll
x: o 1o 1y 00 1y s
Soit :
pllz(km _p
k=0 2 IO
|
De plus, pour tout ke N, 1, , :ﬁlzw it 20 _ 2KEL o
2k +2 L, 2k+2
_p ﬁ'z(kﬂ) H2k+1 1x3x5x..x(2p— 1) 1x2x3x4x5x6x..x(2p-1)x(2p)
l, %o by  (02k+2  2x4x6x..x(2p) (2><4><6><...><(2p))2
(2p)! _ (2p)! __(@p)!

(@)X @xDx@x P x@x D)) (2Pxix2x3x.xp) 20 X(PY]
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Ainsi, avec | :g, on obtient :

_n_(2p)!
227 (pYy’

| g
I, #0,donc -2+ est défini et pour tout peN :

6) De la méme fagon, on a pour tout k e N, I
2k+1

Y I P fi2k+2 23 4x6x...x(2p) (2x4x6x“pr»2_2“(mf
ko b I ko0 2k+3  3x5x.x(2p+1) (2p+1)! 2p+D!

Et, avec I, =1, on obtient :

2% (pY)?
2P (2p+1)!

7) Posons u, =(n+1)I .l pourtout neN. Avec la question 3, on a alors pour tout ne N :

n+1

(n+2)|n+2 n+l (n+2)— (n+l)| =
n+2

n n+1 n+1 n n'

. . T T .
Ainsi, la suite (u,),. est constante. Comme u,=1,1,=—,0na u, =u, =— pour tout ne N, soit:
2 2

T
(I‘H—l)l :E

n+l n

8) Pourtout neN ettout te [O,g} ,ona 0<cost<1, donc cos"™t <cos"t et par croissance de I’intégrale :

/2 n/2
I +1:IO cos”*ltdtgj‘0 cos"tdt=1_.

Comme I, >0 (d’apres 2), on peut écrire :

0<%£1 D).

n

n+1

. . I .
Au rang suivant, ceci donne 0< -2 <1 etavec I, = —2I , on obtient :
n+1 n+
n+1 1, n+2|n+121 n+1<ln+1 2).
n+21. , n+1l 1, n+2 I,
Finalement, avec (1) et (2), on obtient bien, pour tout ne N :
n_-i_lng]_

n+2

n
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9) Posons v, =1 </n. On aalors pour tout ne N’

n+1 n+1 f(n+1) /n +2n+1
v =1 «/n+2——| vn+
n+2 n+2 n+ fn+ \/_ (n+2)n n +2n

2
. fn +2n+1 . .
Or, pour tout neN", o >letv,>0,donc v, >v, .Comme v, >0=V,, cecireste vrai pour n=0.
n“+2n

Donc, pour tout ne N, v, , >V, . Ceci permet de conclure que les suites (v,,) . €t (V,,.;) oy SONt strictement

croissantes.

n+2

Alors, soit (v,,),.y converge, soit converge diverge vers + . Il en va de méme pour (V,,.,)

peN peN *

De plus, comme v, >0 et v, >0, si (V,,) oy OU (V,,,1), oy CONVeErge, c’est vers un réel strictement positif.

peN

n
Or, d’apres la question 7, on a pour tout neN, (n+1)I 1, =— 2 ,donc v v, = 125 ,/—1 , etpourtout peN :
n+

m | 2p
200 =3\ Zp 1

Alors, lim v, v, 2 , ce qui rend impossible la divergence vers + oo de (Vv,,)

p—>+x© p

etde (v,,,,)

peN peN *

Ainsi, les suites (v,,) . €t (V,,,,) o CONvergent vers £>0 et (>0 respectivement.

n+1 |
D’aprés la question 8, on a pour tout ne N, —— < 1l <1, donc pour tout peN’

2p+1 |2p+1 Vzpﬂ 2p+
2p+2\ 2p 2p

Comme lim 2p+l j2p+l = lim 2p+1 =1, le théoréme de gendarmes permet de conclure que :
porel 2p+2Y 2p pore\ 2p

V N
lim 2p+1=[—=1 = ('=.

p—+m \/2

Ainsi, (V,,) o €t (V,,,1) oy CONvergent vers la méme limite (>0.

Enfin, en revenanta v, v, o, P eten passant a la limite, on obtient (* = T donc = = (car (>0).
2\2p+1 2 2
. . . T . . T .
Finalement, lim v, = lim v, , = ‘/5 , Ce qui permet de conclure que lim v, = r et ainsi :
p—>+x p—>+o N—+oo

La suite (In\/ﬁ)neN converge Vers \/g
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Partie B : La formule de Stirling
1) Pourtout neN

n+1

u +l—un:ZInk—
n+l

(n+1+2jln(n+1)+n+1 {Zlnk ( 1)Inn+n}
_Zlnk Zlnk (n+1+ jln(n+1) ( jlnn+n+1 n
:In(n+1)—(n+1+%)ln(n+l)+( jlnn+1

1—( 1j(ln(n+1)—|nn =1 (n+ jl (n+1) ( +£)In(l+1j
2 2 n
Ainsi, pour tout ne N’

2) La fonction f est deux fois dérivable sur [1,+o[ en tant que produit de telles fonctions et pour tout

1
f(x)zIn(l+£}+(x+lj—xzzIn(1+lj—(x+lj !
X 2), 1 X

f"(x)=- L

1

I\)IH

N |-

un

—u, =1-1f(n)
Xe[l+oof :

>

2 ) X% +x
1) 2x+1 (2x+1)? 2 1
2 ) Xt 2 = 2 27 2 = 2 2
X“+X X +X 2)(X°+Xx)° 2(X"+Xx)° X“+x  2(x"+X)
Sur [L+o[, f™ est strictement positive, f' est strictement croissante. Or
f ' est strictement négative et ainsi

lim f'(x)=0, donc sur [1,+o[
f est strictement décroissante sur [1,+oo[

3) Ona f(x):(x+1jln[1+l):xln(1+lj+lln(l+ij et:
2 X X) 2 X
lim 1In(1+EJ:O
X—>+00 D X

: 1
lim xln(1+—j
X —>+00 X /) h
Ainsi, pour tout ne N

Comme f est strictement décroissante sur [L,+o[ et lim f(x)=1,ona f(x)>1 sur [1,+oo[

lim f(x)=1
imn@+h)
h—0 h

x |

X—>+o©

f(n)>1, donc u

—u,=1-f(n)<0 et

u est strictement décroissante
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4) Si u est positive, elle est minorée par 0. Comme elle est décroissante :

La suite (u,) . converge vers une limite (.

5) Pourtout neN",ona v, =e* et comme la fonction exponentielle est continue sur R, doncen ¢ :

La suite (v,) - converge vers une limite L = e'.

6) Pourtout neN", v, >0 et:

n

Inv, =u, :Zn:lnk—(n+%jlnn+n:In(ij—lnnm;+n=|n(n!)—|n(n"Jﬁ)+In(e"):In[ nn!e“ ]

i " n

nle" 1(eY
Donc, v, =— :n!—(—j , Soit

n"vn  Jnin

n!=vnx/ﬁ(gjn

5 A 5 . o f _ T _TC (2p)|
D’apres I’exercice précédent, on a pll)r?w Izp,\pr = \E avec |,, = 2 22 (pI

n

Or, d’aprés la question précédente n!=v, Jn (
€

n
) avec v, > L=e" >0, donc:

\j_ 2p 2p 2p 2p
V,,A/2P| — V,,4/2P| —
R Rl MR ) R
'zp«/ﬁ=gmx/2_:§ . 2\/2_=E oV J2p=n5 >
)] el
Vs

- - V 1 - *
Et ainsi, -2 — f— , s0it, avec —= 0 pour tout peN" :
v, 2n v,

2 2

v
Comme v, ->L>0,0na Yo LY L etdonc L=+2r.
Voo

, n! :
Finalement, comme v, = ————, on obtient :

(e)




