Stage de pré-rentrée : 2°™ année

Corrige du probléme d’analyse

Partie A
1) La fonction f est continue sur R” en tant que quotient de telles fonctions.

De plus, on a In(1+ x*) - x?, donc f(X) ~x etainsi, lim f(x)=0. Ainsi :

On peut prolonger f en une fonction continue sur R en posant f(0)=0.

2) La fonction f est définie sur R, qui est symétrique par rapport a 0.

De plus, f(—0)=- f(0)=0 etsur R", f est le quotient d’une fonction paire et d’une fonction impaire, donc :

f est impaire.

3) La fonction f est de classe C? sur R en tant que quotient de telles fonctions, avec V x e R" :

ma+x) 2
f
0= x? 1+ x?
1 2x 2X 2 In(L+ x?) . )
f(x _—In1+x o -2 = 1+x°)"—-1-3x
) ( ) X*1+x* (1+x%)? x(1+x2)2[ X2 ( )

In@+x*) . 1
2

Ona In(l+x*) = x* —%x“ +(3(x4) , donc _1—§x2 +(g(x2) et:

- 1 _ - 1 2 2 2 _
llm)f (x)_llm){ 1+EX +(3(x )+1+X2}_1.

Comme f est continue en 0 et f ' admet une limite finie en 0, f est de classe C* en 0 (avec f'(0)=1).

De plus :
—3x+ g(x)

(L+x%)?

neyY 2 _1 2 2 2 4y _1_2y2 | =
f (X)_—x(1+x2)2 Kl 2x +(3(x )j(1+2x +x7)-1 3X}

Donc, Iirrg f"(x)=0. Comme f' estcontinue en 0 et f" admet une limite finie en O, f est de classe C? en 0.
X—>

Finalement :

festde classe C2 sur R.

4) Ona In(1+x?) = x? —%x“ +%X6 +(O)(x7), donc :

f(x)= x—lx +éx +o(x)
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5) Onavu que fest de classe C? sur R, donc en 1. Alors, la formule de Taylor-Young a I’ordre 2 donne :
@
2
Avec les formules établies dans la question 3, ona f()=In2, f'()=1-In2 et f"1)=2In2—-2.D’ou:

f(x)=f@)+f'O((x-1)+ (x—1) +(1)((x—1)2).

f(x)=In2+(1-In2)(x-1) +(In2-1)(x-1)? +?((x_1)2)

. Posons h:E.Onaalors, VheR :
X

6) Ona f(x)=@

f(%):hln(1+$j=hln(1+h2)—2hlnh=h(h2—%h4+g(h4)j—2hlnh =—2h'”h+h3‘%h5+9(h5)'

1 1 1 1 1
f(x)=—2=In| = |+ =——=——=+0| = |.
) X (x] x> 2x° +w(x5j

Le développement asymptotique de f comportant trois termes au voisinage de + o est donc :

Inx 1 1 1
fX)=2—+—=—-——+0| =
) x x 2x° +w(x5)

Soit :

In(— x) In|x]|

7) D’aprés la question précédente, ona f(X) ~ 2In_x1 donc f(—x) ~ 2 ,s0it f(—=x) ~—-2
+00 X —© —®©

In|x|

Or, f est impaire, donc f(—x)=— f(x), ce qui donne — f(x) ~-2 , Soit :

1:(X)~2In|x|

— 00

. Inx . . . (2
8) Comme lim — =0 par croissances comparées, les deux questions précédentes permettent de conclure

X—>+0o X

immédiatement que lim f(x)= lim f(x)=0.

Par ailleurs,onavu que VxeR" :

f'(x)=-— + =

X2

In(+x*) 2 iz( 2x° —In(1+X2)j=i2(2— 22—ln(1+><2)j=i29(x)
1+x X

avec g(x)=2- 2 —In(1+x?).
1+

X2

Comme x*>>0 sur R", f'(x) est du signe de g(x). La fonction est définie et dérivable sur R” en tant que
différence de telles fonctions et V xe R :

2X 2x  2X(A+x)(1-x)

0= 2 T T~ i)
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On obtient alors le tableau sur R, :

X 0 1 + o0
g'(x) |0 + 0 — + oo

9 0 %

Ceci prouve que g'(x) >0 sur ]0;1] et sur [1;+ o[, g est continue (car dérivable) et strictement décroissante de
1-In2>0 a— oo. D’apres le théoréme de la bijection, g s’annule exactement une fois sur ]1;+ co[ en un réel
a>1. Alors, g(x) >0, donc f'(x)>0 sur ]O;o[ et g(x)<0,donc f'(x)<O0 sur Ja;+ oof.

Avec f'(0)=1>0, on obtient le tableau de variations de f sur R (complété par imparite) :

X |—o0 —a o + oo
0 f(o)
2 2
avec 2— —2_In(L+a?)=0, donc In(L+a?) = 2% et f(o)=EFA)_ 20
1+a 1+a 1+a

9) D’aprés ce qui précede, f est strictement croissante sur ]— ;o , donc sur [-1;1], car o >1. Comme f est
continue (car dérivable sur ce segment), elle réalise une bijection de [-1;1] vers [f(-1); f(D)].

Avec f(1)=1In2, on peut conclure que :

f réalise une bijection de [-1;1] vers [-In2;In2].

10) Ona f *:[-In2;In2] >[-1;1] etsur [-1;1], f'(X)>0,donc ¥V xe[-In2;In2], f'(f *(x))=0.

Comme fest de classe C? sur R, elle I’est sur [-1;1] et ainsi :

f ~* estdeclasse C? sur [-In2;In2].

11) Comme f " est de classe C? sur [-In2;In2], elle ’est en 0, donc on peut utiliser la formule de Taylor-
Young a I’ordre 2 :

Fx) = £ 20)+(f ) x+ T 2@ 12)"(0) X +0(x").
Ona f(0)=0,donc f *(0)=0,et:

1 1
o (f1)'(0)= = -1
(0 f'(f0) f(0)

(f ' xf"(f0)
t1(f 1)

Donc, le développement limité a I’ordre 2 de f ~* en 0 est :

o (f)"0)=- =— £"(0)=0.

f1(x) = x+%)(x2).
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Partie B
1) Onavu que f est strictement croissante et continue sur ]0;1[, donc f (]O;l[) =]1f(0); T@W[=]0;In2[.

Comme In2<1,0na f (]O;l[)c]O;l[ et avec u, :%e]o;l[, on peut conclure immédiatement que :

vneN, u,€]0;1[.

2) Comme f est strictement croissante sur ]O;1[, (u,),. €st monotone (strictement si u, #u,) et, pour
connaitre son sens de variation, il faut comparer u, et u,.
Onau="f(,)="f 1 =2In > . Il nous faut donc comparer 1 et 2In > =In 25 , soit €% =+fe et ﬁ,
2 4 2 4 16 16
625 625 512+128-15 15

2
ou encore e et (éj = . Or, =2,5—-—<2,5<e, donc u, <u, etainsi :
16 256 256 256 256

La suite (u,),. est strictement décroissante.

3) D’apres les questions 1 et 2, (u,),.y est strictement décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers

une limite ¢>0. De plus, comme f est continue sur R, ona f(¢) =/, soit In(1+ (%) = (2.
Posons h(t) =In(1+t)—t. Cette fonction est définie et dérivable sur R, avec h'(t) = ﬁ—lz — 1t_t .
+ +

Sur R, h'(t)<0 avec h'(t)=0 en 0 uniquement, donc h est strictement decroissante.

Avec h(0)=0, on obtient h(t)<0 pour t>0, donc sur R, , h ne s’annule qu’en 0. Ceci prouve que
In(1+ ¢?) = ¢ pour (=0 uniquement, et ainsi :

u converge vers 0.
n/neN g

Partie C
1) On a vu que f réalise une bijection strictement croissante de [-1;1] vers [-In2;In2], donc f réalise une

bijection de 10;1[ vers ]1f(0); f(@[=]0;In2[. Or, pour tout neN tel que n>2, le]O;InZ[, donc 1
n n

admet un unique antécédent par f dans ]0;1[, autrement dit :

Il existe un unique réel x, €]0;1[ tel que f(x,) :1.
n

1 . .
2) Pourtout neN telque n>2,0na x, =f ‘{—j et, comme f est strictement croissante sur 10;1[, f ~* est
n

strictement croissante sur ]0;In2[ et ainsi, (X,),., est strictement décroissante (car (—j I’est).
- n

n>2

De plus, f ! est de classe C? sur [-In2;In2], donc continue et, comme lim 1:0, ona lim x =f *(0).

n—+0o n—+o
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Comme f(0)=0,o0na f *(0)=0 et finalement :

(X,),s, eststrictement decroissante et converge vers 0.

3) Onavu plus haut que f *(x)= X+8(X2)' Donc, f 7*(x) ~ X atainsi, x, = f 1(1J L

L . 1 ..
Comme la série harmonique » = diverge :
n

La série > x, diverge.

Partie D

1) Ona f(n)= .0r, ==o0
n

In(l+n*) 2Inn 1 (Inn
n n n

j et Z diverge, donc :

La série > f(n) diverge.

2) Pourtout neN" :

w, =f(n)-2

2
Inn _ In(l+n )_2Inn=l|n(1
n n n n

2
+i2j+ In(n”) _2Inn =lln[1+i2)

n n n n n

1 - . 1
Alors, w, ~ = et, comme la série de Riemann 2—3 converge :
n n

> w, converge.

) Int i . .
3) L’étude de la fonction tHT, montre que sur [e;+oo[, elle est continue, positive et strictement
décroissante. On peut donc utiliser la comparaison série-intégrale a partir de 3.

In(k+1) ij+1lnt s

Alors, pour tout ne N tel que n>3, 0ona Z n dt <Z— soit pour n>4 :
_|_

[2 Intdt<22m<2|n—3 jz'”—tdt & (In(n+1))’ —(In3) <22M<2'”—3 (Inny* =(In3Y’.

D’ou:

L Ink 2 )
(In(n+1))2_(ln3)2<zzk 3/n3-(n3)

Inn

2Zlnk

> —-1.

2 2
Comme (MJ = (1+iln(1+ ED — 1, on obtient par le théoreme des gendarmes :
n n

Inn In (In n)
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Autrement dit :

5 Ink
2ZT~ (In n)z.

k=3

Et:

n 2 n n Ink Ink

= 10=2 F(0+ F()= O+ @+ )| w+27= _f(1)+f(2)+Zwk+22

k=0 k=0 k=3 k=3

Comme (f(1)+ f(2)+Zij converge,ona S_ ~ 22% d’ou
k=3 >3 k=3
S, ~(In n)2

Partie E

1) Soit I un intervalle de R et g une fonction deux fois dérivable sur 1. Si on pose h(x) = xg(x), la fonction h
est deux fois dérivable sur | en tant que produit de telles fonctionset Vxel :

h'(X) =g(x)+xg'(x) et h"(x)=xg"(x)+29'(x).
Donc, V xel, xh"(X)+h'(x) = x*g"(x) +3xg'(x) + g(x) . Alors, on a:

x2g"(x) + 3xg (x)+g(x)—L2
@)

4x
(1+x?)?

< h' estsolutionde (E") surl.

gestsolutionde (E)surl < Vxel,

< Vxel, xh"(x)+h'(x) =

Finalement, on a bien :

g est solution de (E) sur |  si et seulement si h' est solution de (E") sur I.

2) Soit I un intervalle ne contenant pas 0. Sur I, (E") se récrit :
y' _|_l y= L
X~ (@+x3)?

) , ) . _ k ,
Les solutions de I’équation homogéne sont de la forme x — ke™"™ == avec k une constante réelle.
q g
X

()

Cherchons une solution particuliére de (E') de la forme x+— ——= avec k dérivable sur I.

En réinjectant dans (E"), on obtient V xe | :

x(kl(x) - k(z()j+ KOO _ 4X2 - & k'(x)zzizz.
X X X (1+x%) (1+x%)
On peut alors prendre k(x) =— > etune solution particuliere de (E') est x> — x(li oy
Finalement :
Les solutions de (E") sur I sont les fonctions x — k_ avec keR.

X X(L+x%)
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3) OnaleeIRi*,;—l—1 2X , donc :

X(1+x3) X 21+X%?

L 1 1 .
Une primitive de x— T est x—In| x| —Eln(1+ x?) sur tout intervalle ne contenant pas 0.
X(1+ x

D’apres les deux questions précédentes, g est solution de (E) sur un intervalle I de R ne contenant pas 0 si et

seulement, en posant h(x) =xg(x), h'(x) = k.2 avec keR.

X(L+ x%)
Alors, h(x):kln|x|—2{|n|x|—%ln(1+x2)}+u avec (k,p) e R?, soit :
h(x) = xg(x) =AIn| x|+ p+In(L+ x*)

avec (A, ) e R?.

Finalement :

2
In|x|+E+In(1+x )
X X

Les solutions de (E) sur I sont les fonctions X+ A avec (A, p) e R?.

4) D’aprés ce que nous venons de voir, (E) admet des solutions sur R” et R, et, si g est une solution de (E)

sur R, il existe (A, 1, A,,1,) € R* tel que :
MINIXIFR Lty surR®
9(x) =

2 NXHHs ) surR

ou f est la fonction de la partie A.
Cette solution doit étre deux fois dérivable sur R, donc en 0.

Crest le cas de f, mals ¥ () €R\(©,0), on a lim 20X 4

x—0" X

solution g n’admet pas de limite finie en 0", donc ne peut étre continue en 0. De méme, si (A, n,) #(0,0), g

=+o00, donc si (A,,u,)=(0,0), la

n’admet pas de limite finie en 0~ . Ceci prouve que :

(E) admet une unique solution maximale sur R qui est f.
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Corrigé du probléme d’algébre

Partie A
1) festune application de R[X] dans R[X] et pour tous P,Q e R[X] et A,peR,ona:
f (WP +pQ) = 2(X +a)(AP +uQ) — (X —a)*(AP +uQ)’
=2(X +a)(AP +pQ)— (X —a)’(AP'+puQ")
=1(2(X +a)P—(X —a)*P')+u(2(X +2)Q—-(X —a)’Q’)
=M (P)+pf (Q)
Donc, f est linéaire et ainsi :

f est un endomorphisme de R[X].

2) Ona f(1)=2(X +a) etpourtout neN", f(X")=2(X +a)X"—n(X —a)*X"*, donc:
() =2(X +a)
f(X")=@2-n)X""+2(n+1)ax"—na’X""* pourn=>1

3) Si R, [X] est stable par f, alors f(X")eR [X], donc deg f(X")<n. Or, si n#2, deg f(X")=n+1,
donc si R [X] est stable par f, alors n=2

Réciproguement, on a :
f()=2X +2a

f(X)=X?*+4ax —a’
f(X?)=6aX?-2a*X
Donc, f (@), f(X), f(X?)eR,[X] etainsi, R,[X] est stable par f.

Ainsi :

R, [X] est stable par f si et seulementsi n=2.

4) D’apres la question précédente, on a immeédiatement :

2a —-a> o0
A=M, (u)=| 2 4a -2a’
0 1 6a

5) Remarquons que comme RR,[X] est de dimension finie, u est injective si et seulement si elle est surjective,
si et seulement si elle est bijective, donc si et seulement det A=0.
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Ona:
2a —a’ 0 a —-a> o0 1 —-a 0 1 —-a 0
detA=|2 4a -—2a’|=4a|l 4a -a|=4a’|1l 4a —al T_L4a2 0 5a -—al|=64a°.
0 1 6a o 1 3 o1 3| 7 Jo 1 3

Donc, det A=0 si et seulement si a=0 et ainsi :

u est injective et surjective si est seulement si a=0.

6) Onavuquesi n=2,alors deg f(X")=n+1. Ceci se généralise en : pour tout P e R[X]\{0},
degP#2 = deg f(P)=degP+1.
De plus, f(X?)=6ax?—-2a’X .O0n peut alors distinguer deux cas.

e Si az0, deg f(X?) =2 et ainsi, pour tout PeR[X]\{0}, on a deg f (P)>1. Ainsi, 0 n’a que 0 pour
antécédent par f et que tout autre polyndme constant n’a pas d’antécédent par f. Donc, f est injective et non
surjective.

e Sia=0, f(X?)=0,donc fn’est pas injective. De plus, pour tout P e R[X]\{0},ona:
degP>3 = degf(P)>4
degP<3 = degf(P)<2

Donc, X* n’a pas d’antécédent par f et f n’est toujours pas surjective.

Finalement :

f n’est pas surjective et injective si est seulement si a=0.

Partie B

1) Onavu que pour tout Q e R[X] non nul, deg f (Q) =1+degQ quand degQ = 2. Ceci reste valable si Q est
nul (car alors f(Q)=0 et deg f (Q) =1+degQ =—0). Ainsi, on a bien, pour tout Q e R[X] non nul :

degQ#2 = deg f(Q)=1+degQ.

2) D’apres ce qui précede, alors :

degP sin=0
f(P)=AP = degf(P)={ 9T SIAFT L deg f(P)21+degP = degP=2.
- SiA=0
Ainsi :
P est de degré 2.

3) Ona f(P)=AP, soit:
2(X +a)P—(X —a)’P'=AP < (X-a)’P'=(2X +2a-A)P.
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En appliquant la formule de Leibniz aux deux membres, on obtient pour tout ne N™ :

kzi;(lr(lj[(x _a)2]<k) p (k) :i(zj(zx +2a_x)(k)P(n,k)

k=0
Si n>2, on obtient :

(X —a)?P"™ +2n(X —a)P™ +n(n—-1)P" ™ = (2X +2a—21)P™ +2nP" Y,
Soit :

(X —a)’P"™ =[2(1—n)X +2(n+1)a-A]P™ —n(n-3)P" Y.
Et pour n=1, on obtient en dérivant simplement (X —a)’P'=(2X +2a—-A)P :
(X —a)’P"+2(X —a)P'=2P+(2X +2a—\)P".

Soit (X —a)’P"=(4a—\)P'+2P et la formule reste valable.

Finalement, on a bien pour tout neN" :

(X —a)*P™ =[2(1-n)X +2(n+L)a—i]|P™ —n(n-3)P"?

4) Supposons que r =a.
Montrons alors par récurrence double que pour tout ne N, P™(r)=0.
e OnaP(r)=0et f(P)(r)=2(r+a)P(r)—(r—a)’P'(r)=AP(r), donc P'(r)=0 car (r—a)* #0.
La propriété est donc vraie aux rangs O et 1.
e Soit neN", supposons la propriété vraie aux rangs n—1 et n, soit P (r)=P™(r)=0. On aalors :
(r—a)’P™d(r)=[2(-n)r+2(n+1)a-A]P™(r)—n(n-3)P"(r)=0.
Et toujours avec (r—a)® =0, on obtient P (r) =0, donc la propriété est vraie au rang n+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N.

+ 00 P(n) r
Or, d’aprés la formule de Taylor, ona P = Z#(x

n=0
P =0, ce qui est absurde car P est supposé non nul. Ainsi, r =a mene a une absurdité, donc :

—r)". Comme P™(r)=0 pour tout n N, on obtient

r=a

5) Onavu que si P existe, il est de degré 2, donc P € R,[X] et ainsi :

f(P)=u(P)

On a alors u(P)=AP, soit (u—2id, ;,;)(P)=0, donc P eker(u—Aid; ;). Comme P n’est pas nul, ceci

prouve que u—Aidg ., n’est pas bijective et donc que det( M, (u —XidRZ[X])) =0, soit:

det(A—1l,)=0
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6) En développant par rapport a la premiére colonne, on a :

2a—-A —a’ 0
det(A-Al)=| 2 4da-A -2a*|=(2a-1)
0 1 6a—A

= (2a-1)[ (4a-2)(6a—1)+2a” |+2a*(6a-1)
= (2a—1)(4a—1)(6a—A)+2a*(8a—21)

= (4a—k)[(x —4a+2a)(h—4a—2a)+ 4a2]

= (4a-1)[ (4a-1)* —4a’ +4a’ |

4a—) -2a°

1 6a—A 1 6a-A

_2
_Z‘a 0‘

Ainsi :

det (A—1l,) = (4a-1)°

La seule valeur de A qui annule det (A—Al,) est 4a, donc:

La seule valeur possible de A est 4a.

7) Nous venons de voir que si (A, P) e RxR[X]\{0} vérifie f(P)=AP, alors:
o A=4a;
e degP =2 etaestlaseule racine réelle ou complexe de P, donc P =k(X —a)°.

Réciproquement, pour tout K e R :

f(k(X—a)®)=kf((X -a)*)=k(2(X +a)(X —a)’ —(X —a)*[2(X —a)])=4a[ k(X —a)" ].

Ainsi :
Les éléments propres de f sont les couples (4a, k(X —a)z) avec ke R".
Partie C
2 -1 0
Avec a=1,0ona f(P)=2(X +1)P—(X -1)*P'et A=|2 4 -2].
0 1 6

1) Onarésout :

Qui se récrit sous forme de systeme :
2X—y=a
2X+4y—-2z=Dh.
y+6z=cC
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Qui donne :
x:i(13a+3b+c)
32
y—i(—3a+3b+c)
16
z—i(a—b+5c)
32
Donc :
13 3 1
Aol -6 6 2
32
1 -15
2) Ona:
-2 -1 0 2 2 2
N=A-4l,=| 2 0 -2 ,N?2=| -4 —4 —4]et N°®=0,.
o 1 2 2 2 2
Donc :

La matrice N est nilpotente d’indice p=3 (N*=0, et N°®=0,).

3) Onadonc N°=(A-41,)*=0, etcomme A et |, commutent, on peut écrire :
(A—41,)° = A —3A%(41,) +3A(41,)% — (41,)° = A° —12A% + 48A—64I,,.
Alors :
(A-41,)°=0, < 6—14(A2—12A+48I3)A: 1,

Donc :

L1
A 1=a(AZ—12A+48I3)

4) Avec a=1, onavuplus haut que f(P)=u(P)=4P sietseulementsi Pe Vect((x —1)2).
Donc ker (u—4id,, ;) = Vect((X 1)) et donc, dimker N =dimker (u—4id, ;) =1.

Avec le théoréme du rang, on a rg (N) =3—dimker N, soit :

rg(N)=2
Autre version : on échelonne par lignes :
—2 -1 0 2 -1 0 -2 -1 0
N=| 2 0 -2 W} 0 -1 -2 W) 0 -2

0o 1 2 o 1 2 0 0 0
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On obtient deux pivots non nuls, donc on retrouve bien rg (N) =2.

Les trois colonnes sont les mémes (et non nulles), ce qui donne immédiatement :

rg(N*) =1

5) Toujoursavec a=1,ona:
f(X)=u(X)=X?+4X -1 v(X)=u(X)-4X =X2-1
=
f(X*)=u(X?)=6X"-2X V(X?)=u(X?)—4X2=2X2-2X

Alors :
P, =Vv*(X?)=2v(X?)-2v(X)=2X*-4X +2
P, =v(X?)=2X?*-2X
P =X

Et:

Vect(R, P, P,) = Vect(2X* —4X +2,2X* -2X, X*) = Vect (- 4X +2, - 2X, X?)
=Vect (2, - 2X, X*) = Vect(L X, X?)=R,[X]

Donc, (P, P,,P,) est une famille génératrice de 3 vecteurs de R,[X], qui est de dimension 3 et ainsi :

B=(R,P,,P,) esthien une base de R,[X].

6) on vient de voir que :

P =2X2—4X +2

P, =2X*-2X
P, = X?
Donc:
2 0 0
P=P/=|-4 -2 0
C 2 2

Ona P;* =P . Calculons I’inverse de P en passant de P a I, par opération sur les lignes :

2 0O O 1 00
P=-4 -2 0 I,=|0 1 0
2 2 1 0 0 1

1 00 Y% 0 0
—)—> (2 1 0 0 -% 0
2 21 0 0 1
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1 00 Y% 0 O
PPRTH 010 -1 -% 0
webh o 2 1 -1 0 1
1 00 Y 0 O
PR 0 10 -1 -% 0
0 0 1 1 1 1
Ainsi :
Y“» 0 O
Plt=-1 -% 0
1 1 1

P =2X?-4X +2
On pouvait aussi, en partant de < P, =2X?*-2X , exprimer 1, X et X? en fonctionde P, P, et P, :
P =X?

1=1%P,—P,+P,
X =—1%P,+P,
X? =P,

7) Remarquons que N = A—4l, =M, (u—4id; ;) =M, (v) et N*=0,, donc v’ =0.

2[X]
Alors :
V(R) =V} (X*)=0
v(R)=Vv*(X*)=P,
v(R) =v(X?*)=P,
Donc :

Mg (V) =

o O O
o O -

0
1.
0

Et comme My (u) =My (v+4idg () =My (V) +41,, on obtient :

MB(U) =

o o ~
o~ P
A P O

8) Ona M, (u) =P "AP, donc A=PM,,(u)P " et pour tout ne N, A" =P[M,(u)]" P

010 0 01
Posons L={0 0 1|.Onal®*={0 0 O|et®=0,.
0 0O 0 00O
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De plus, M, (u) =L+4l, etcomme L et I, commutent, on peut utiliser la formule du bindme.

Ainsi, pour tout ne N tel que n>2 :

32 8n n(n-1)
n n n n Kk n-k 1 n(n_l) 2,2 4n72
[Ma@]" =(L+a1)" =Y | | [L(41)™ =47l +nd™ L+ =2 =471 == 0 32 8n
k=0 0 0 32
Et ainsi, pour tout ne N :
n>-9n+16 n?—-5n n?-n
A" =4"? —2n*+10n —-2n*+2n+16 —2n*-6n
n>—n n®+3n n>+7n+16

9) Les matrices A et B sont semblables si et seulement s’il existe Q € GL,(R) telle que B=Q ‘AQ.Or:
B=Q'AQ < B-41,=Q'AQ-4l,=Q *(A-41,)Q=Q 'NQ.
Ainsi, A et B sont semblables si et seulement si N et B—41, le sont.

Onavuque N?=0, et N*=0,, donc si B—4l, =Q *NQ avec Q e GL,(R), alors (B—4l,)> =Q 'N*Q =0,

2 -1 3
et (B-41,)°’=Q 'N°Q=0,.0r, B-4l,=|-2 1 -3|et (B-4l,)>=0,. Ceci prouve que N et B-4l,
-2 1 -3

ne sont pas semblables et donc que :

Les matrices A et B ne sont pas semblables.

Partie D
1) Soit P=axX?+bX +ceR,[X],0na:

u(P) = 2(X +1)P — (X —1)2P' =2(X +1)(@X2 +bX +c)— (X —1)*(2aX +b)
=(6a+b)X*-2(a—2b—c)X +2c—b

Donc :
(u(P)|P)=a(6a+h)—2(a—2b—c)b+(2c—b)c
b\ 7 b
:6a2—ab+4b2+bc+2c2:5a2+(a—§j +§b2+[5+cj +c?
Donc :
2 b ? 7 2 b 2 2
(UPP)=0  Sa’=(a—2| =Ib=|J4c| =c’=0 & a=b=c=0 < P=0.
Finalement :

Le seul polyndbme de RR,[X] orthogonal a son image par u est O.
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2) Onavuquesi P=aX?+bX +c, alors u(P)=(6a+b)X*—-2(a—2b—c)X +2c—b, donc :
UXZ+ X +1D)=7X*+4X +1
Et:
Vect(X?+ X +Lu(X? + X +1)) = Vect(X* + X +1,7X? +4X +1) = Vect (X* + X +1,6X* +3X )
= Vect(X?+ X +1,2X*+ X ) = Vect(X?+ X +1, X* 1)
= Vect(X +2,X* 1)

1
Alors P =aX?+bX +0e(Vect(X2 +X +Lu(X*+X +1))) si et seulement si :

{<P|X+2>=O {b+2c:0 {b:—Zc
= =

& P=cX*-2cX +c=c(X -1)>.

<p‘x2_1>:0 a-c=0 a=c
Ainsi :
(Vect(X? + X +Lu(X?+ X +1))) = Vect((X ~1)?)
3) Ona:
P =2X?—4X +2 (R|R)=24 (R|R,)=12
P, =2X?-2X = (R|R)=8 (R|R)=2
P, = X? (RIR)=1 (R|R)=2
Ainsi :
Labase B = (P R, P) n’est pas orthonormée.
On pose Q, = (X2—2X +1)=—=(X -1 et:

IRl 1|| J@
e Q,=aR+pR =2(<1+B)X2—2(20c+[3)x +20, aveC :
<P1|Q2>=4(0L+l3)+8(20c+[3)+4oc=0
(Q,|Q,) =4(a+P)* +4(2o+P)* +4a” =1

i(xz—l).

N7

o Q,=xXP+YP,+2zP,=(2x+2y+2)X*—-2(2x+y)X +2xX avec:

Onprend Q, =

(P |Qy)=2(2x+2y +2)+4(2x+Yy) =0
(P,]Qy) =2(2x+2y +2)+8(2x+Yy)+4x=0
(Q]Qu) = (2x+2y +2)* +4(2x +y)? +4x* =1

1 (X2+X +1).

B

On prend Q,
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Ainsi :

1

NG
1 2
Q=X D

Q, (X2-2X +1)

Qsz%(X2+X +1)

N

4) Ona Vect(P,P,)=Vect(Q,Q,) et (Vect(R,P,)) = Vect(Q,), donc :

p(Ql):Ql
p(Qz):Qz
p(Qs):O
Avec Q, :g(a —3P, +6P,), on obtient :
p(R) =P p(R)=FR
p(P,) =P, = p(P,) =P,
p(F)l)_?’p(Pz)+6p(P3)=0 p(P3):_1P1+1P2
6 2
Donc :
1 0 -16
M,(p)=/0 1 12
00 O
Par ailleurs :
P =2 (- X=X +2)
pQ)=Q P(X?)=2p(X)+ p(1) = X -2X +1 31
P(Q)=0Q, < <{p(XH)-p@)=X*-1 < D(X)=§(—X2+2X -1)
p(Q)=0 p(X*)+ p(X)+p@) =0 1
p(x2)=§(2x2—x—1)
Donc :
2 -1 -1
M (P)=3|-1 2 -1
-1 -1 2

5) Appelons d la distance de P a Vect(P,P,). Ona d=||P—p(P)| et, si P=aX*+bX +c, on a, avec la
question précédente :

p(P)=%(2a—b—c)X2 +%(—a+2b—c)x +%(—a—b+2c).
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Donc :
p—p(P)—l(a+b+c)(X2+X+1)—i(a+b+c)Q
3 {3 *
Et ainsi :
a+b+c|
d=|P-p(P) :|—
LGRS
Corriges des exercices divers
Exercice |
1) Ona:
n n n-1 n —
P=(X+D)"=X"=> | X =X"=>" "X —oxt MO e axe
o\ K o\ K 2
Donc :
Le degré de P, est n—1.
Le coefficient dominant de P, est n.
Le terme constant de P, est 1.
2) Ona:
1 " _ .2km
P(2)=0 & (+)"'=7" < (sz =1 o il ke o z:%, ke Ln-1 .
z i~
z#0 e " -1
Et pour tout ke 1,n-1 :
Ccos kn —isin kn
1 . : -1 e_ikif‘n——i n nJ__ 1 L comn( KT
2 ke ke ke ok 2 . (km 2 2 n)
e" -1 e"(e"-e ") 2sin|— sin| —
n n
Comme degP, =n-1, P, admet au plus n—1 racines complexes.
1 .1 km . -
Or, I’ensemble _E_IECOtan — |,ke Ln-1 ; contient n—1 nombres complexes distincts (car pour tout
n

ke L,n-1, Ee]o,n[ et la fonction cotangente réalise une bijection de |0, [ dans R).
n

Finalement :

Les racines complexes de P, sont les —%—i%cotan [Ej avec ke Ln-1 .

n
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km
3) Lesracines de P, sontles z, =—%{1+icotan (Eﬂzée navec ke Ln-1 .
n

2isin(kn]
n

Comme le coefficient dominant de P, est n et son terme constant est 1, on a:

P =n](-2)=1

Soit :
n-1 (_1)n—l i q . Kt jkn —1 %nik .
Z, = = —=-D)"n & 2isin| — g sin =(-1D""n.
L 12 - L1 (G H H -1
Ainsi
ﬁsin(knj— D" n D" n  =D"'n _ (-D"'n _n
I = nn(n-1) ; n  on-l:n-1:n-1 =~ ~on-1°
k= n iTY K . n1eng i-D2 20 2
) g @ e
Donc:

™. (kn) 2n n
Hsm o |75t =

oo 53 ol 3 )

En posant k'=2n—-k (que I’on renomme immédiatement k) dans le second produit, on obtient :

Tn(Ga = [l 57 = onl =37 =T33

2n-1 2
Donc Hsm( j {Hsm[ ﬂ et comme, quand ke 1,n—-1 ,ona O<;—<§ donc sm(; J>O on
n

Or:

n

. (Kkm anl o (Kkm n \/ﬁ
SIn| — | = Sin .
e R

=n—Kk (que I’on renomme immédiatement k) dans le second produit, on a :

peut écrire :

Par ailleurs, en posant k

ﬁcos(%j = ﬁcos((n ;:)KJ = ﬁcos[g—%j = ﬁsin(ﬁj .

k=1 k=1 k=1 2n

Alors ;
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Finalement :
n-1 n-1 k n n-1 k n-1
[ [sin (—J = Hcos[—j = \{—1 et []tan (—n] =] Jcotan (E] =1
k=1 n) 2 2 k=1 2n k=1 2n
Exercice 11

1) Le couple (3,—2) estsolution de 2x+3y =0. Il en va de méme pour tout couple (3a,,—2a) avec aeZ.

Réciproquement, si (a,b) € Z* est solution de 2x+3y =0, alors 3b=-2a, donc 3|—-2a. Comme 2A3=1,
3|a d’apres le théoréeme de Gauss. Ainsi, a=3c avec peZ et 3b=—2a=—6a,donc b=—2a et:

(a,b) =Ba,— 2a) .

Finalement :

Les solutions de 2x+3y =0 dans Z” sont les couples (3o, —20.) avec a.€Z.

2) Le couple (—k,k) est solution de 2x+3y =k dans Z°.

Si (a,b) € Z* est une solution de 2x+3y =k , alors 2a+3b=2(—k)+3k, donc 2(a+k)+3(b—k)=0 et, ainsi,
(a+k,b—k) estsolution de 2x+3y =0. Alors, (a+k,b—k)=(3a,—2a) avec aeZ.

Ainsi, les solutions de 2x+3y =k dans Z* sont les couples (—k +3a, k —20c1) avec aeZ.

Pour avoir les solutions dans N?, il faut de plus :
{— K+3a0>0

x
IA
Q
IA

N |
~

1
k—2a0>0 3

Ainsi :

Les solutions de 2x+3y =k dans N? sont les couples (—k +3a, k —2a) avec a e Nm[%k,%k}.

L’équation 2x+3y =k admet au moins une solution dans N? si et seulement si E, =N0Ekék} . Et:

° El:NmF,l}:Q;
32
2

e E,=Nn 5,1 ={1}¢®;

.« E-Nn 1,%}:{1}7&@;

e E,=Nn

.« E-Nn ,g}:{z};ﬁ@;

pour k>6,0na %k—%k=%k21 donc E, #O.
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Finalement :

La seule valeur de k e N pour laquelle 2x+3y =k n’a aucune solution dans N® est k =1.

3) a. Si face sort a chaque lancer, ona S, =2n ; si pile sort a chaque lancer,ona S, =3n.
De plus, on a toujours 2n<S, <3n, donc S, () =[2n,3n].
Réciproguement, soit k € [2n,3n] . Pour obtenir S, =k (avec a faces et b piles) a I’issue des n lancers, il faut :

2a+3b=k 2(n—-b)+3b=k b=k-2n
= o
a+b=n a=n-b a=3n-k

Comme k €[2n,3n],ona k—2ne[0,n] et 3n—k €[0,n], et on peut obtenir S, =k . Ainsi, [2n,3n] =S ().

Finalement :

S,(€) =[2n,3n]

b. Soit k €[2n,3n].

On vient de voir que S, =k si et seulement si on obtient k—2n piles (et 3n—k faces ). Le nombre de piles
obtenus a I’issue des n lancers suit une loi binomiale de paramétres n et p, donc pour tout k € [2n,3n] :

P(Sn — k) =( J pk—2n (1_ p)3n—k

k—2n

c. Sionpose T,=S,—2n,ona T (Q) = [0, n] et T, suit une loi binomiale de paramétres n et p.
Onadonc E(T,)=np et V(T,)=np(l—p).Et S, =T, +2n, donc:

E(S,)=E(T,)+2n et V(S,)=V(T,).
Ainsi :

E(S,)=np+2n et V(S,)=npd-p)

d. Pourtout ke 1,n , X, suitune loi de Bernoulli de paramétre p et :

S, =Z(2+xk)=2n+zn:xk.
k=1

k=1

Par linéarité de 1’espérance, on a :
E(S,)=2n+> E(X,)=2n+>_p.
k=1 k=1

Et on retrouve :

E(S,)=2n+np
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4) Onavu que les couples (x,y) de N? tels que 2x+3y =k sont les couples (3a.—k, k—2a) avec a € E, ou

E(gj si 3|k
et B, = E(K)
E(gjﬂ sinon

1 1
Ek:Nr{ék,Ek}: o,,B, avec a, = 5 )
Notons (S =k) I’événement « la somme des points obtenus a I’issue des N tirages soit égale a k ».

Avec la loi des probabilités totales, on a :
By
P(S=k)=>_P(N =n)R,_, (S =k).

Etona P(N =n) :% et Py, (S=k)=P(S, =k) :[k nZn] p*2"(1— p)**, donc :

_ _ B 1 n k-2n 3n-k
P(S—k)—25 _on |PQ=P)

n=oy

Exercice 111
Dans toutes les questions, on est en situation d’équiprobabilité et le nombre total de mains de 5 cartes est :

(32) ~ 32x31x30x29%x 28

=32x31x29x7 =32x7x899.
3) 5x4x3x2

1) Pour construire une main contenant un full, il faut :

e choisir le niveau apparaissant 3 fois : 8 possibilités ;

e puis, pour chacune de ces possibilités, choisir les 3 cartes dans le niveau : (gj =4,
e puis, choisir le niveau apparaissant 2 fois : 8—1=7 possibilités ;
o enfin, pour chacune de ces possibilités, choisir les 2 cartes dans le niveau : (g) =6.

Ainsi, le nombre de fulls possibles est : 8x4x7x6. Et:

8x4x7x6 6

La probabilité que le joueur ait un full servi est = :
32x7x899 899

2) Dans cette question et les suivantes, on raisonne comme dans la précédente.
Pour construire une main contenant exactement deux paires, il faut :

e choisir le niveau des deux paires : (g) = 28 possibilités ;

2

e choisir la cinquiéme carte (dans 1’'un des 6 niveaux restants) : 32—8= 24 possibilités ;

e choisir les 2 cartes dans le niveau de chaque paire : (4) =6 possibilités par paire ;

Ainsi, le nombre de mains possibles contenant exactement deux paires est ;. 28x6x6x24. Et :

28x6x6x%x24 B 108
32x7x899 899

La probabilité que le joueur ait exactement deux paires servies est
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3) Notons P, I’évenement « le joueur a exactement deux paires servies » et, dans toute la suite, F, I’évenement
« le joueur a un full aprés échange de k cartes ».

a.

b.

On cherche ici B, (F,). Avant I’échange, il reste 27 cartes dans la pioche dont 2 cartes par niveau de
chacune des deux paires, soit quatre cartes favorables pour obtenir un full apres échange. Ainsi :

4
Ppl(Fl) :E

On cherche ici P(P,NF,), soit :

4 A4x27
P(RNF)=P(R)R, (F)=— .
(RNF) (F) Pl( 1) 27X 899

Soit :

16
P(PENF)=—
(1 l) 899

4) Pour construire une main contenant exactement un brelan, il faut :

Ainsi,

choisir le niveau du brelan : 8 possibilités ;

choisir les trois cartes dans le niveau du brelan : (3

4j =4 possibilités ;

choisir les deux niveaux (distincts du précédent) : (;

choisir les une carte dans chacun des deux niveaux précédents : 4 possibilités par niveau.

j =21 possibilités ;

le nombre de mains possibles contenant exactement un brelan est: 8x4x21x4x4. Et, si B, est

I’événement « le joueur a exactement un brelan servi », ona:

5) a.

8x4x21x4x4 48

La probabilité que le joueur ait exactement un brelan servi est P(B,) = .
32x7x899 899

On cherche ici R, (F,).

Avant 1’échange, il reste 27 cartes dans la pioche dont 1 carte dans le niveau du brelan, 3 cartes dans

chacun des deux autres niveaux dans la main servie initialement et les 4 cartes de chacun des cing autres
niveaux.

Lors de I’échange, on choisit 2 cartes parmi ces 27 restantes ((27

5 ): 27x13 possibilités) et pour obtenir

un full, il faut tirer deux cartes de méme niveau. Il y a 2(‘;’}5(;’) =36 possibilités, donc :
36 4
P(F)=——=—
5 (F2) 27x13 39
On cherche ici P(F,nF,), soit:
48 4
Soit :
64
P(B,nF,) =———~0,0055
BinF) 11687




Stage de pré-rentrée : 2

eme

année

6) a. On cherche ici B, (F).

Avant I’échange, il reste toujours 27 cartes restantes dans la pioche.

Lors de 1’échange, on choisit 1 carte parmi ces 27 restantes (27 possibilités) et pour obtenir un full, il
faut tirer une des trois cartes du niveau que 1’on a conservé. Il y a donc 3 possibilités, donc :

3 1
P(F)=—==
- (F2) 27 9
On cherche ici P(BNF,), soit:
48 1
P(B,nF,)=P(B)PR, (F,)=—x=.
(B, 2) (B) Bl( 2) 899X9
Soit :
16
P(B,NF)= ~0,0059
BinR)= 2607

na LBOR) 18 ) done P(B,AF)> P(BAF,) etainsi:
P(B,NF,) 12

La meilleure stratégie est d’échanger une seule carte.

Exercice 1V
1) Avec la loi des probabilités totales, on a :

an
b,

Cn

4=P(A1)=P(A) PAn (A1) +P(B,) PB,, (A + P(Cn)Pcn (A1) =4, P/% (A1) +b, PBn (A1) +¢, F)cn (A1)
a1 P(Bm—l) = P(A1) I:)Aﬂ (Bn+1) + P(Bn) PBn (Bn+1) + P(C:n)F)Cn (Bn+1) = a'n P (Bn+1) + bn PBn (Bn+1) + Cn F)CrI (Bn+l)
= P(Cn+1) = P(A’I) PAH (Cn+1) + F)(Bn)l:)Bn (Cn+1) + I:)(Cn)PCn (Cn+1) = anl:> (Cn+l) + bn I:)Bn (Cn+l) + Cn F)Cn (Cn+l)

Et, d’aprés I’énonce P, (A,,,)=0 et:

D’ou:

Soit ;

1 1
PBn (A = Pcn (A = I:)cn (By.) = PBH (Coi) = Z et PA1 (By.) = PBH (By) = PA“ (€)= Pcn (Co) = E '

an+1 _lbn + 1Cn
4 4

qﬂ—i%+EQ+lq
2 2

(o lan +1bn +=cC,
2 2

L 011
X = MX, avecM:Z 221
2172
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0 5-5
2) Ona P'=—| 2 2 2 |eton vérifie alors que ’on a bien :
-41 1

M = PDP !

1 0 1-2yY10 O 0 5-5
3) Pourtout neN, M"=PD"P'=——| 1 2 1 |04 0 2 2 2 |,soit:
12 1)loo 0 l-41 1

2x4" +8(=1)"  2x4"-2(-1)" 2x4" —2(-1)"
|\/|”=iin 4x4" —4x(-1)" 5+4x4"+(-1)" -5+4x4"+(-1)"
104 4x4" —4x(-1)" —5+4x4"+(-1)" 5+4x4"+(-1)"
a, 1
Une récurrence simple permet de prouver que pour tout ne N, X, =M"X, avec X, =|b, |=| 0|, d’ou:
Cy 0
a 2x4" +8(=1)"
X, =|b, 2%4—]; 4x4" —4x(-1)"
C, 4x4" —4x(-1)"

Exercice V

Dans tout I’exercice, pour n lancers, on notera un résultat sous la forme d’un « mot » de n lettres (P ou F), la
k"™ lettre étant P ou F, suivant que I’on a obtenu pile ou face au k™™ lancer. Par exemple : PFPFF pour 5
lancers.

Les lancers sont indépendants, donc & chaque lancer, on a 1 chance sur 2 d’obtenir pile (et 1 chance sur 2

d’obtenir face), donc pour n lancers, tous les « mots » possibles sont équiprobables, de probabilité % :

1) X, estle nombre de points obtenus & I’issu de 2 lancers. On a X, () ={0,1} et:

P(X, :1):P(PF)+P(FP):%+%:% et P(X,=0)=

N |-

Ainsi :

X, suit une loi binomiale de paramétre % E(X2)=% et V(X2)=%.

X, est le nombre de points obtenus a I’issu de 3 lancers. Ona X,(Q)={0,1,2} et:

P(X, :0):P(FFF)+P(PPP):E:%

P(X, =1)= P(PPF)+P(PFF)+P(FFP)+P(FPP)=

oo NN
N |

P(X, =2)=P(PFP)+P(FPF)=

8
2_1
8 4
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Ona:
E(X3)=1X0+lxl+lx2:1
4 2 4

E(x2) = w0+ txrz s 23

2 , 3 1

V(X3)=E(X3)_E(X3) =—-1==

2 2
Donc :

E() =1 V(X)=3

2) Pour n>2, X peut valoir toutes les valeurs entieres entre O (on obtient toujours le méme résultat) et n—1
(le résultat change a chaque lancer). Donc :

X, ()= 0,n-1
Ona:
2 1
P(Xn =O)= P(FF...F)+ P(PP...P):?: o
P(Xn = n—l) = P(FPFPFP...)+ P(PFPFPF...) :2—2n= znl_l
Donc :
P(X,=0)=P(X,=n-1)= =

3) Soit ke 1Ln . Pourobtenir X, , =k, il faut avoir obtenu :

e soit X, =k etavoir le méme résultat aux n*™ et (n+1)"™ lancer : Py _ (X,., :k):% ;

e soit X, =k —1 et ne pas avoir le méme résultat aux n*™ et (n+1)*™ lancer : Px =1 ( Xy = k):%.
D’apreés la loi des probabilités totales, on a alors :
P(Xn+l = k) = I:)(Xn:k) (xn+1 = k) P(xn = k)+ I:)(Xn:k—l) (xn+1 = k) P(xn = k _l) .
Soit :
1 1
P(Xp =k) =5 P(X, =)+ P(X, =k-1)

n-1
4) Ona Q,(s)=>_P(X,=k)s". Lafonction Q, est polynomiale donc de classe C* sur R .
k=0

(i) Qn(1)=nf:P(xn =k), soit :

Q.M=1




Stage de pré-rentrée : 2°™ année

Pourtout se R, Q,'(s) = ZkP =k)s**, donc Q,') = ZkP =k)= n71kP(X

k=1 k=0

Q.M =E(X,)

=k), soit :

n

=k)s*? (et Q,"(s)=0 pour n=2), donc:

n

Sin>3,0na Q,"(s) =nz_l:k(k—1)P(X

Q"M =S kK-DP(X, =k)= S k(k-DP(X, =k)= S kP (X, =k)- S kP(X

=0 k=0 k=0

—K)=E(X2)—E(X,).

=~

Or, V(X,)=E(X2)-E(X,)?, donc:
V(Xn) :Qn“(l)_'_ E(Xn)_E(Xn)2
Soit :

\% (Xn) = Qn "(1) + Qn '(1) _Qn I(:I-)Z

(if) Ona, pourtout seR :

n+1(S) ZP nel — P(Xn+l:O)+ P(Xn+1:k)sk
k=1
:in+ n FP(XH:k)+1P(Xn:k—l)}sk:l{ nll+zn:P(Xn:k)s"+zn:P(Xn:k—1)sk}
2" Il2 2 2 a1 a1
n-1 n-1
=%{P(Xn:0)+(ZP(Xn:k)sk+P(Xn=n)s“J+ P(Xn:k)s"“}
k=1 k=0

Or, P(X,=n)=0, donc:

Q...(s) =%[§P(Xn —K)s" +snzlp(xn =k)sk}=%[Qn(s)+sQn(s)].

Soit ;

1+s

Qn+l (S) 5 Q (S)

(iii) A seRR fixé, lasuite (Q, (s))n22 est une suite géomeétrique de raison HTS donc pour tout n>2 :

Q,(5) = [“s] Q,(5).

1
Et Q,(s)=) P(X,=k)s*=P(X,=0)+P(X, =1)s=1% donc pour tout s € R et tout entier n>2 :

Qe-(1%]
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Stage de pré-rentrée : 27 année
(iv) Ona:
n-1(1+s)"”
0 0-"12] )
2 2 Q-2
(n-)(n-2)(1+s\"° = IV
ool w3 T g v 02002 =2
0 pour n=2
Etavec E(X,)=Q,'®D) et V(X,)=Q,"M)+Q, '@ —-Q,'@?, on obtient :
n-1 n-1

E(Xn):T V(Xn)zT




