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Corrigésdu TDn° 0

Exercice 1

Posons f(x)=In(1+X).
La fonction f est de classe C* sur ]—1,+ o[, avec pour tout x €]—1,+ o[ ettout k e N" :

ca (K=D)!
(1+x)*

Comme fest C* sur ]—1,+ o[, on peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a tout ordre ne N,

entre 0 et 1, ce qui donne :

FOM) =D

1) = Zf‘k)(o)lk I(l o f<”*1’(t) V) 4

Soit : -
_ (=D (@-t)
'”2‘§ 0 )j (1+t)n+1
. 1-t)"
Et, pour tout ne N, on a pour tout t €[0,1] , ‘(1 ™ <(@1-t)", donc:
d-t" (1 t)"
‘( )I(l o ‘ S ldt< [T @-tyrat.

Avec u=1-t,ona:

[la-tyrdt=—] udu=[ udu -—

1 A .
1 et, avec le théoreme des gendarmes, on obtient :

Donc, pour tout ne N", ‘( D" I ()™

(-1’ d‘

tim 2= 30| im | o[l &0 o,

(_ 1)n71
n

Ceci permet de conclure que la série Z converge, avec :

Z( 1) =In2

n=1

Pourtout neN",ona:

1 1 1 1 T 1 1 T
0<——<= = O<arctan| — |<arctan| — |[<— = O<arctan| — |—arctan| — |<—
n+l n n+1 n 2 n n+1 2

Alors :
arctan| tan| arctan (lj —arctan (i) =arctan [Ej —arctan (i] )
n n+1 n n+1
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Or:

. . tan (arctan (1D —tan (arctan (1 1]) 1 1 .
tan {arctan (—) —arctan ( ﬂ = n ntl)) _n n+1 _
n n+1

- 11 P2
1+tan (arctan (1D tan (arctan (1D 142 N+n+l
n n+1 nn+l

1 1 1
arctan| ———— |=arctan| — |—arctan| — |.
n“+n+1 n n+1

Alors, pour tout N e N", on a par télescopage :

N 1 N 1 1
Z arctan —1 =arctanl+ z arctan E —arctan —1
n=0

n+n+ ) n+

Donc, pour tout ne N :

T 1 T 1
= —+arctanl—arctan| —— | = ——arctan
4 N+1)/ 2 N +1

n+n+1

N>+

. 1 . L.
Comme lim arctan (N—lj =0, ceci permet de conclure que la série Zarctan( j converge, avec :
+

(st
> arctan| —— |==
2

2
= n“+n+1

Exercice 2

Tel qu’indiqué, posons pour tout entier n>2 .

u, :E—Inn+ln(n—1):£+In(n—_1j=£+ln(1—lj.
n n n n n

Ona u, :1—1—i+o[ij:—%+o(%j, donc u, ~ —2—:]2 et la série (de signe constant) Z(— i)
n

n? n 2n°

converge, donc 2un converge. Or, pour tout entier n>2, on a par télescopage :
1+, :1+Z[%—In k+|n(k—1)j ~1+Y - (Ink-+In(k-D) = H, ~Inn.
k=2 k=2 k=2 k=2

Don, la suite (H, —Inn) _ converge. Notons y sa limite.

On a de plus pour tout entier n>2, u, = f(— lj avec f(t)=In(l+t)—t et —%e]—l,O[.
n

La fonction f est dérivable sur |-1,0[ avec f'(t)=- 1t_t >0, donc f est strictement croissante sur |—1,0] .
+

. 1 . . .. .
Or, sur ]1,+ o[, la fonction g:t+> ¢ est strictement croissante et & images dans |—1,0[, donc si on pose

h=fog, h est strictement croissante sur ]1,+oo[ et pour tout entier n>2, u, =h(n). Ainsi, la suite (u,)

n>2

est strictement croissante. De plus, h est continue sur ]1,+ oo[ (en tant que composée de fonctions continues).
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Alors, pour tout entier k>2,ona:
k+1
(Vte[kk+1], u <h®<u,) = u<[ hdt<u,,.

Alors, pour tout entier n>2, ettout peN ,ona:

n+p n+p+l n+p n+p+1
dou <[ Thdt< Y u= Dy,

k=n+1 k=n+1 k=n+2

Ceci donne finalement pour tout entier n>2, ettout peN" :

n+p

[0 s [

k=n+1

On a d’une part :

n+l

jnn:lph(t)dt :Inn:lp(%—lntﬂn(t—l)jdt —[Int—tnt+(t-1)Int-1]"" = F(n+ p)—F(n+1)

avec F(t)z(t—l)ln(l—%j.

D’autre part :

k=n+1

n+p n+p n

> u, :(1+Zukj—(l+2ukj:(Hn+p ~In(n+p))-(H,~Inn).
k=2 k=2

Donc, pour tout entier n>2, ettout pe N :

Uy + F(N+p)=F(n+1) <(H,,, —In(n+ p))—(H,—Inn) < F(n+ p+)-F(n+1) (D).

or, F(t):(t—l)ln(l—%j - t(-%]:-l,donc:

t>+ow

im F(n+p)= lim F(h+p+1)=-1.
p—>+o p—>+o

Avec lim (Hn+p —In(n+ p)) =7, on obtient en passant a la limite quand p — + oo dans (1) :

p—>+o

Uy, —1-F(n+) <y—(H,-Inn)<-1-F(n+1).

On veut H = Inn+y+2i+o(1j, soit lim n(H, —Inn—y):%. Multiplions par —n la double inégalité ci-
n n n—>+w

dessus :

n+nF(n+)<H, -Inn—y<n+nF(M+)-nu_,.

Et, on a vu que u, =—i2+o(i2j, donc nu, — 0 et nun+1zi(n+1)un+l—>0.
2n n n+1
Enfin :
1
n+nF(n+1):n[1+F(n+1)]:n[1+nln(1——lﬂ
n+

o ol
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Donc, lim n+nF(n+1):1 et par le théoréme des gendarmes, on a bien lim n(Hn—Inn—y)zg,soit:

n—o+ow 2 n—+oo

H, = Inn+y+i+o(1j
2n n

Exercice 3

1. , S
1) Comme u, :1e]0,1] et u, ==sinl<l=u,, une récurrence immediate permet de prouver que pour tout
2

neN,ona:

O<u,, <u, <1.

n+1

La fonction sinus est dérivable sur [0,1] , donc d’aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout ne N, il
existe ¢, €]0; u, [ tel que:

sinu,—sin0 1 . | U, 1
—L——==sin'c, & =—cosc, =
u,-0 2 u 2 u

n n

Alors, pour tout ne N, le produit télescopique donne :

n-1 n-1
0<1_[£sl—[1 = O<u—"£2—1n = 0<un32—1n.
u

k=0 Uy k=0 o

Par comparaison a la série géométrique convergente ZE, on peut conclure que :

La série ) u, converge.

2) En étudiant la fonction f, :xnaarctan[zj:nx2 pour neN" fixé, on prouve que qu’elle s’annule
n

exactement une fois sur R’ , en un réel u .

. u u u T
Alors, pour tout ne N™, on a arctan (—”] =nu,” avec -~ >0, donc 0 < arctan (—”j =nu,’< > et:
n n n

T
O<u’<—.
2n

L u
Le théoréme des gendarmes permet de conclure que u > —0, donc u, —0 et -~ —0.
n
Onaalors:

u u u 1
arctan| 2 |~ = nu’~—" = u,~- (caru,>0).
n) n n n

. X - . 1
Par comparaison a la série de Riemann convergente > —, on peut conclure que
n

La série ) u, converge.
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Exercice 4

Ona D= {a eR\>u? converge} cR.
Si D est non vide, alors ¢’est une partie non vide de R minorée par 0 : elle admet une borne inférieure m>0.
Onaalors:
D c[m,+ oo[.
De plus, par caractérisation de la borne supérieure, pour tout réel x>m, il existe ae D tel que m<a<x.

X—-a, a

Alors, pour tout ne N, u, =u;"us =o(u,) car x—a>0 donc u"* —0.
Comme Zuna converge et est a termes positifs, Zunx converge et donc xeD.

Ceci prouve que :
Im,+o[<=D.

Ainsi, m,+ o[ < D <[m,+ o[, donc D =]m,+ o[ ou [m,+ oo et finalement :

L’ensemble D est vide ou bien de la forme [m,+ o[ ou Jm,+ o[ avec m>0.

(Inn)?
n

1 .
Pour u,=——,ona D=, car pour tout reel a>0,

: . 1
I — 0 (croissances comparées) donc ==o0(u.’).
nn n

1 . - - .
Pour u, ==, on aimmédiatement D =]1,+ oo[ (séries de Riemann).
n

Exercice 5

1) a. Pour tout entier naturel n>2, on a, en intégrant par parties (on peut car f est de classe C*) :
W, = J'n_l f(t)dt—f(n)=[tf (t)]nfl —jn_lt f'(t)dt— f(n)
=nf(n)—(n-1)f(n-1) —jn”_lt f'(t)dt— f(n)=(n-2)[ f(n)— f(n —1)]—jn"_lt f(t)dt
=(-D[" f@de-[" tf (@)t

Soit finalement :

w, = nn_l(n—l—t)f '(t)dt

Onaalors:
w| :‘ [" (-1-0f @at

Or, pour tout t e[n—1,n], [n—1-t|=t—(n-1)<1, donc :

<["J(n-1-t)f@[dt=[" [n-1-t]|f (©)]dt.

w,|<[" | f®)|dt
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. n k n X .. ..
b. Pour tout entier naturel n>2, on a ZIHH '(t)|dt =L | f(t)|dt. Or, L | f'(t)|dt admet une limite finie
k=2

quand x — + oo, donc la série Zjnl|f '(t)|dt converge et par comparaison, Z|wn| converge, donc :
e

La série an est absolument convergente.

c. D’aprés ce qui précéde, Zwn est absolument convergente, donc convergente. Or, pour tout entier naturel

n>2,on a f(n)=.|.nilf(t)dt—wn, ce qui permet de conclure immédiatement que Zf(n) converge si et

seulement si Zjnlf(t)dt converge. Enfin, ijklf(t)dtz.[ln f (t)dt et ainsi :
- k2™

La série Z f (n) converge si et seulement si la suite ('[ln f(t)dt) converge.
neN”

2) Remarquons deja que comme g et h sont positives sur R, les fonctions x> Lxg(t)dt et x— leh(t)dt
sont croissantes sur R, , donc elles admettent une limite finie en + oo si et seulement si elles sont majorees.
D’aprés les hypothéses, c’est le cas pour X leg(t)dt. De plus, h=o0(g). Alors, il existe un réel

ae[l,+ o[, tel que V xe[a,+ o[, h(x) <g(x) et:

leh(t)dt = Lah(t)dt +f :h(t)dt < _[lah(t)dt+ [ :g(t)dt .

Comme X+ jlxg(t)dt est majorée, X j:g(t)dt aussi et donc, X+ Lxh(t)dt I’est aussi. Ainsi :

X > LX h(t)dt admet une limite finie quand X — + .

1

3) Remarquons que les séries »_ - et Zm
n+ nn-+

=" f(n) sont de méme nature.
ninn

La fonction f ZXH; appartient a C*([1,+ [, R) et V x e[1,+ o[ :
(x+1In(x+1)

In(x+1)+1

f1(x) = — |
((x+D) In(x+1))

Alors, ¥V xe[l,+oo[ :

)= 1{ 1,1 Z}S 12(1+ 12)
(x+D° | In(x+1) (In(x+1)) (x+D“(In2 (In2)

Donc:

ot o e e )
1 In2 (In2)° )t (t+1) In2 (In2)° )\2 x+1

1 1 1 : . .
Comme 5 Yol SE’ la fonction x+— Lx|f '(t)|dt est majorée sur [1,+ oo[. Comme elle est croissante sur cet
X+

intervalle, elle admet une limite finie en + .
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La fonction f vérifie donc les hypotheses de la question 1, et ainsi, Z+ et (Ln f(t)dt) sont de méme
ninn neN'

nature.

Oor, vneN :

dt In'(t +1) " B
[ f @t -[(t+1)ln(t+1) [ int+D dt=[In(In(t+1)) ], =In(In(n+1))-In(In2) .

Comme lim In(In(n+1)) =+, lasuite (Ln f(t)dt) _ diverge vers + oo

n—+w neN

Finalement :

La série Z— diverge.
ninn

3) a. Lafonction f est de classe C* sur [1,+oo[ et ¥V xe[L,+oo[ :

1 1 . cos\/_ sm\/_
f'(X) =—| Xx—=0C05+/X —Sin~/X
()XZ(M fj R
Alors, V xe[L+oo[,ona |f'(x)|< |cos x| |sm\/_| L1 g

2% \[‘ X2 2Xy2 N

[ o<’ (213/2+t12jdt:{—%—ﬂ :2—%—%32.

Ainsi, xn—>LX|f '(t)|dt est croissante (car | f '(x)|>0) et majorée sur [1,+ o[, donc :

xn—>jlx|f '(t)|dt admet une limite finie quand x — +oo.

b. ¥ xe[l,+ [, en posant le changement de variable u = Jt (soit t=u® et dt=2udu), ona:

I £ (t)dt = IS|nJ_dt_IfS|nu

fsmu
du

En intégrant par parties, on obtient alors :

&
[ t@at= 2[[ COS“} B duJ - 2(cosl— COS&—IWCOSZU duj.
1 u 1 1 u \/; 1 u

Ainsi, on a bien, V xe[1,+ o] :

J f (t)dt = ZJ‘fﬂ du = 2[cosl— co\s/_«/? —Lﬁ coszu du]
X u

COSU

N
du _j du —1—i<1, donc, comme plus haut, on peut conclure que la

1 II;-_ \/;

du admet une limite finie quand X — +co. D’apres le résultat admis, il en va de méme

c. Ona Vxe[L+w, j

cosu
u?

fonction x—~ _[
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Jx cosu . COS+/X
pour X'_)L ——du. Comme lim

u2 X—>+ 00 ﬁ

quand x — + co. Ceci prouve que la suite (Ln f(t)dt) _ converge.

neN

=0, la fonction x+— LX f(t)dt admet, elle aussi, une limite finie

Or, d’aprés la question a, la fonction f Vérifie les hypotheses de la question 1. Ceci nous permet de conclure que
la série Z f (n) converge, autrement dit :

siny/n

La série Z -

converge.




