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Corrigés des TD du chapitre 9

Exercice 1

Il est clair que si k = f '(a) alors c=a convientetsi k= f'(b), alors c=b convient.
On considere maintenant k tel que f'(a) <k < f'(b).
e Supposons k=0.0nadonc f'(@)<0< f'(b).

La fonction f est dérivable sur [a,b], donc continue sur [a,b] et comme [a,b] est un segment, f admet un
minimum atteint en c €[a,b].

Mais f'(@)<0 donc lim L;(a)<0. Ceci implique que %;(a)
x—a* X— —

voisinage de a” donc que le minimum de f n’est pas atteintena et c=a.

<0, soit f(x)< f(a), au

De méme avec f'(b) >0, on prouve que c#b.

Ainsi, f atteint un minimum en c €]a,b[ donc f' s’annule (et change de signe) en C.
e Supposons k quelconque tel que f'(a)<k < f'(b).

Posons g(x) = f (x) —kx.

La fonction g est dérivable sur [a,b] et g'(x)=f'(xX)—k donc g'(a)<0<g'(b). Ainsi, g Vérifie les
hypothéses du cas précédent, donc il existe ¢ €]a,b[ tel que g'(c) =0, ce qui revienta f '(c)=Kk.

Finalement, pour tout k [ f '(a), f '(b)] :

Il existe c €[a,b] tel que f'(c)=Kk.

Exercice 2

1) On a [x.,%x]=10,1 pour tout neN, donc f est de classe C* sur [x,,,X ] et on peut appliquer le

n+1l? *n

f (Xn+1) f (X )
X

théoréme des accroissements finis : il existe ¢, € 1x..,, X, [ tel que = f'(c,) etdonc:

n+1?

f(Xn+1)— n =|f'(Cn)|SM .
Xon — X, ‘

Ceci prouve que pour tout ne N :

[ (%)~ )] <M X

n+l n|

Soient maintenant n, pe N . On a pour tout ke N :

1 1
2k+l - 2_k

M
= 2k+l )

|f(xk+1)_ 1:()(k)|S M |Xk+1_xk| =M

Etsin>1:

| f (%) — F (X )\ f(xk+1> f (%]

< 21100~ 100 X 5o

k=p
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Enfin :
1 1
"&' M M~ on M 1 M
k+1: p+1 1 :_p T an S_p
= 2 25, L2 2 2
2
En remarquant que la relation voulue est immédiatement vraie quand n=0, on a bien pour tous n,peN :
M
[F 0= FO) < 55

2) Enprenant p =0 dans I’inégalité ci-dessus, on obtient pour tout ne N :
[f(x)-fO0)=|f(x)-f@Q<M = fQ-M<f(x)<f@+M.

Ainsi :

La suite ((x,)) , estbornée.

ne

3) Pourtout neN, u, =sup f(x,) estbien defini car f(xn))neN est majorée et u, = max( f(x,),u,,,), donc:

k>n

u,>u,.,.

Ainsi, (U,), est décroissante. Comme (f(x,)) . estbomée, (u,),., I’est aussi et donc :

ne

(U,).y converge vers une limite finie L.

4) En intervertissant n et p dans le résultat de la question 1, on a pour tous n,peN, ‘f (X p) — F(X,)

M
<—.
2n

. : M
On peut récrire cela sous la forme : pour tout ne N et tout entier k >n, | f(x,)— f(x,)| <= .
2

En passant au sup sur k >n, on obtient :

sup f(x.)—f(x,) s%.

k>n

Ainsi, pour tout ne N :

M
|un (Xn)| 2n

On a alors pour tout ne N :

L= f ()] =[L—u, +u, = F(x)[ <[L-u,[+]u, —f(xn)|s|L—un|+¥.

or, lim (|L —un|+¥) =0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes :

n—+ow

lim f(x,)=L

n—+ow
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5) Pour tout x €]0,1], il existe ununique N, e N tel que —2N1+1 <x< 2% N, = E(— :n_;(j
X X n

A . o 1
De la méme fagon que dans la question 1, on prouve qu’il existe C, e} X,ZTX{ tel que :

FO)—1(xy,)

=f'c) = [f(0-fx)|=]Tc)
X=Xy

x—xNx‘s|f '(c,)|

XNX+1 - XNX ‘ = N+

On aalors:
|f(x)—L|£‘f(x)—f(xNX)‘+‘f(xNX)—L‘S%Hf(xm)—q.

Or, quand x—0", N, —>+o donc f(x,)—>L et ZNl_)O’ donc XILT+(%+‘f(xNX)_L‘]:0, ce qui a

« 1

nouveau grace au théoreme des gendarmes, on a :

lim f(x)=L

x—0"

Exercice 3

1) Posons g(x)=|f (x)||2. Comme f est deux fois dérivable sur I, g ’est aussi avec pour tout Xe | :
') =2(f' ()] f(x) et g"(x):z[”f O +( ()] f(x))]
Or, | f| est constante, donc g aussi et ainsi, g'=g"=0, donc pour tout x e | :

900 =2[ [ T +(F7 01 F(9) | =0 = (F7C01 £ ()= F ([ <0.

Ainsi :

Si | f|| est constante, (| f*) est a valeurs négatives.

Interprétation cinématique :

J—
Sionpose f(t)=0OM , V= d(j—tM = f'(t) est la vitesse et @ = d d(tJZM

= f "(t) est’accélération du mobile M.
Si || f (t)]| =OM =cste, le mobile a une trajectoire circulaire.

Dans ce cas, on a OM -V =0, le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire circulaire et OM -a@ <0 indique que
la composante colinéaire 8 OM de I’accélération @ est de sens contraire au vecteur OM : cela correspond a la

force centripéte.

2) Tel qu’indiqué, considérons la fonction g : x| f (X)||2 e 2, définie sur I et a valeurs dans R, .

Comme f est dérivable sur I, x| f (x)||2 I’est aussi de dérivée x> 2( f'(x)| f(x)). Alors, g est dérivable sur
I, avec pour tout xel :

9’0 =2( £ | £(x))e 2 =2k f ()| e 2 = 2((f )] F0))—k||f (x)||2)e’2"x.
Or,ona | f'(x)|<k]|f(x)| et grace a Iinégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

(£ OO T )< F O FOI<K|TF X" = —Kk[|FOI" <(FOlF())<k|fOI|" (D).
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Donc, g'(x) <0 et g est décroissante sur I.

Si f s’annule en un point ael, alors g(a)=||f(a)||ze’Zka =0 et ainsi, pour tout xel tel que x>a, on a

g(x) < g(a) =0 et comme g est positive, on obtient g(x) =0 et donc :

f(x)=0 pourtout xel tel que x>a.

Pour montrer que g est nulle & gauche de a aussi, la double inégalité (1), nous invite & considérer la fonction
2 - - , -
h:x | f(x)||"e**, qui comme g, est positive et dérivable sur I, avec pour tout xe | :

h'() =2( 001 £ ()€™ +2k] £ ] e =2(( 101 F09)+K]f ()™

Gréce a (1), on a h'(x) >0, donc h est croissante sur | et ainsi, pour tout x| tel que x<a, h(x)<h(a) =0,
ce qui donne h(x) =0 et donc :
f(x)=0 pourtout xel tel que x<a.

Finalement, ona f(x)=0 pourtout x eI, et ainsi :

Si la fonction f s’annule en un point de I, alors elle est nulle sur 1.

Exercice 4

1) Ona !im(%[f(t)— f(kt)]Jzﬁ donc :

Ve>0, Ja>0, Vie[-a,a]\{0}, H%[f(t)—f(kt)]—ﬁ <e.

Or, k €]0,1[, donc pour tout i e N, 0<k' <1 (égal & 1 pour i =0) et pour tout t e[ a,a]\{0}, on a:

0<fj<a = 0<[Ki<kaza = H%[f(k‘t)—f(kk‘t)}—f <e.

Et finalement, on a bhien :

Ve>0 Ja>0 Vie[-a,a]\{0}, VieN, Hkiit[f(k‘t)—f(k”lt)]—ﬁ <g

2) Avec les notations de la question précédente, on a pour tout t e[— o, ]\{0} ettout peN" :

pj(%[ f(k't)— (k') |- kiﬁj < EH%[ f(k't)— (k') |-K'(] < _piski = g_pi k'

Or:
171 ; " P _}pfl iy oy ~ p-1 i 1_1_ ) i o1 N
;[E[f(kt)—f(k ]t)]—kfj_tg[f(kt) f (k') ] (i_okjf—t[f(t) f(k°t) ] (i_okj['
Avec _piki = 1—_kkp , on obtient :
1 ; 1—kP 1—kP
H;[f(t)—f(k ] Rt
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Or, lim kP =0 et Iin?) f(x) = f(0), donc en passant a la limite quand p — + oo dans I’inégalité ci-dessus (qui

p—>+x

est vraie quel que soit p), on obtient :

1 1
Hf[f(t)_ f (O)]—mﬁ

Sig.
1-k

Ainsi, avec K :ik>0,ona:

Ves0, o0, Ve[ o, o] \{0} H%[f(t)—f(O)]—ﬁK <Ke

Ceci prouve que Iin?)%[ f(t)-f(0)]= ﬁf et donc que :

f est dérivable en 0 avec f'(0) = ﬁf :

Exercice 5

Dans ce qui suit, on munit R" de sa structure euclidienne canonique, et orienté par sa base canonique, notée
B =(E,E,,.., E,) eton appelle u I’endomorphisme de R" canoniquement associé a A.

Onnote X =(X).;, OU les x, sont des fonctions dérivables de R dans R.

On notera et S I’espace vectoriel de ses solutions de (S): X '= AX.

a. A est une matrice de projection orthogonale sur un plan F (avec n>3).
I existe une base orthonormée B =(V,,V,,...,V,) de R" telle que F =Vect(V,,V,).
Avec P=P; €O, (R), onaalors :
M, (u)=D=diag(L10,..,0)=P"AP < A=PDP".
Sionpose Y =P"X =(y,).,,0ONa:
Yi=Y
X'=AX < X'=PDP'X < P'X'=DP'X < Y'=DY < y,=Y,
y'=0,Vke 3n
Et on obtient, pour tout te R :
yi(t) =ce'
y,(t) =c,e'
Y. =C.,Vke 3n
avec (c,C,,...,Cc,)eR".

Avec X =PY, onaboutita:

S=Vect(t>e'V, t eV, tsV;, .., tsV,)
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b. Si A est une nilpotente d’indice n, alors A" =0, (et A"=0,), donc il existe X,eM,, (R) tel que
A"'X,#0 et A'X, =0. La famille B=(X,, AX,, A’X,,..., A"*X,) est alors une base de M, ,(R) et dans
cette base B, la matrice de u est alors :

00 - - 0
10 . :

My =01 " " :|.
()
0 010

En procedant comme dans la question précédente, avec P = Pi;f et Y =P X, on obtient le systéme :

y:=0
Y=Y Vke 20
Ceci donne pourtous ke 1,n etteR :
k .
Y @) =ct 4o t+o =D gt

i=1
avec (c,cC,,...,Cc,)eR".

Et, avec X =PY , on obtient pour tout te R :

X (t) = g[gcitkiJAklxo _ Z;:(Cikzii:tkiAklxoj _ izl (Ci:z;;tkAknlxoj_

Ce qui nous donne :

S

) = Vect(t Y HASIX e 1n ]

Exercice 6

Remarquons que V

=(1,1,0) est orthogonale & u, donc si W=0UAV=2(-111), (V,W) est une base
orthogonale de P = (G)".

Soit f : R — R® une éventuelle solution de f'Ali=f.Onaalors pourtout teR, f(t)eP donc:

f(t) =XV + y(O)W
ol X et y sont deux fonctions dérivables sur R (car f Dest).

Alors, pourtout te R :
i i X'(t) == y(t)
f' A=) < —-xX@AW+6y't)V=xt)V+ytlw < 1
y'(0) =2 X0

Comme ou x et y sont dérivables sur R, x' et y' le sont aussi et en dérivant la premiére équation, on obtient :
" 1 l
x"(t)=—-y (t)=—5><(t)-

t

Alors, x(t)=acos(%j+bsm(\/t_j avec a,beR et y(t):—x'(t):%sin(%]—%cos(—fsj.
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Ainsi, pour tout t e R :
ool (o )
ol ol

Réciproguement, on montre que les fonctions ci-dessus sont bien solution de 1’équation et ainsi :

Sty :Vect[cos(%jV+%sin[%JW,SM[%)V—%COS(%)WJ avec V=(1,1,0) et W=2(-1,1,1).

Exercice 7

Supposons que y"+a(t)y'+b(t)y =0 admet deux solutions y, et y, telles que pour tout tel, y,(t) =ty,(t).

Alors, pourtout tel :
{ylz (t) :tyll(t) + yl(t)
yuz(t) :ty'll(t)+2y'l(t)
D’ou:
y", @) +at)y 1) +b(t)y,(t) =t[y" () +a)y ', (1) +b®) y, (1) ]+ 2y",(t) +at) v, (t) =2y",(t) +at) y,(t)
Comme y",+ay',+by, =0, on obtient :
2y'+ay, =0.
Comme a est de classe C* sur I, on peut dériver la relation ci-dessus et on obtient :
2y" +a'y,+ay’, =0.
Et, avec 2y’ +ay, =0, soit 2y', =—ay,, et y",+ay',+by, =0, on peut écrire :
2y"+a'y, +ay' ;=0
y" +ay'+by, =0 = a’y,+2a'y, =4by,.
2y'1 =-ay,
Comme y, n’est pas nulle sur | mais y est continue, il existe au moins un intervalle J — I, non réduit a un

point, sur lequel y, ne s’annule pas. On obtient alors a° +2a'=4b sur J.

Finalement, une condition nécessaire sur a et b pour que I’équation y"+a(t)y'+b(t)y=0 admette deux
solutions non nulles y, et y, telles que pourtout tel, vy, (t) =ty,(t) est:

a’+2a'=4b sur tout intervalle inclus dans I sur lequel y, ne s’annule pas.

Supposons que a°+2a'=4b. L’équation se récrit alors :
y"+ay'+%(a2 +2a')y=0.

Posons z = y'+%ay. On a alors (avec y":—ay'—%azy—%a'y) :

7'= y"+1ay'+la'y——ay'—laZY—ia'erlaY'Jrla'y——Ea(v'Jrlan——iaZ
2 2 4 2 2 2 2 2 2
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. 1 L Lo
Donc z est solution de z' +Eaz =0, soit, si A est une primitive de asur | :

—lA(t)
z:t—>Ke 2 avec K constante.
. 1 ~Law . .
Alors, z est solution de y +§a(t)y= Ke 2 . Les solutions le I’équation sans second membre sont les
1

) ~ZA(t)
fonctions z:t+—Ce 2 " avec C constante.

. . ~2am) - o
On cherche une solution particuliére de la forme t+> C(t)e 2 Y avec C dérivable sur 1. En réinjectant dans
I’équation, on obtient C'(t) = K et on peut prendre C(t) =Kt.
. ~Law ~Lawm . W 1., , .
Ainsi, t—>e 2 ettr>te 2 sonttoutes deux solutions de y"+ay +Z(a +2a")y=0 etainsi :

La condition est suffisante.

Soient (E): y"+2ty'+(t>+1)y=te "2 et (H): y"+2ty'+(t>+1)y=0.
Posons a(t) =2t et b(t) =t>+1. Les fonctions a et b sont de classe C* sur R et pourtout te R :
a(t)® +2a'(t)—4b(t) =4t> +4—-4t> -4 =0.
La condition ci-dessus est satisfaite. En posant, A(t) =t?, une base de solutions de (H) est :
(t e U2t Htef‘z’z).

—t2/2

Cherchons une solution particuliére de (E) de la forme t+ g(t)e ou g est deux dérivable sur R .

En réinjectant dans (E), on obtient pour tout te R :

g"(te ?—2tg'(t)e " —g()e " +t*g(t)e " + 2 (t)e T —2t°g(t)e P + (t° +D)g(t)e " =te 2.
Soit .
g"(t)=t.

1 . L 1. p
—t* et une solution particuliére est t €t3e v

On peut prendre g(t) = 5

Finalement :

. . 1 2
Les solutions de (E) sur R sont les fonctions tH[Et3 +oat+Bjet "2 avec (o,B) e R?.

Exercice 8

Les fonctions h, et h, étant solutions de (E) sur I, elles sont deux fois dérivables sur cet intervalle, donc
W =hh,'—h'h, est dérivable sur | en tant que difference de telles fonctions et :

W= (hlhzl —h'h, )I =h’h'+hh"—h'h'—h"h, =hh"-h"h,.
Or, h'"'=—ah'—bh et h,"=—ah,’—bh,, donc:

W'=h, (-ah,'~bh,)—(-ah’~bh )h, =—ahh'~bhh, +-ahh, +bhh, =a(hh, —hh,’).
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Soit W'=—aW etdonc, W est solution de y'+ay=0. Alors, si A est la primitive de a qui s’annule en t; | ,
onapourtouttel :
W (t) =W (t,)e V.

Ceci prouve immédiatement 1’équivalence :

(A, e, W(t,)#0) < (Vtel W(t)=0)

Supposons maintenant que la famille (h,,h,) est liée. Alors, si h, est nulle, on a W (t) =0 pour tout te |, et si
h, n’est pas nulle, alors il existe une constante k telles que h, =kh et W =hh,'—h'h, =h (kh) —h'(kh)=0.
Ainsi, si (h,h,) est liée, alors W =0.

Supposons enfin que W =0. Si h, est nulle, alors (hl,hz) est liee.

Si h, n’est pas nulle, alors il existe t, € | tel que h(t,) #0. Comme h, est continue sur I, elle ne s’annule pas

au voisinage de t,. Soit alors J un intervalle ouvert inclus dans I, contenant t, et tel quel h, ne s’annule pas sur
J.OnaalorssurJ:

W _hh'~hh, :(ﬁj'_
h? h? hy
Alors, si W est nulle sur I, donc sur J, on a [%j =0, donc & est constante sur J, autrement dit, il existe un

scalaire k tel que h, =kh, surJ.

Considérons maintenant un point t, el tel que h(t)=0 (s’il en existe). Alors, on a h'(t) =0, car sinon h

. . . . y'+ay'+by=0 )
serait nulle comme unique solution du probléme de Cauchy . Comme h, est deux fois

h(t)=ht)=0
dérivable sur I, elle y est de classe C* et par continuité, h' reste de signe constant strict au voisinage de t,,
donc h, est strictement monotone au voisinage de t;, donc ne s’annule pas au voisinage de t, (mais, par
hypothése ici, s’annule en t,).

D’aprés ce qui précede, ceci veut dire que h, =k h et h, =k _h, au voisinage de t et t; respectivement.
Alors, h,'=k h' et h,)’=k h'auvoisinage de t et t;, et comme h/'(t;) #0 on a par continuité de h' et h," en

. h(t o .
t,, on obtient ﬁ =k, =k_. Ainsi, h, =kh, au voisinage de t,.

h'(t)

Finalement, ceci permet de conclure qu’il existe un scalaire k tel que h, =kh sur | et donc que la famille
(h,h,) est liée.
Nous venons donc de prouver que :

((h,h,) estliée) < (Vtel,W()=0).

Par contraposée :

((h.h,) estlibre) < (3t €1,W(t,)#0)
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Exercice 9

n-1 2n .
Posons a, (2 Y 1 [ ] pour tout ne N. On a alors, pour tout ne N ettout xeR :

1 2n+2
amlxr”1 2n+1{ n+1 X|= 2n—1(2n+2)(2n+1)| x| =2 2n 1| X
( j “2n+1 (n+1)? T htl Nt

>4

X|.

a,x"

2n-1

D’apres la reégle de d’ Alembert, la série converge quand 4|X| <1 et diverge quand 4|X| >1, donc :

Le rayon de convergence de f est %

- .\ 11
La serie entiére f est alors de classe C” sur | :}—Z Z[ et pour tout xel :

102 ni2 1
Flg= Z(an 1( nJ Zén?l[ o )j(n+1)x”

n+1

2 (-D" (2n+2)(2n+1)( 2n
Z:2n+1 (n+1)? { j( X _22( b’ ( j

Mais, on peut aussi écrire :

25 ) = Z( 1)n1 2n (an i( l)nl 2n (an i( 1),]1( - _J(anxn_

n-1
Comme on vient de voir que f(x)= Z(an 1
n=0

2xf'(x) = f(x)—i(—l)”(znnjx” = f(x)—% f'(x).

Ainsi, pour tout xe I, (4x+1) f'(x)—2f(x) =0, donc f est solution sur | de :
(E): (4x+1y'-2y=0.

Pour tout xe I, 4x+1+0, donc I’équation se récrit y'— y =0 et les solutions sont de la forme :

4x+1

X > Kexp(jxﬁdq Kexp( (4x+1)J=K\/4x+1.

De plus, avec f(x)= Z( D™ x",ona f(O)——1 1, donc, pour tout x € _L 1 ;
o 2n-1 ’ -1 4'4] "
f(x) =v4x+1
A I’aide de la formule de Stirling, on peut écrire :
1 (201 1 (@1 ~i\/4nn(@]2”(gj2”i_ 1
2n-1 4" 2n-1(n)?4" 2n 2mn \ e n) 4" 2Jxn*’

( jx” converge, on obtient, avec le résultat précédent :
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n-1 2n
Comme la série de Riemann Z% converge (1,5>1), la série 2(2 1)1( j4—ln est absolument
n- n

n-1
convergente. Ceci implique que la convergence de la série entiere 2(2 L) ] ( jx est normale sur [—% ﬂ
n=0 n-—

P : 1
et donc que f est définie et continue sur ce segment et, entre autres, en 7 Alors :

(1] Z(an)nll(znj 41n \/: 3

Par ailleurs, on a vu plus haut que pour tout entier naturel n, on a:

(2(n +1)J _ (2n+2)(2n+1) (Zn] _ 22n_+1[2nj

n+1 (n+1)? n n+1

Donc, pour tout ne N :
D" (2(n+1) _ (D" ,2n+1 2n) 1 1(=1"(2n)1
2n+1{ n+1 4n+1 2n+1 n+tl1{n /4™ 2n+1{n )4
Et, pour tout N e N :
N (-D)" N 2(n+1) L 1) Tzml % 1) "2n) 1
—-2.
e W e B o (W W

L. (-D"*(2n) 1 L. 1"
Comme la série  ~—~— — converge, la série converge aussi et :
Z 2n-1\ n )4" g Z n+1 4n g

+0 ¢ A\ 2n +0o ¢ q\n-1 2n
Zﬂ izzz& 1
“~n+lln 4" = 2n-1{(n)4"

D" (2m\1
+1[nj5_2(\/§ D

Soit finalement :

i agl
>

Exercice 10

1) Comme Re(a) >0,0na a=0.
Comme lim [f '(X) +af (x)]=€, pour tout réel € >0, il existe A eR tel que pour tout X e[A ,+ o] :

|f '(X)+ch (X)—f|£8 = g™ :eeRE(“)X.

e f'(X)+ae™f(xX)—le™|<e

Alors, pour tout x e[A,+oo[ :

X at [ ot at X ot ] at at
‘j/\(e £1(0) + e f (t) — Ce )dt‘she () + e f (t)— Ce

dt < jAl geRe@idt

Soit :
eRe(m)x _eRe(oc)A1 €

e™ f (x)—ﬁe"‘X —e*Af (A)+£e°‘Ai <g < gRe(wx
o o Re(a) Re(a)
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Ceci implique que :

L &
Re(a)

‘um—ﬁ—se“
o

avec B =e°"*(f(Al)—£j.
o

Alors, pour tout X e[A ,+ ] :

<" 4 |Ble R,

< <
Re(a)

‘um—fkﬁun—ﬁ—B€W+Byw
(04 o

f(x)—L—Be ™
(04

Or, comme Re(a)>0,0na lim |Ble ™®* =0 etdonc, il existe A, €R tel que pour tout x e[A, ,+oo[ :

€

|B|e—Re(a)x < .
Re(a)

Finalement, en posant A=max(A, A,), on a pour tout x e[A,+ o :

‘u@—ﬁs 2
o Re(a)
Ceci prouve que :
lim f(x)=£
X—>+00 o

2) Cherchons a,beC telsque f"+f'+f =(f'+af)' +b(f'+af).

Pour tous a,beC, on a (f'+af)'+b(f'+af)=f"+(a+b)f'+abf, donc pour a+b=ab=1, on a la
relation voulue.
in/3 in/3.

Or, si a et b vérifient a+b=ab=1, ils sont racines de X?—X +1, donc valent aa=¢e'™® ou a.=e"

Onaalors:
fr+f'+f=(f"+af) +a(f ' +af).

Et, comme Re(a) =Re(a) = % >0, on peut appliquer deux fois la question précédente :

=0 = lim f===0.

X —>+0o

lim[ "+ f'+ f]=lim[(f '+of)' +@(f'+of)]=0 = lim(f'+of)'=

Qo
Qo

Ainsi :

lim f(x)=0

X—>+o©

3) Nous allons faire une preuve par récurrence sur ne N en utilisant le méme principe que ci-dessus.
e Pour n=1, soit feC'(R,IR) telle que lim[f'+of |=0 ol toutes les racines de P =X +aeC[X] ont
une partie réelle strictement négative, autrement dit ici : Re(— a) <0, soit Re(a) > 0.

D’aprés la question 1, on a immédiatement lim f =0 : la propriété est vraie au rang n=1.
+00
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e On suppose la propriété vraieaunrang neN".
Soit f eC"™(R,R) telle que lim| f+a @ +o, ,f"P+. +o,f +0,f =0 ol les o, sont des

nombres complexes tels que toutes les racines de P=X""+a, X" +..+0a,X +a, ont une partie réelle
strictement négative.

Soit — o une racine de P. On a alors Re(—a) <0, donc Re(a) >0 et :
P=(X+0)(X"+B, X" +..4B,X +B,)

=X +(o+B, ) X" + (aanl"Fanz)Xn_1+---+(OLBl+Bo)X +af,

=X"+a X" +..+o, X +a,
Et toutes les racines de X"+B. X" " +..+B,X +B, sont des racines de P, donc ont une partie réelle
strictement négative.
Posons g=f™+B ,fO P+ . .+B,f'+B,f.Onaalors:

g'+ag=fOD 4B FO 4 4B B f raf @ raf  FOV 4+ aB, f B, f

= FOP B+ o) P+ (B, 0B ) TP+ (B oB,) T+ (B +aBy) f+ap, f
=f o, FP+o, , FO P+ o, f o, f

Donc, lim[g'+ag]=0 et comme Re(ot) >0, ona limg =0 d’aprés la question 1.

Ainsi, Iig][f("’ +Byy f 4.+ B, 4B, f [=0 et toutes les racines de X"+, X" +...+B,X +p, ont
une partie réelle strictement négative, donc d’aprés 1’hypothése de récurrence, on a Iirll f =0 : la propriété
est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout neN".

Ainsi, si f est de classe C" sur R (avec neN") telle que Iirap[f(”) +o, , FOP + o f '+a0f]:0 ou les

racinesde P=X"+a, X" +...+a,X + 0o, € C[X] ont toutes une partie réelle strictement négative, alors :

limf =0

Exercice 11

1) Remarquons préalablement que pour tout . R ettout teR", on a <lt| et <lt|, donc :

;)
() )}

_ y?sin| = | si y=0 . ) _
La fonction f:(x,y) y est de classe C* sur R*\{(a,0),acR} en tant que produit de
0 siy=0

o)

telles fonctions avec pour tout (x,y) e R* tel que y#0 :

%(x, y>=ycos(§j et %(X,Y)=2y8in[§]—xcos(§j_
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Soit aeR.

e lim f(x0)-1(a,0) =1lim0=0, donc i(a 0) existe et vaut 0.
Xx—>a X—a x—>a OX

e lim f@y)-1(0 = Ilm{ysin(iﬂzo, donc ﬁ(a,O) existe et vaut 0.
y—0 y y—0 y ay

Ainsi, f admet des dérivées partielles en tout point de R?.

Soit aeR".

A T’aide de ce que 1’on vu en introduction, on a :

) of of of
lim — 0=—/(a,0), donc — est continue en (a,0
N Ly (X, y)= ™ (a,0), ™ inue en (a,0) ;
) lim 2ysm[ j 0, mais xcos(ij n’admet pas de limite quand (X, y) — (a,0), donc T n’admet
(%.y) - (a,0) y y oy

pas de limite quand (X,y) —(a,0).

Ainsi, f n’est pas de classe C* en (a,0) quand aeR".

: X . . [ x . X
Par contre, lim ycos|—|= lim 2ysin|—|= lim xcos| —|=0,donc:
(x¥) (0,0 y ) xy»-00 y) xy»-00 y

(xy')ﬁm)&(x y) = o_—(o 0) et lim @(x y) = 0—5(0 0).

Ainsi, f est de classe C* en (0,0).

Finalement :

f est de classe C* sur RxRR™U{(0,0)}, mais pas plus.

o’ f

Si (0,0) existe, c’est la dérivée de X+ %(X, 0) en 0. Or, la fonction x> %(X, 0) n’est pas définie,

donc ;

o’ f
oxoy

(0,0) n’existe pas.

2
si o°f
oyoX

(0,0) existe, c’est la dérivée de y ?(o, y)=y en0,soit 1. Donc:
X

o’ f
OyoxX

(0,0) existe est vaut 1.

2) La fonction sh étant une bijection de R dans R,ona:

shx—-shy=0 < x=y.

La fonction f est de classe C' sur R*\A ol A est la premiére bissectrice (d’équation X=1y) en tant que
quotient de telles fonctions.
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De plus, pour tout (x,y) e R*\A :

sinx—siny ZCOS(X;yjsm(X;yj COS(X;ijin(X;yj X+Yy X—=y
f(xy) =Xy - :“’( J‘p( _j
o e )
2 2 2 2
avec q)(t)—&st et (t)—Silt
cht sht

Remarquons que les fonctions ¢ et ¢ sont toutes deux des fonctions d’une seule variable réelle et on a :

e Les fonctions (X, Y) I—)% et (x,y) |—>X;2y sont polynomiales, donc de classe C* sur R?.

e La fonction ¢ est définie et de classe C* sur R (la fonction ch ne s’annulant pas sur R ).
e La fonction ¢ est définie et de classe C' sur R* (la fonction sh ne s’annulant qu’en 0).

De plus, en 0, on a o(t) = 1 donc ¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) =1.

i 2
Pour tout teR", o'(t) = cost sht 25|ntCht et, au voisinage de 0, on a @'(t) = o) _ o

sh?t t2+0(t?) 1+0()
@' admet une limite finie en 0 (qui est 0) et le prolongement de ¢ est de classe C* en 0, donc sur R..

donc

Ainsi, par composition, (X, Y) |—>¢(XL2yj est de classe C* sur R? et (X, y)H(p[X;Zyj est prolongeable en

une fonction de classe C! sur R? et finalement :

La fonction f admet un prolongement de classe C* sur R?.

Exercice 12

1) Soit P=>a X“eR [X],ona:
k=0

L RN i i . 1
f(P)=J‘O PZ:J‘O(gaktkj dt_I [ Z aat det_oq j<n It Jdt_0<;j<ni+j-l-].aiaj

0<i, j<n

Ainsi, f est polyndmiale sur R [X] donc:

f est difféerentiable sur R [X].

Pourtout ke O,n ,ona:

1 1 1

f(P)= aa +2y — aa +——a’> =

(P) 0<%:<ni +1 ! §i+k+1 K ok4+1 ¢ ( )= Z
i, j=k i=k

n

|+k+1

Donc, pour tout H = > h X" e R [X], df (P)-H = Z(h D - j soit :
— i+ j+l

2a.h.
df (P)-H = L)
(P) 0<%“<ni+j+1
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Autre version (plus chic!) :

Munissons R [X] du produit scalaire (P|Q) =I: PQ (on peut choisir le produit scalaire que 1’on veut car
R, [X] est de dimension finie). On a alors f (P) :I: p? :||P||2 et pour tous P,H e R [X]:
f(P+H)=|P+H|*=|P|*+2(P|H)+|H|* = f (P)+2(P| H)+ o (JH]).

Ceci prouve que :

df (P)-H =2(P|H) =2 PH

n n 2a.h.
Remarquons qu’avec P=Y"a X“ et H=>"h X", ona ZJ.l PH= Y —1.
k=0 k=0 0 odigen 1+ J+1

2) Remarquons que A det A est polynémiale en les coefficients de A, donc continue. Alors, det‘l({O}) est
fermeé dans M, (R) (car {0} est fermé dans R), donc GL,(R)=det*(R\{0})=M,(R)\det *({0}) est un
ouvert de M, (R).

Soit A=(a ;). .n €GL,(R) et x,=X"+a, X" +..+aX +a,.
Comme A est inversible, 0 n’est pas valeur propre de A, donc y,(0)=a,#0. Or, d’aprés le théoreme de
Cayley-Hamilton, ona y,(A) = A"+a,_,A"" +..+aA+a,l =0, donc:
—i(A”‘1 +a, A" +..+al )A=1, = A’} =—i(A”‘1 +a, A" +..+al,).
8 8

Or, y,=det(X1,—A), donc les a, sont polyndmiaux en les coefficients de A. Comme les coefficients des

puissances de A, sont aussi polyndmiaux en les coefficients de A, les coefficients de A~ sont polyndmiaux en
les coefficients de A.

Enfin, les fonctions polyndmiales sont différentiables sur leur ensemble de définition, donc :

f est différentiable sur son ensemble de définition.

Pourtous i, je 1,n ,ona A+tE ; e GL (IR) pour tréel proche de 0 (car GL, (R) est ouvert) et :
1 1 R | . . _ _
E[f(AHE”)—f(A)]=E[(A+tE”) 1_A 1]:E(AHEH) (1, —(A+tE )A ) =— (A+tE, ) 'E, ;AT
af - 1 _1 _1 - -
Alors, —(A)=lim| =| f(A+tE;;)— f(A) | |=— A"'E;;A"* etdonc pour tous i, je 1,n
oa | t—>0\ t & /!

df (A)E, ) =— A'E, A",

Et ainsi :

df (A):M > — A 'MA ™!




PSI* 17

Exercice 13

Comme ¢ admet un maximum local en (u(a),v(b)), il existe une boule ouverte B, de centre (u(a),v(b)) et de

rayon r >0, telle que :
V(X,Y)eB, ¢(X,Y)<o¢(u(@)v(b)).

Par ailleurs, u et v sont continues respectivement en a et b donc (X, y) — (u(x),v(y)) est continue en (a,b).
Ceci implique qu’il existe un réel o> 0 tel que pour tout (x,y) € B((a,b),a) :

(u(x),v(y))eB.
Alors, pour tout (x,y) € B((a,b),a), ona:

f (%) =p(u(x),v(y)) <o(u(a),v(b)).

Ceci montre que :

f admet un maximum local en (a,b).

Exercice 14

Faisons un schéma. On note D, E et F les projetés orthogonaux de M sur (BC), (AC) et (AB) respectivement.

Cc

A
On cherche le maximum de MD x ME x MF .
Appelons S T’aire du triangle ABC.Ona:

S =S50 +Sync + Syas =%(MD><BC+ME><AC+MF><AB).

donc :

2S5 —MDx BC — ME x AC
AB ’

MD x ME x (25 — MD x BC — ME x AC)
MD x ME x MF = e .

Et MDxME x MF est maximal quand MD x MEx(ZS—MDxBC—MExAC) ’est.

Posons x=MD et y=ME.Onaalors x,yeR, et MF =

Posons a=BC, b=AC, c=AB et:
f (X, y) = MDxME x(2S —MDxBC —ME x AC) = xy (2S —ax—by) = 2Sxy —ax’y —bxy?.

La fonction f est polyndmiale donc de classe C* sur R? et pour tout (X,y) e R? :
(;i(x, y)=2Sy—2axy—by*=y(2S-2ax—-by)
X

%(x, y) =2Sx—ax’ —2bxy =x(2S —ax—2by)
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On aalors:

of of
&(X, y)za(xi y)=0

Si x=0 ou y=0,alors f(x,y)=0 donc f est minimale (car f(X,y) est toujours positif : ¢’est un produit de
distances). On s’intéresse donc a 1’unique point critique (X, y) tel que x=0 et y =0, qui est donnée par :

2ax+by=2S 2S 2S
S (Xy)=|—,—|.
ax+2by=2S 3a 3b

((E5). =
3a'3b) 27ab

y(by—2S)° ( by-2S jz y(by—2S)* 1
——a X+ < = — .
4a y 2a 4da da 90)

y(2S—2ax—by)=0 - y=0 ou 2ax+by=2S
x(2S —ax—2by)= x=0 ou ax+2by=2S

Alors :

Or, on peut écrire pour tout (x,y) e R? :

f(x,y)=2Sxy—ax’y—bxy’ =

Remarquons que comme M reste a ’intérieur du triangle ABC, y=ME reste inférieur a la longueur h de la
hx AC hb

hauteur issue de B. Or, S = , donc h _% Ainsi, y e [0%}

La fonction g est dérivable sur R, avec g'(y)=(by—2S)*+2by(by—2S) = (3by—2S)(by—2S).

On a alors le tableau :

0 25 25
y 3b b
g'(y) + 0 - 0

g / \
. : 2S 2 2S _
Ainsi, g est maximale quand y = ™ et donc, pour tout (x,y) e R® avec ye {OT} ona:

1 2S 8s®
f(x, <— <— .
(x,y) Q(Y) 9 ( b ) 27ab

8s® 2S

Finalement, est le maximum de f atteint quand x= MD:3— et y=ME :%, et dans ce cas, avec
a

c = AB, on obtient :

25-MDxBC-MExAC _ 28
AB 3c

MF =

Ainsi :

Le maximum du produit des distances d’un point M intérieur a un triangle ABC aux cotés de ce triangle

8s? 2S 28 25

teint quand d (M, (BC)) =5~ , d (M. (AC et d (M, (AB
7 ABxBCxCA: Aeintquand d(M,(BC)) =2 d (M, (AC)) = (M (AB))=——.
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Remarquons que le point M ci-dessus est le centre de gravité G de ABC.
BCxGD

En effet, si, comme plus haut, D est le projeté orthogonal de G sur (BC), ona S, = — donc :
GD = 2Seac .
BC

Or, si B une base orthonormée directe du plan, on a :

2S¢gc = ‘[%, ﬁ] = ‘detg (%, %)‘ =

det,, (E,%(B—m%)] =

S g Tp——
detB(BC,éBA]‘ =§‘detB(BC, BA)| =328,

Donc :
2S
GD=d(G,(BC))=——.
( ( )) 3BC

Et on a de méme, d(G,(AC)):% et d(G,(AB)):%.

Exercice 15

1) Ona f eC?*(R* R).

Commencons par considérer la fonction h:(x,y) — on;i(x,t)dt.
X
Soit x e R fixé. La fonction y H?(X, y) estde classe C* sur R, donc:
X
y af 2
yHIO &(x,t)dt est de classe C“ sur R.

Soit maintenant y € R fixé. Posons | =[O0, y] ou[y,0].

e Pourtout xeR, t— % (x,t) est continue et intégrable sur le segment I.
X

e Pourtouttel, xne?(x,t) est de classe C' sur R.
X

2

e Pourtout xeR, t— (x,t) est continue sur I.

X2

2

e Pour tout segment [a,b]cR, X+ (x,t) est continue sur [a,b], donc y admet un maximum et

X2

2

f : .y

t— max{aa > (x,t)} est continue sur le segment I, donc intégrable.
X

o* f
aXZ

Alors, X joy%(x,t)dt est de classe C* sur [a,b], de dérivée x joy (x,t)dt .

Ceci étant vrai pour tout segment [a,b]c R, la fonction x H'[Oy%(x,t)dt est de classe C* sur R, de dérivée

o0 f
X, t)dt.
PV (xt)

y
x> |
0
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2 2
gxz (x,t)=- Zyz (x,t), donc:

Or, pour tout (x,t) e R?,

yo* f
0 8y2

:_%(x, y)+%(x,0).

Iyézf

i~ (x,t)dt =— j

(x,t)dt = —{%(x,t)}

y
0

2
Enfin, XH@(X, y) et XH@(X,O) sont de classe C* sur R, donc X|—>Iya Z
oy oy 0 X

(x,t)dt I’est aussi en tant que

différence de telles fonctions.
Finalement :

X|—>Iyq(x,t)dt est de classe C? sur R, de dérivée XH—q(x, y)+q(x,0).
0 OX oy oy
Ainsi, h:(x,y)— joy%(x,t)dt est de classe C? sur R?, de dérivées partielles :

i(x,y)-i-i(X,O) et oh

of
Y Y ay(X, y) == 06 Y)-

oh
—(x, P
aX( y)

Enfin, la fonction (: x> J:%(t,O)dt est la primitive qui s’annule en 0 de X+ %(X,O) qui est de classe C'
sur R, donc elle est de classe C? sur R?, de dérivée x > %(X,O).

En définitive, g =h—¢ est la différence de deux fonctions de classe C? sur R?, donc :

g est de classe C? sur R?.

De plus, d’aprés ce qui précéde, on a pour tout (X, y) € R? :

Yy =My L=t T x0T xo=_F
o V) == 06y == (%) ay(X,)’)ﬁtay(X,O) ay(X,O) ay(X,Y)

Y )= Pixyy - L=
E(X’y)_ay(x’y) ay(X) 5 )

Donc, on a bien :

a_g:_i et — —

OX oy oy oX

2) Posons (p(r,e):f(rcose,rsinG) sur R, x[0,2n]. Comme (r,0)>rcosO et (r,0)rrsin® sont de
classe C* sur R, x[0,2n],0na:

e pourtout reR,, 0 o(r,0) estcontinue, et donc intégrable sur le segment [0, 2] ;

e pourtout 0 e[0,2n], r > @(r,0) est de classe C* sur R, avec :
8—(p(r,E)):coseﬁ(rcose, rsin9)+sin6ﬁ(rcose, rsing) ;
or OX oy

0 . :
e PourtoutreR,, 6 a—(P(r, 0) est continue sur | en tant que somme de telles fonctions ;
r
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e Pour tout segment [0,a]cR,, (X, y)— ?(x, y) sont continues sur le compact
X

of
et (x,) H‘—(x, y)
oy
[-a,a]x[—a,a] donc y admettent toutes deux un maximum, respectivement M, et M, ; alors, pour

tout (r,0)<[0,a]x[0,2x], on a

oo
—(r,0
ar( )

<M, |cos6|+M,|sin6] et 6> M, |cos6|+M,|sin6| est

continue et intégrable sur le segment [0, 2x] .

Ainsi :

Zﬂa(P
—(r,0)do.
. ar( )

D:r— jOZ“(p(r,e)de est de classe C* sur R, et ®'(r) = I

On aalors, pour tout re R, :

D'(r)= J‘:n{cose%(rcose, rsin®)+sin e%(rcose , rsin e)}de

= jzn{cosea—g(rcose, rsin 6)—sinea—g(rcose, rsin 6)}d9
0 oy OX

Et, pour tout re R’ :

D'(r) = 1Izn{—rsinea—g(rcose,rsiné))Jrrcosea—g(rcose,rsine)}dezljzjta—g(rcose,rsine)de.
rJo OX ay r’o oo

Soit :
! = E i 2T|3_ l — —
D'(r)= r[g(rcose,rsme)]0 = r[g(r,O) g(r,O)]_O.

Ainsi, @' est nulle sur R” et, comme elle est continue sur R :

®'=0

3) L’application ®:r > Iozn f(rcos6,rsin6)de est de dérivée nulle sur R, , donc elle y est constante.

Supposons que f possede un extremum local en (0,0). Quitte a changer f en — f (qui vérifie les mémes
hypothéses), on peut supposer que c’est un minimum. Il existe alors un réel R>0 tel que pour tout

(x,y) e B((0,0),R), ona f(x,y)= f(0,0).

Soit r [0,R[. Pour tout 6 [0,2x], ona (rcos6, rsin) e B((0,0),R), donc f(rcosé,rsin6)—f(0,0)>0.
De plus, 6 f(rcos6, rsin6)— f(0,0) est continue sur [0,2n] et :

[[#(rcos6, rsin6)— £(0,0)]d0= [ f(rcos6, rsin®)do—[ " £(0,0)d0=ad(r)-(0) =0.

Nous avons donc une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur [0,2x] : elle est nulle sur ce segment,
soit pour tout 8 €[0,2x], f(rcos6,rsin®)=f(0,0).

Ceci étant vrai pour tout re[O,R[, on a finalement, f(rcose,rsine):f(0,0) pour tout
(r,0) €[0, R[ x[0,2x], soit f(x,y)= f(0,0) pourtout (x,y)e B((0,0),R), et donc :

f est constante au voisinage de (0,0).
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Exercice 16

Soit f une éventuelle solution du probléme. On a :

- Oglufuzsz coséluf“2+c05£2+cos
{Hf”<2 2 2
f.f

'>sin® 12 oo - YHE '
- (A zsin |G +o0s) 20
2 2

Posons alors g =%Hf”2+cos=% f.f +cos.

La fonction g est & valeurs dans R et, comme f et cos sont de classe C* sur R, g est I’est aussi et vérifie :
cos<g<2+cos et g'>0.

La deuxieme condition implique que g est croissante sur R et la premiere condition traduit le fait que la courbe
de g est comprise entre les courbes de x+>cosx et x> 2+cos X, représentées ci-dessous (ainsi que la droite
horizontale d’équation y =1).

y=2+cosx

Supposons qu’il existe X, € R tel que g(X,) >1. Alors, comme g est croissante sur R, pour tout k € Z tel que
(2k+1)>xy, ona g((2k+1)m) > g(x,) >1. Or, g((2k +1)rr) < 2+cos((2k +1)m) =1, ce qui est absurde.

Ainsi, ona g(x) <1 pour tout xe R.

Supposons maintenant qu’il existe X, € R tel que g(x)<1. Toujours grace a la croissance de g, on a
g(2km) < g(x,) <1 pour tout k e Z tel que 2kmt < x,. Or, g(2km)>cos(2kr) =1, ce qui est absurde.

Ainsi, ona g(x)>1 pour tout xeR.

Finalement, on obtient g(x) =1 pour tout x € R. Ainsi, Si f est solution du probléme, ona:
1y 712 =12
EHfH +cos=1 < Hf” =2(1-cos).

Réciproquement, on vérifie facilement que toute fonction f e CY(R,RR") telle que Hf”z =2(1—cos) vérifie

bien HFHSZ et f.f'>sin, et finalement :

Toute fonction f e C}(R,R") telle que H f”z =2(1-cos) est solution du probléme.
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Exercice 17

1) L’équation (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

1
Les solutions de 1’équation homogeéne associée (H): x°y'+y =0 sont les fonctions de la forme x> ke* avec

1
k € R. On cherche alors une solution particuliére de (E) sur R” de la forme x> k(x)e* avec k dérivable.

1 1
En remplagant dans 1’équation (E), on obtient: k'(x)e* =1, donc k'(x)=e *.

1 1
En remarquant que lime * = lim e =0, on peut prolonger x+> e * par continuité en 0 et donc poser :

x—0" U—+o

_1
u@=hetm.

1., 1
Une solution particuliére de (E) sur R’ est alors XHeXI:e tdt et:

1.y 1 1
Les solutions de (E) sur R’ sont les fonctions XHGXI:G tdt+ke* avec keR.

1
Remarquons déja que lim e* = lim e" =+o0.

x—0" U—+om

De plus, la fonction x iz est décroissante sur IR, donc pour tout x e R’ ettout e ]0,x] :
X

1 _

=-e

X2 t

e

1,
<=et,

Vte[s,x], 0<

Donc :

L etars<["Letao|et| e
O<?Le dtSLt—ze dt=|e =e

€

1 1
X X

—e ¢ <e

Ceci donne ;

x 1 1
O<I e tdt<x% *.
€

Et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient pour tout xe R, :
x -1 1 Lox 1
0<.[etdt£x2eX =S O<ex.|.e‘dt£x2.
0 0

Comme lim x* =0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que :

x—0"
] 1.y 1
limex| e tdt=0.

x—0* 0

1oy 1 1
Ainsi, pour tout ke R, lim (eXJ.O e tdt-i—kexj:Sgn(k)OO donc :

x—0"

1., 1
La fonction x> e onxe tdt est I’unique solution qui converge en 0.
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2) Supposons qu’il existe une solution f de (E) développable en série entiere au voisinage de O, de rayon de
convergence R > 0. Il existe alors une suite réelle (a,),_ telle que pour tout x € ] -R;R [ , T(x)= Zanx“ et:

n>0

X))+ f(x)=x" < x> nax"+>ax" =x*
n>1 n>0
< Donax™+a,+) ax =x’
n>1 n>1
< a+y nax"™+y a x"=x?
n>0 n>0

< a+ ) (na,+a, )X =X’

n>0

Soit, par unicité du développement en série entiere :

a0 ::EH ::0 a0 ::EM ::O
8= =0
a+a,=1 < qa,=1 ons2 1" (n 1)1
>2, a,=(-1)"(n-1!
vn>3 na +a,, =0 vn>3 a_,=-na, " 8 =(

Ainsi, pour tout xe |- R;R] :
f) =D (-D)"(n-1)!x".

n>0

n—+oo

Or, pour tout xe R, ‘(—1)”(n—1)!xn
R =0, ce qui contredit notre hypothése.
Ainsi :

——>+o, donc la série Z(—l)"(n—l)!xn diverge grossierement et

Il n’existe pas de solution de (E) développable en série entiere au voisinage de 0.

Exercice 18

1) Posons pour tout x €[a,b] :
G =] :(p(t)g(t) dt et d(x)= j:@(t) dt.
Les fonctions G et @ sont toutes les deux de classe C* sur [a,b] car ¢ et g sont continues.
Comme ¢ est positive sur [a,b], on a pour tout x €[a,b] :
g <c+[ oMo dt < (e " g(x) <co(e ™ +o(X)e " [ o) g(t)dt

o e MG () <cd'(X)e Y + d(x)e *MG(X)
o e MG () -D'(x)e *¥G(x) <cd'(x)e "™

Alors, par croissance de 1’intégrale, on obtient pour tout X € [a, b] :
| :[e’q’“’G ©)-@'®e *OG(1) Jdt< | :CCD'(t)e’q’(‘)dt o [e*en] <[-ce "]
Avec G(a) =®(a) =0, on obtient pour tout x €[a,b] :

e *¥WG(x)<c—ce M o c+G(x)<ce®™,
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or, g(x)SC+IX@(t)g(t)dt:c+G(x),donc g(x) <c+G(x) <ce®™, ce qui donne pour tout x €[a,b] :

I:@(t)dt

g(x)<ce

2) Soit f une solutionde y"+qy =0 sur R, (f estdonc au moins deux fois dérivable sur R ). Alors:
freqf =0 o f'=—qf = 2f"f'=—qf'f o ((f)?)=—q(f?).
Alors, pour tout xe R, :
JoEr) ==la(?) = (F0F~(f©) ==

Comme f est deux fois dérivable sur R _, elle y est de classe C*, donc f? aussi. Alors, comme par hypothése,
g est de classe C*, on peut réaliser une intégration par parties :

[Ya(f2) =[af*] =] a'F* =00 (F (9) —aO)(f @) -] ‘a'F.
Ainsi, pour tout xe R, :
(£00) ~(£0)) == | aGa(100)° ~a@(F @) - [, a'®(®) dt]
Soit :
a0 (f(¥)° =(F'©0)) +a@ () +[ a'®) (1)) dt—(F'(x))".
Comme, pour tout xe R, ona (f'(x))° >0, on obtient :
a0 (f(x) <(F'0)) +a©@)(F @) + a'®)(f () dt

Comme la fonction ¢ est strictement positive sur R, , elle ne s’y annule pas et, en posant g=qf’ et

+ 2

=(f '(0))2 +q(0)( f (O))2 , On obtient pour tout xe R, :
g(x) < c+j q(t) g(t)dt.

Or, la fonction q est croissante sur R, donc q'>0 et q est de classe C* et strictement positive sur R, donc

la fonction ¢ = 4 eC? (R,,R,). On peut donc utiliser le résultat de la question 1 sur [0, x] , Ce qui donne :
q

')

g(x) <ce’ 10" = eI _ cointacoynta) _ <4
Q(O)
Soit, pour tout xe R, :
]
q(x)( f(x) :
(f(9) < ©30)
Et avec q(x) >0, on obtient pour tout xe R, :
C
f(x) < —.
(1) q(0)
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¢ (f(0) .

Enfin =
a@  q(0)

( f(O))2 >0 (car q(0)>0), et en définitive, on a pour tout xe R, :

C
f < |—.,
101\

Toute solution f de 1’équation différentielle y"+ qy =0 est bornee sur R, .

Ceci prouve que :

Exercice 19

. e—nt + 0
1) Posons pour tout neN", g, it>-—etg=>g,.
n 1

Pour tout ne N, la fonction g, est de classe C* sur R, (car proportionnelle a une fonction exponentielle) et,
pourtoutteR, ,ona:
1
0<g,(H)<—.
n

- . 1 - .
Comme la série de Riemann Z—Z converge, la série de fonctions ZQ,, converge normalement (donc
n

+ oo

uniformément et simplement) sur R, et ainsi, g = Zgn est bien définie et méme continue sur R, .
n=1

De plus, tIim g,(t) =0 pour tout ne N". La convergence normale de Zgn sur R, permet alors de conclure

que :

lim g(t)=> lim g, (®)=0.
n=1

t>+o

Enfin, pour tout réel a>0, tout neN" et tout te[a,+oo[, ona:

-nt

, e (S _
|gn(t)|:_nn2 = n <e "
-nt
0,01 e <o

Comme la série géométrique Ze‘”a converge car e * e]0,1[, les séries de fonctions Zgn' et Zgn"
converge normalement (donc uniformément) sur [a,+ oo[ , donc g est de classe C? sur [a,+ o0 [ :

Ceci étant vrai pour tout ae R, g est de classe C* sur R’ , avec pour tout t e R, :

+ o0 +0 ~—Nt
0’1 =Y9,))=— > =<0
n-1 1 N
+ o0 + o0 -t
g "(t) — z gnu(t) — ze—nt — 1 e _
n=1 n=1 —e

Ainsi, g est strictement décroissante sur R’ , donc sur R, (car continue en 0).
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2

Finalement, la fonction g est continue sur R’ et strictement décroissante de g(0) =2_2=% a limg =0,
=1 n + o0

2
donc d’apres le théoreme de la bijection continue, g réalise une bijection de R, dans } 0%} et ainsi :

TCZ
R.)=10,—].
9(R,) } 6}
Or, quand (x,y) décrit R*, x*+y? décrit R, donc f(R*)=g(R,), soit:

o _ (o &
f(R)_}o,J

2) Onavuque g est de classe C* sur R, et pour tout te R’ :

" e
g (t) = 1 -t "

Donc, pour tout t e R, :
g't)=In(l—e")+k avec keR.

+ oo

Or, sur [1,+ 0 [ g'= Zgn' et la convergence est uniforme. Comme pour tout ne N™, tIim g, (t)=0,0na:
-y — 400

tIim g'(t)=0.

Comme lim In(1-e™')=0, on obtient k =0 et donc pour tout te R’ , g'(t)=In(Ll—e").

t—>+o

*

Alors, pour tous g,teR, :
t t
gt)=9(e)+ | g'(u)du=g(e)+| In(l—e*)du.
Enfin :
|n(1—e“):|n(1-[1-u+g(u)}):|n(u+9(u)):|nu+|n(1+g(1)):|nu+g(|nu).
Comme ur>Inu est de signe constant au voisinage de O et intégrable en 0, I;In(l—e‘“)du converge et

comme g est continue en 0, on peut écrire :
gt) = |ing[g(g)+jt|n(1—e“)du}: 9(0)+ [ In@—e)du.

Soit, pour tout t e R, :

g(t) =%2+_[;In(1—e‘“)du
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3) La fonction f est la composée de (x,y) —> x>+ Yy’ par g, qui comme on vient de le voir est de classe C* sur
R’, . Or, la fonction (x,y) > x*+y? est de classe C* (car polynomiale) sur R?\{(0,0)} et & images dans R, .
Alors, f est de classe C* sur R?\{(0,0)} (composée de fonctions C*) avec pour tout (x, y) € R*\{(0,0)} :

?(x, y)=2xg'(* + y?)
X
%(x, y)=2yg'(x* +y?)

Comme g' ne s’annule pas sur R} (on a vu que g'<0), f n’admet pas de point critique dans R*\{(0,0)},
donc pas d’extremum (local ou global) sur R*\{(0,0)}.

2
Par contre, on a vu que pour tout te R, , g(t)<g(0) = % donc pour tout (x,y) e R* :

2

f(x,y)sf(0,0):g(O):%.

Ainsi :

2
La fonction f n’a pas de minimum, mais admet un maximum global, % atteint uniquement en (0,0).

Exercice 20

Ona f:R" >R ; X —>C'X+X'SX,

Comme S est une matrice symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée, d’apres le
théoréme spectral. Autrement dit, il existe D=diag (%, ..., A, ) € M, (R) et P €O, (R) telles que D=P'SP.

Alors, en posant C'=P'C, on a pour tout X e R" :
f (PX)=C"(PX)+(PX)'S(PX)=(C'P)X +X"(P'SP)X =C'" X + X'DX =g(X).

Or, comme P est inversible, PX décrit R" quand X décrit R", donc les (éventuels) extrema de f sont ceux de g
(attention : pas atteint au méme endroit a priori).

Cherchons alors les éventuels extrema de g. Soient X, e R" et HeR". Ona:
g(X,+H)=C" (X, +H)+(X,+H) D(X,+H)
=C"T X, +C"H +X,"DX,+ X,'DH +H'DX,+H DH
=g(X,)+C"H+X,'DH +H DX, +H'DH
Or, 'HDX, est un scalaire, donc H'DX, =(H'DX,)" =(DX,)"H et:
g(X, +H)=9(X,)+C"H+X,'DH +(DX,)"H + H'DH
=g(Xo)+(C™+X,"D+(DX,)")H + H DH
=g(X,)+E"H+HTDH

avec E=(C" + XOTD+(DXO)T)T =C'+D"X,+DX,=C"+2DX, (car D est diagonale donc D" = D).

Sionnote : R" >R ; H—E'H+HTDH, g admet un extremum (local ou global) en X, si et seulement si
I’application ¢ admet un extremum (local ou global) en (0, ..., 0).
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Sionpose E=(a,...,a,),onapourtout H=(h,..,h)eR":
o(H)=o¢(,..,h)=E"H+H'DH =ah +..+a h +Ah*+..+A hZ.

Ainsi, ¢ est polynomiale, donc de classe C* sur R" avec pour tout (h,...,h )eR" ettout ke 1n
¢
aT(hl, ey hn) = ak +2}\’khk .

Pour que ¢ admette un extremum en (0, ..., 0), il faut au moins que (0, ..., 0) soit un point critique, c’est-a-dire

que ST(P(O,...,O):ak =0 pourtout ke 1,n ,doncque E=0.
3

Dans ce cas, ona ¢(h,,...,h)=1h*+..+1 h? ets’il existe k,( e L,n telsque k=, A, >0 et A, <0, alors
pour tous h ,h, e R",ona:
¢(0,...,0,h,0,..,00=1h>>0=0¢(0,..., 0)
9(0,...,0,h,,0,...,0)=21,h? <0=¢(0, ..., 0)
Donc, ¢ n’admet pas d’extremum en (0, ..., 0) .
Par contre, si tous les A, sont positifs (resp. négatifs), alors pour tout (h,...,h)eR" :
oh,...,h)=1h*+..+1 h*>0=¢(0,..,0) (resp. <0=¢(0,...,0))
et ¢ admet ¢(0, ..., 0) =0 pour minimum (resp. maximum) global.

Ainsi, ¢ présente un extremum (global) sur R" en (0,..,0) si et seulement si E=C'+2DX,=0 et
Sp(S)cR_ ou Sp(S)cR,. Alors, g présente un extremum (global) sur R" en X, si et seulement si
E=C'+2DX, =0 et Sp(S)cR_ ou Sp(S) <R, . Etdonc, comme f(PX,)=g(X,), f présente un extremum
(global) sur R" en X, =PX, sietseulementsi E=C'+2DX,=0 et Sp(S)cR_ou Sp(S)cR,.

Enfin,ona:
E=C'+2DX,=0 < PTC+2DXO=O < C=S(-2PX,)=S(-2X,).

Cette dernicre relation n’est possible que si CelmS, et, dans ce cas, il existe toujours X, e R" tel que
C =S(-2X,) . Finalement :

f présente un extremum sur R" si et seulement si C eImS et Sp(S)cR_ou Sp(S) R, .

Et dans ce cas, I’extremum est global.

Exercice 21

2 2

X"+y

La fonction g:(X,y)— f( ] est de classe C? sur (R})*> comme composée de la fonction

2 2

X * - * - *
“Y_ declasse C2 sur (R’.)? etaimages dans R’ par f qui est de classe C? sur R’,.

(X% y)
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Pour tout (x,y) e (R’)*,ona:

Donc :

2 2 2 2 2 2 5 )
ag(xy)+ g(Xy) {2 2X3]f(x ty j+ [QJ +[_X_2+1j f..[x +yj
yo y y y y
2 2 2 2 2 2 2 ) )
S Ja f'(x il j+ (X—zj 22X 4 f"[x Y j
y y y y y
2 2 2 2
LD f,(x +y j+ x+yj {
2y? 2 )
Xy {zf.(x +yJ X2+ y?2 f"[x Iy ﬂ
y y y y
o’y  0°g _ _ .
Donc, g est solution de o =0 si et seulement si pour tout (x,y) € (R")? :
X

2\ 2 2\ 2 2 \2 2\ 2 2 2 2 2 2\ 2
X+3y 2f,(x +Yy j_'_x +Yy f"£X +y] 0 o 2f,(x +Yy j+x +Yy f"[x +Yy Jzo
y y y y y y y

X +y? X . .
=—+y décrit [y,+oo[ quand x décrit R’,, donc quand (x,y) décrit (R)?,
y y

2 2
t=2 ;y décrit | J . [y, +o[ =R}

Or, a yeR’ fixé,

o’y 09
Alors, g est solution de —2+W =0 si et seulement si pour tout t e R,
X

2f't)+tf"(t)=0.
Autrement dit, si et seulement si ' est solution sur R” de (E): y'+%y:0.

Or, les solutions de cette équation différentielle lineaire, homogene et d’ordre 1 sont les fonctions de la forme

k i a
t > ke 2™ =7 avec ke R, etsi f' estde cette forme, alors f :t H?+b avec (a,b) e R?.

: , o’y 0° . . .
Finalement, g est solution de —g+—g =0 si et seulement si f a la forme ci-dessus, donc :

. , : a
Les fonctions f recherchées sont les fonctions de la forme t+— ?+ b avec (a,b) e R”.




