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Corriges des TD du chapitre 6

Exercice 1

1) Avec la formule de Grassmann, on a :
dim(F +G+H)=dim(F +G)+dimH —dim((F+G)nH).

Or:
FcF+G = FnHc(F+G)nH
FAH+GnHc(F+G)nH.
GcF+G = GNnHc(F+G)nH
Donc:
dim(FAH+GnH)<dim((F+G)nH).
Alors :

dim(F+G+H)>dim(F +G)+dimH —dim(F"H+GNH).
En utilisant & nouveau la formule de Grassmann pour évaluer dim(F +G) et dim(FmH +GmH), et avec
(FAH)N(GNH)=F~NGnH), onobtient :
dim(F +G)=dimF +dimG —dim(F nG)
dim(FAH+GnH)=dim(FH)+dim(GNH)-dim(FNGNH)

D’ou:

dim(F +G +H) <dimF +dimG +dimH —dim(F AG) —dim(F ~H)—dim(G ~H) +dim(F AnG A H)

2) Onapar hypothese F=(FNG)®F'et G=(FNG)DG".
Alors, FNG'c(FNG)NG'={0} etdonc F NG'={0}. D’ou:
F+G'=F®G'=(FNG)®F'®G".

Lasommede FG, F'et G' estdirecte.
De plus,ona:

F+G=((FNG)®F)+((FNG)®G')=F'+(FNG)+(FNG)+G'=(FNG)+F'+G".

Et on vient de voir que la somme est directe, donc :

F+G=(FNG)®F'®G'

3) Soient H,, H,,..., H,, des hyperplans de E (tous de dimension n—1) Ona:
dim(H,nH,)=dimH, +dimH, —dim(H, + H,) =2(n-1) —dim(H, + H,) .
Or, dim(H,+H,)<n, donc:
dm(H,"H,)>2(n-1)—-n=n-2.
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Montrons alors par récurrence finie que pour tout ke 2,n-1 , dim(H,~n...nH,)>n-k.

On vient de voir que cela est vrai pour k =2. Supposons 1’inégalité vraie pour ke 2,n—2 (s’il y en a, c’est-
a-dire quand n>4). On alors :

dim(H,n..nH "H, ) =dim(H,n..nH)+dimH,, —dim((H,n...AnH)+H,.,).

Et:
dim(H,n..nH,)>n-k (par hypothése de récurrence)
dimH,,,=n-1
dim((H,n..nH)+H,.,)<n

Donc:

dm(H,n..nH NH, ;) =n-k+n-1-n=n—-(k+1).
Et ainsi, la propriété est vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ke 2,n—1 et en particulier pour
k =n-1, ce qui donne :
dm(H,n..nH_ ,)=>n—-(n-1)=1.

Ainsi, H,n...nH, , estde dimension au moins 1, donc :

L’intersection H, m...~H_, n’est pas réduite a {0}.

Exercice 2

Comme f et g sont linéaires et vérifient f>=g*=id., ce sont des symétries de E. Elles sont donc bijectives
entre autres (et méme involutives).

Si F=ker(f—id.) et G=Kker(f +id;), fest lasymétrie par rapport a F, parallelementaGet E=F ®G.
Soit xe F. Ona f(x)=x,donc g(f(x))=g(x) etavec gf =— fg,ona f(g(x))=—g(x), donc g(x)G.
Ainsi: g(F) cG.

On prouve de la méme fagon que g(G) — F etdonc g*(G) — g(F), soit (avec g*> =id.): G c g(F).

Finalement :
g(F)=G.
Or, g est bijective, donc dimg(F)=dimF, ce qui nous donne :
dimF =dimG.

Comme E=F®G, ona dimF+dimG =n et en notant p la dimension commune de F et G, on obtient :
n=2p.

Donc:

n est pair.
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Soit maintenant (e, e,,...,e,) une base de F.
Comme g(F) =G avec g bijective, (g(el), a(e,),..., g(ep)) est une base de G.

Posons pour tout ke 1,p , g(g) =€, et B=(g,,...€,,9(&),-.9(e,)) = (&, ...€,.e &).

' TP ¥p+lrtttr ¥2p
Comme E=F®G, B estune base de E et, pour tout ke 1, p

e g eF donc f(e)=¢ et g(e)=e,, ;

e e, eGdonc f(e,)=—¢,, et g(e,)=0°()=¢.

Ainsi :

. . I,

Les matrices de f et g sont respectivement 0 b | = | dans la base B .
P
Exercice 3
1) Ona:
(f noninjective) & (ker f #{0})

Et:

(f=0ou f estundiviseur de zéro a gauche) << (llexiste ge L(E) telque g=0 et fg=0)
& (Il existe g e L(E) tel que Img #{0} et Img cker f)
Il est alors immédiat que s’il existe g € L(E) tel que Img ={0} et Img c ker f , alors ker f ={0}.

Reciproquement, si ker f ={0}, alors si p est un projecteur sur ker f, parallelement a un supplémentaire
quelconque de ker f ,ona p=0 et fp=0.

Ainsi, on a bien :

(f noninjective) & (f =0 ou f estun diviseur de zéro a gauche).

2) Ona:
(f nonsurjective) & (Imf #E)
Et:

(f=0ou f estundiviseur de zéro adroite) < (Il existe g e L(E) tel que g =0 et gf =0)
& (llexiste ge L(E) tel que kerg #E et Imf —kerg)
Il est alors immédiat que s’il existe g € L(E) tel que kerg=E et Imf —kerg,alors Imf #E.

Réciproquement, si Im f = E, alors si p est un projecteur sur un supplémentaire quelconque de Im f (qui n’est
pas réduit a {0}) et parallelementa Imf ,ona p=0 et pf =0.

Ainsi, on a bien :

(f nonsurjective) & (f =0 ou f estun diviseur de zéro a droite).
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Exercice 4

1) Ona P=PP,=PR,R,donc P(f)=R(f)R,(f)=PF,(f)P(f)=uv=vu etcomme P(f)=0, onabien:

uv=wu=0

Si uv=0, alors Imv c keru et en passant aux dimensions, on obtient avec le théoréme du rang :
rg (v) <dim(keru) < n-—dim(kerv)<dim(keru).

Soit ;

dim(keru)-+dim(kerv)>n

2) On a admis le théoréme de Bézout pour les polyndmes, donc il existe (U,V) e K[X]? tel que UP, +VP, =1.
Ceci se traduit par :
U(F)R(F)+V(F)R(f)=U(fu+V(f)v=id..
Donc pour tout xe E :
x=U(f)(u(x))+V(f)(v(x)).
Si xekerunkerv, ona u(x)=v(x)=0 et donc:
x=U(f)(0)+V(f)(0)=0.

Ainsi :

keru nkerv ={0}

Onaalors:
keru+kerv=keru®kervc E.

Donc, dim(keru@®kerv)=dim(keru)+dim(kerv)<n. Avec dim(keru)+dim(kerv)>n obtenu plus haut,
on obtient :

dim(keru®kerv)=dim(keru)+dim(kerv)=n.
Et donc :

E=keru®kerv

3) Comme u=PR/(f) estun polyndme en f, u et f commutent. Alors, pour tout x e keru,ona:
u(f(x))=f(ux)=f0)=0 = f(x)ekeru.

Ainsi, f(keru)ckeru, donc:

keru est stable par f.
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Notons f, ’endomorphisme induit par f sur keru, soit f, :keru —keru; x— f(X).

Pour tout x ekeru, ona B(f,)(x)=P,(f)(x)=u(x)=0. Donc, B(f,)=0 etainsi:

P, est un polynéme annulateur de I’endomorphisme induit par f sur keru.

4) Soient (e, e,,..,,) une base de keru et (e,,,,e e,) une base de kerv.

p+217t

Comme E =keru@kerv, la famille B=(g,,...,€,,e,.,,...., ) est une base de E.

p
Comme Kkeru est stable par f, pour tout je 1,p , f(e;)ekeru donc f(ej):Zai’jei.
i=1

Or, u et v jouent le méme réle, donc on prouve comme plus haut que kerv est stable par f, et donc, pour tout

je p+Ln, f(e)ekervdonc f(e)=> a e .

i=p+1

Posons A= (& ;). j<p € M (K) et B=(a ;) ,,1i. j<n €M, ,(K), 0naalors:

Ona A=M (f,) et R(f,)=0,donc B(A)=0,.On prouve de méme que P,(B)=0, , etainsi:

2 500€p)

A0
Il existe une base B de E dans laquelle MB(f):(dé“é] ouAetB

sont des matrices carrées telles que B(A)=0, et P,(B)=0,_,.

5) Comme on vient de le prouver pour r =2, tentons de généraliser par récurrence le fait que si P(f)=0 ou
P=PP,..P. avec r>2 etou les P. sont des polyndmes non nuls de K[X] deux a deux sans racine commune
(réelle ou complexe), alors on peut trouver une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs.

Supposons la propriété vraieaunrang r > 2.
Soit f € L(E) tel que P(f)=0 avec P=RP,...P.P.,ou les P. sont des polyndmes non nuls de K[X] deux a
deux sans racine commune (réelle ou complexe).

Posons Q =RP,...P.. Les racines réelles ou complexes de Q sont celles des P, pour ie 1r , donc ne sont pas
racines de P,

.1 (qui n’a de racine commune avec aucun des autres P,). Onade plus P=QP,,,.

On peut donc utiliser le résultat que 1’on vient de prouver : il existe deux matrices carrées A et B, et une base
B:(el,...,ep,ep+l,...,en) de E telle que (e,e,,...,e,) une base de kerQ(f) et (e,,,,€,,,,--,€,) une base de
ker P, (f) etdans laquelle :

De plus, Q=PP,...P. est un polynéme annulateur de I’endomorphisme induit par f sur kerQ(f) et A est la
matrice de cet endomorphisme dans la base (g, e,,....e,) de kerQ(f).
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On peut donc utiliser I'hypothése de récurrence : il existe une base (f}, f,,..., f)) de kerQ(f) dans laquelle la
matrice de I’endomorphisme induit par f sur ker Q(f) est diagonale par blocs.

La matrice de f dans la base (f,f,,...,f e ,.€,.,,.,€) sera alors elle aussi diagonale par bloc, donc la
propriété est vraie au rang r +1.
La propriété est donc initialisée et héréditaire donc vraie pour tout r > 2, autrement dit :

Si P(f)=0 ou P=RP,...P. avec r>2 et ou les P. sont des polyndmes non
nuls de K[X] deux a deux sans racine commune (réelle ou complexe), alors on

peut trouver une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs.

Exercice 5

. . . - 1 .. . g
Remarquons que si A est une matrice nilpotente, la somme Zﬁ A est finie, donc exp(A) est bien définie.

1) Soient p et g les indices de nilpotence respectifs de A et B. On a donc pour tout entier k> p, A“=0, et
pour tout entier k >q, B =0, . Alors, comme A et B commutent, on peut écrire :

(A+B)P* :f(p+qukBp+qk :Zp:(erq]Akquk_'_ pZH:] (p—i_qukBerqk.
0k =k Sl k
Or:

e pourtout ke 0,p ,ona p+q-k=>q,donc B**"*=0_;

n

e pourtout ke p+1p+q ,ona A“=0,.

Ainsi, dans la somme précédente, tous les termes sont nuls, donc (A+B)"* =0, , ce qui prouve que :

A+ B est nilpotente.

Onaalors:

eXp(A)XeXp(B):[Z.o j [JrZw Bjj ii j:ii '(k—l)l

|OJO|IJI
Zki[z[ ]A'Bk j f—(ms) =exp(A+B)

Et comme A+B =B+ A, ona exp(B)xexp(A) =exp(B+ A) =exp(A+ B) =exp(A) xexp(B) et ainsi :

exp(A+ B) =exp(A) xexp(B) = exp(B) xexp(A)

2) Remarquons que 0, est nilpotente et exp(0,) :Z%Onk =1 +Z%O “=1_.Alors:
k=0 K- :

n
k=1

exp(A) xexp(— A) =exp(— A) xexp(A) =exp(A—A)=exp(0,) =1, .
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Donc :

exp(A) est inversible, d’inverse exp(— A) .

Exercice 6

Commencons par traiter le cas ou a=0. La relation devient tr (M)A =B et il existe une matrice M vérifiant
cela si et seulement si B =2A. Dans ce cas, toute matrice M de trace A convient.

On suppose maintenant que a = 0. S’il existe M € M, (K) telle que aM +tr (M)A=B, alors :
tr(aM +tr (M)A)=tr(B) < atr(M)+tr(M)xtr(A)=tr(B) < (a+tr(A))tr(M)=tr(B).

Plusieurs cas se présentent alors.
tr (B)
a+tr(A)

M =1[B——tr(5) AJ.
a a+tr(A)

On montre facilement que cette matrice vérifie bien la relation voulue.

e Sia+tr(A)=0,alors tr(M)=

e Sia+tr(A)=0 et tr(B)=0,alors M ZE(B—XA) convient pour tout A e K.
a

En effet, avec a=—tr(A) et tr(B)=0, onapour tout L eK :

a[l(B—kA)}HrF(tr (B) —Atr (A))} A=B —XA+1(tr (B)—Atr(A))A=B-2A+1A=B.
a a a
e Sia+tr(A)=0 et tr(B)=0,iln’yaalors pas de solution.
Finalement :
Il existe M e M (K) telle que aM +tr (M)A=B quand :

e a=0etB=AA(LeK);

e ouax0eta+tr(A)=0;

e oua=0,a+tr(A)=0ettr(B)=0.
Exercice 7
Posons f=>"g.

geG

Pour tout g, € G, soit I’application yv:G —G; g — ¢,9 . Cette application est bien a images dans G car G est
sable par composition et bijective de réciproque g~ g, g car g, est bijectiveet g, €G.

Onadonc y(G)={g,9,9€G}=G et:

0 f=0,0.9=Y.9,9= > g=>g=f.

geG geG gey(G) geG

On adonc pour tout g e G, gf = f,donc:

Ygf=>f (Zgjf:rf o fi=rf,

geG geG geG
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. . 1 L
Comme G est non vide,ona r=0 etsionpose p==1f, pestlinéaire et :
r
1
p2 = — f 2 = —2 rf =
r
Donc, p est un projecteur de Eeton a:

rg(p):tr(p)%tr(f)=%tr(29}=%2tr(g).

geG geG

1) Si Ztr(g) =0, on a immeédiatement rg(p) =0, ce qui implique que p=0 et donc que :

geG

f=>g=0

geG

2) Remarquons déja que pour tout xe F, ona g(x)=x pour tout g eG, donc :

1 1 1 1
PO==F(X)=-3g(x) == x="rx=x.
r rQEG rgeG r
Ainsi, p(x)=x, donc xeIm p. Ceci prouve que :
Fclmp.

Soit maintenant xeIm p. Ona p(x) =X, soit x:lf(x).
r
Soit g €G. On avu plus haut que gf = f , donc:
1 1
g(X)=Fgf(X)=Ff(X)= p(X) =x.

Ainsi, g(x)=x pourtout g €G, donc x € F. Ceci prouve que :

ImpckF.

Finalement,ona F =Imp et donc :

F est bien un sous-espace de E de dimension rg(p) = 1Ztr (9).
geG

Exercice 8

1) a. Pourtout ge L(E),ona kergcker fog et Imgof clmg.
Alors, pour tout ke N, sionprend g=f*,ona ker f*ckerfof et Imf¥of < Imf*, soit:

ker f¥ —ker f* et Imf**=ImfX.

Ainsi :

(ker ) et (Im fk)k . sont respectivement croissante et décroissante pour I’inclusion.

keN €
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b. Supposons que pour peN,ona ImfP =Im f ™",
Montrons alors par récurrence sur k que pour tout entier k> p, Imf*=Imf°,
Pour k = p, c’est immédiat.
Supposons la propriété vraieaun rang k> p.Onaalors :
Im £ = £X4(E) = f (f*(E))=f (Im f*) = f(ImfP)=f(fP(E))=f"*(E)=Imf>*=ImfP.
Donc, la propriété est vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héreditaire, donc vraie pour tout entier k > p, soit :

Si ImfP=ImfP" alors Imf*=1Im f" pour tout entier k> p.

c. Supposons que pour pe N, ona ker f? =ker f°*,

Soitun entier k> p.

On a toujours ker f* — ker f*** (car lasuite (ker f*) _est croissante pour 'inclusion) et si x € ker f'** :

ke

f k+l(X) - f k—p+p+1(x) = f p+l( f k—p(x)) -0.
Donc, f*P(x)eker f*" =ker f? d’ou:
fP(FP(x))=f*(x)=0.

Donc, x e ker ¥ et ainsi, ker f** —ker f¥.

Ainsi, ker f** =ker f* pour tout entier k > p, donc la suite (ker fk)k , &st constante pour I’inclusion a partir

€

du rang p, soit :

Si ker f? =ker f ", alors ker f* =ker f ” pour tout entier k > p.

d. On veut prouver que f(N)cN et f(I)clI.
Soit xe N =Uk€Nker f¥. Il existe ac N tel que x € ker 2.
Or, ker f* cker f**, donc x eker f**, soit f**(x)=f*(f(x))=0,donc f(x)eker f*=N.

Ainsi, pour tout xe N, f(x)e N, soit:

f(N)c N

Soit xe I =(") LImf“. Ona xelmf* pourtout keN.

ke

Alors, f(x)ef(lmfk):lmfk+l pour tout keN, soit f(x)elmf* pour tout keN". Enfin, comme
f(x)eImf°®=Imid. =E,ona f(x)elmf* pourtout keN,donc f(x)el.

Ainsi, pour tout xel, f(x)el, soit:

f()cl
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2) a. Lasuite (Im fk)k , est décroissante pour ’inclusion, donc pour tout k e N, Im f** — Im f¥.

€

Ceci implique que pour tout keN, rg(f*)<rg(f*?). La suite (rg(fk))k . est donc une suite d’entier

décroissante : elle est stationnaire. Ceci veut dire qu’il existe un entier naturel p tel que rg (f*)=rg(f ") pour
tout entier k > p etsi p=0, rg(f°)<rg(f"™).

Alors, si p=0,ona Imf®=ImfP" et, comme pour tout entier k>p, Imf*cImfP, I’égalité des rangs
implique Im f*=1Imf°.

Ainsi :

Il existe peN tel que ImfP=ImfP*si p=0 et Imf*=Im fP pour tout entier k>p.

b. Avec la croissance de (ker fX )k , pour I’inclusion et le théoréme du rang, on a pour tout entier k > p :

rg(f“)=rg(f?) = n-rg(f*)Y=n-rg(f?) = dim(ker f*)=dim(ker f°"

g(f*)=rg(f") g(f") g(f") (ker £*)=dim/(ker f°) L ver £ ker £°
ker f? —ker f*

Etsi p=0 :

rg(fP)<rg(f**) = dim(ker f?)=n—rg(f*)>n-rg(f**)=dim(ker f**) = ker f"=ker f*".

Ainsi, on a bien :

ker P =ker f " si p=0 et ker f* =ker f° pour tout entier k> p.

c. Si p=0,alors p<n.Onsuppose que p>1.
Supposons qu’il existe ke 0, p—1 tel que Im f** =Imf*.

Alors, d’aprés la question 1b, on a Im f**=Im f* =Im f* pour tout entier K>k et en particulier pour
K = p—1, on obtient Im f° =Im f ", qui est contradictoire. Donc, pour tout ke 0, p—1 , Im f** =Im ¥,

Commeona Imf** < Im f*, on en déduit que pour tout ke 0,p—1 , rg(f ") <rg(f").
De plus, Im f® =1Imid_ =E, donc rg (f°)=n etainsi,ona:

0<rg(f?)<rg(f"M<..<rg(f)<rg(f)<n
Alors :

{rg(f).,rg(f?),...1g(f")}< On-1 = Card({rg(f),rg(fz),...,rg(f")})sCard(0,n—1)=n.
Enfin, comme les rg (f*) sont distincts deux a deux quand ke 1L,n ,ona:

Card({rg (), rg(f?),..., rg(f")})=p.

Et ainsi :

p<n
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d. Ona:

e kerf¥=kerfPetImf“=ImfP pourtoutentier k> p, donc:
. kerf¥=kerf? et () Imf<=Imf°.
k>p k=p
o kerf¥ckerf®etImf?cImf¥ pourtoutentier ke 0,p donc:
U, kerf“=kerf? et (] _ _Imfl=Imf®.
0<k<p 0<k<p

Alors, on a bien :

N=kerfPetl=ImfP".

Soit xeker fP"ImfP.Ona f°(x)=0 etil existe z<E tel que x=f"(z), alors:

fP)=0 = fP(fP(2))=f"(2)=0 = zekerf®=kerf’ = f’(z)=0 = x=0.

Ainsi :
ker f?* nIm f P ={0}.
Onadonc ker f? +ImfP =ker f*@Im " c E et d’aprés le théoréme du rang :
dim(ker f*@1Im f*)=dim(ker f°)+dim(Im f°)=n=dimE.

Donc :

E=kerf"®Imf®

e. Onavu que pour tout ke N, Im f** < Imf*. Or, Im fk“:f(lm f"), donc Im f* est stable par f.
Appelons f, I’endomorphisme induit par f sur Imf*. Ona:
Im f, = f(Im£*)=1Im £** et ker f, ={xelmf* f(x)=0}=Imf*kerf.
Le théoréme du rang appliqué a f, donne alors :
dim(Im f, )+dim(ker f,)=dim(Imf*) < rg(f*)—rg(f*")=dim(Im f* ~ker f).
Or, pour tout ke N, Im f** < Im f¥, donc Im f** ~ker f cIm f* ~ker f et:
dim(Im f** ~ker f)<dim(Im f* ~ker f ).

Ceci prouve que :

La suite (rg(f*)—rg(f k+1))k , est décroissante.

Par ailleurs, onavu que 0<rg(f?)<rg(f* " <..<rg(f?)<rg(f)<n.

Ceci entraine que pour tout ke 0,p—1, rg(f*)—rg(f**)>0, et comme rg(f*)—rg(f*") est entier, on

obtient rg(f*)—rg(f**)>1.
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Ainsi :

La suite (rg(f*)—rg(f k+1))k , estminorée par 1 jusqu’au rang p—1.

On aalors pour tout ke 0,p—1 etpourtoutie 0k
1<rg(f')-rg(f"™)<rg(f°)-rg(f')=rg(ide)-rg(f)=n-rg(f).
Eten sommantde i=1 a i =k, on obtient pour tout ke 1, p—1 (quand p>2):

ZlSZ[rg(fl)_rg(fHl)ilgz[n_rg(f)]

Soit par télescopage, pour tout ke 1, p—1 (quand p>2):

k<rg(f)—rg(f“") <k[n-rg(f)]

3) a. Comme a, I’indice de nilpotence de f, est le plus petit entier naturel non nul o tel que f*=0, on a
f*'20et Imf** 2{0}=Imf°.

De plus, pour tout entier k>, f¥=f“*f*=0.

Ainsi, on a Imf*=Imf*" et pour tout entier k>a, Imf*=Imf“={0}. D’aprés la question 2, a=p,
autrement dit :

L’indice de nilpotence de f est p.

b. Onavuque o= p<n.Or, pour tout entier k >a., f*=0. En particulier pour k=n :

f"=0

c. Comme Im fP™* =Im fP ={0}, Im f P contient un vecteur non nul, autrement dit :

Il existe un vecteur x € E tel que f°*(x)=0.

Soit (Ag, Ay, -y 2y ) €K tel que
AoX+A f () +.. 42, FPH(x)=0 (2).
Rappelons que pour tout entier k> p>1, f*(x)=0.
Supposons qu’il existe un ou plusieurs A, non nul(s). Notons A celui de plus petit indice avec me 0, p-1 .
Onadonc A, #0 et A, =0 pour tout entier ke 0,m-1 (s’il y a lieu), et (1) se récrit :

Do 00 + 20 F ™00+, FPE(X) =0.

m+1
En appliquant f"™*™ on obtient, avec f°(x)=...= f*®9™(x)=0 :

Do FPHO) + Ry P () +oat 2L FOI () =0 & A, TPH(x)=0.

m+1
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Or, fP*(x)=#0,donc A_fP"*(x)=0 implique A =0, ce qui est absurde.

Ainsi, tous les A, sont nuls et donc :

La famille (x, f(x), f*(x),..., f**(x)) est libre.

d. Posons e = f"™*(x) pourtout ke 1L,n .Onaalors:

B=(, .. €,4,8)=(F""(x), F"2(x),..., F(x), ).

D’apres la question précédente, si p =n, cette famille est libre et comme elle contient n vecteurs d’un espace
de dimension n, ¢’est une base.

Enfin,ona f(e)=f(f""(x))=f"(x)=0etpourtout ke 2,n , f(g)="f(f"*(x))=f"*"(x)=¢e,,.

Ainsi :

La matrice de f dans la base B est

4) Notons f, (resp. f,)’endomorphisme induit par f sur N (resp. sur ).

On a vu dans la question 2.d que N =ker fP".

Alors, pour tout xe N =ker f?, ona f,°(x)=f°?(x)=0, donc f,° =0 etainsi:

fy estnilpotent.

On a vu aussi dans la question 2.d que |1 =Im f?. Alors :

f()=fM)=F(Imf")=Imf**=imfP=1,

Ainsi, f (I)=1, donc ’endomorphisme f, est surjectif et, comme on est en dimension finie, il est bijectif,
soit :
f, e GL(I)
010
5) Supposons qu’il existe Ae M,(K) telleque A=/ 00 1 |.Onaalors:
000
001
A = 000|et A°=A'A"=0,.
000
Donc, A est nilpotente. Alors, d’aprés la question 3.b, ona A® =

Mais alors A* = A’A=0,A=0,, ce qui est absurde, donc :

0
Il n’existe pas de matrice Ae M, (K) telle que A* = (0
0

O O

o O
N
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A A A A A A A A A A AAA A A AAA A A A A A A A A A AMAA A A A A A A AAA A A AAA A A A A A A AAA A
AAA AAA A AAA A AAA AAA A A AAA A A AAA A AAA A A AAA A A AAA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

Exercice 9

1) Notons A=(a;), U I’endomorphisme de R" canoniquement associé a la matrice A et B, = (e, &,, ..., €,) la
base canonique de R".

Rappelons que toute matrice semblable a A est la matrice de u dans une certaine base de R". On cherche donc
une base de R" dans laquelle le premier coefficient diagonal de la matrice de u est nul.

Considérons deux cas.
e llexisteun ke 1,n telque a,, =0.

La matrice de u dans la base B =(e,,e,,..., € 4, €, €. -, €,) CONvient.
e Tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls.

o S’il existe ke 2,n tel que a,, #0, alors en posant ¢, =a,, —a,,¢, la famille B, =(¢,,¢,,...,€,)
est encore une base de R" et :

u(e,) =a,u(e)—a,u(e)
=a, [a,e+a,6+..+a,¢e |-a,[a,68+3,e+.+a,¢ ]
=(a,,8,; —a,,8,,)8 +...+(a,a,, —a,,,)e,
Donc, u(e,) € Vect(e,, ..., e,), donc la matrice de u dans la base B, convient.
o S’il existe k,k'e 1,n tels que k=k"' et a . =0, alors en se plagant dans la base B, définie plus
haut, on se raméne au cas précédent.
o Sipourtous k,k'e 1,n telsque k=k", alors A est diagonale.
On pose alors B, =(g,, €,, ..., €,) avec:

g =€+e,+..+¢ etpourtout ke 2,n , g =¢ —¢.

Ona:
Vect(B,) = Vect (g, €,, ..., €,) =Vect (e, —&, —...—&,, &5, ..., €,)

=Vect(ne, ¢,, ..., g,) =Vect(e, &,,..., €,)
=Vect(e, ¢, +€,..., €, +€)=Vect(e,e,,..,e,)=R"

Ainsi, B, est génératrice de R" et contient n=dimR" vecteurs, donc c’est une base de R".

De plus, comme A=diag(a,,,...,a,,) et Tr(A)=a,+a,,+..+a,,=0:

n n n n n n n
U(gl) = Zu(ek) = Zak,kek = al,lel+zak,kek = (_ Zak,kjel—i_zak,kek = Zak,k (ek _el) = Zak,kgk :
k=1 k=1 k=2 k=2 k=2 k=2 k=2

Donc, la matrice de u dans la base B, convient.

Finalement, on trouve une base convenable dans tous les cas et ainsi :

A est semblable a une matrice dont le premier coefficient diagonal est nul.
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2) Prouvons par récurrence sur ne N~ que la matrice A est semblable a une matrice dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls.

e Pour n=1, A=(a)eM(R) et Tr(A)=a=0, donc I'unique coefficient diagonal de A est nul et la
propriété est vraie au rang n=1.

e Supposons la propriété vraie aunrang ne N™ et soit Ae M, , (R) telle que Tr (A)=0.
0 L
D’apres la question précédente, A est semblable a une matrice de la forme A'= (C Bj avec Le M, (R),
CeM, (R) et BeM, (R).Deplus, Tr(A)=0=Tr(A)=Tr(B).

On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence a B : il existe B'e M (R) dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls et Q e GL, (R) telles que B'=Q 'BQ.

. ¢ al B 1 0, P 1 0, 1 0,, 1 0, I g
n osant alors = S, on a L= L= = onc
p On,l Q On,l Q ! on,l QQ ! On,l In '

1 0
PeGL,,(R) avec P* :[ 1‘"] et:
1 0nv1 Q 1

e % 2% )
Q'c Q7BQ) (Q7C B

Comme tous les coefficients diagonaux de B' sont nuls, ceux de P"*A'P le sont aussi.

Ainsi, A', donc A, est semblable & une matrice dont le premier coefficient diagonal est nul et la propriété
est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, et ainsi, toute matrice de trace
nulle est semblable a une matrice dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.

Onaalors A=P 'DP ou tous les coefficients diagonaux de D sont nuls.

0 d1,2 dl,n
L d, 0 - :
On peut alors écrire D=| " . q =N, +N, avec:
. n-1,n
dn,l dn,n—l 0
0 d, - d, 0 0 .- 0
N_0 o . etN—d“O ’ :
PP T daa, S
0O --- 0 0 d, - d,,, O

Les matrices N, et N, étant triangulaires strictes, elles sont nilpotentes. Il en va de méme pour P*N,P et
P'N,P,et:
A=P'DP=P (N, +N,)P=P'N,P+P'N,P.

Ainsi :

A peut se décomposer en une somme de deux matrices nilpotentes.
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3) Ona Ae M,(R) eton veut :
A et — A semblables < Tr(A)=0.
(=) Si A et — A sont semblables, alors elles ont méme trace, donc :
Tr(A)=Tr(—A)=-Tr(A).
Ceci donne immédiatement :
Tr(A)=0.

(<) On suppose que Tr(A)=0.

, 0 A
D’aprés la question précédente, A est semblable & une matrice de la forme ( OJ et A et —A sont
9]

) (0 A 0 X
semblables si et seulement si et — le sont.
n 0 n 0

a b 0 A 0 A
On cherche donc P = (C dj e GL,(R) telle que Pl[ jP = —[ Oj , SOit :
9

0 H

AC=—pb
H AC=—ub

0 A 0 A 0 A)a b a b)0 A Ad =-2a
P=-P =— o & qA(a+d)=0

u 0 u 0 pn 0)lc d c dj\p O pa=-—pud
u(@a+d)=0

ub=-2xc

a i
Sionprend d=—a, b=X et c=—p,soit P :( aj , le systeme ci-dessus est Vérifié.
f— H f—
De plus, on alors det P =—a” +Au et pour avoir P e GL,(R), il suffit de prendre a® = Ap.
. . (0 A 0 A
Ainsi, on a trouvé P eGL,(R) telle que P P=-— 0 et donc :

p O u

A et — A sont semblables.

Finalement, on a bien :

A et — A sont semblables si et seulement si Tr (A) =0.

Exercice 10

On notera (E; ;). ;-, la base canonique de M, (R).

Rappelons que pour tous i, j,k,le Ln ,ona E,E =6, E  ou d, , estlesymbole de Kronecker.

1) Soit ¢ € L(M,(R),R). Pour toute M =(x ;) e M,(R),ona M = > x E ,etcomme ¢ est linéaire :

I<i, j<n

(M)_ Z X| j(P(EI J)_ Z X| J(p(El J) ZZ(P(E J)XIJ

I<i, j<n I<i, j<n j=1 i=1
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Or, pour toute A=(a;)eM,(R), on a Tr(AM)=ZZaj’ixLj donc, en posant a ; =¢(E;;) pour tous

=1 i=1

i,je Ln ,ona o(M)=Tr(AM).

Ainsi :

Il existe une unique A:((p(Ejvi))ej\/ln(IRi) telle que pour toute M € M, (R), (M) =Tr (AM).

2) Soit ¢ une éventuelle forme lineaire sur M, (R) telle que pour toutes M, N € M, (R), ¢(MN) =@(NM).

D’apres la question précédente, il existe une unique A=(a ;) € M, (R) telle que pour toute M € M, (R), on a
®(M) =Tr (AM). Alors, pour tous i, j,k, e Ln ,ona o(E,E, ;) =9(E, E ) et:

AEi,kE(,j :Sk,(AEi,j :Sk,((o Ci On,n—j)

n,j-1

ol C, estla i®™ colonne de A. Alors :

(p(Ei,kE(,j):Tr(AEi,kE(,j):Sk,(Tr(On,j—l G 0

i n,n—j

) =82,
De méme, o(E, ;E; ) =39, 3 ,,donc:
o(EE ;)=0(E E,) < d.,3;,=5 3,
Ceci est vrai pour tous i, j,k,le 1,n ,donc:
e pourtousi,je Ln telsquei=j, a;=93,3;;=9;8,=0;
e pourtous i,ke Ln, a;=38, ,a;=9,3, =3a,-

Ceci implique que A est une matrice scalaire : A=Al avec A eR.

Ainsi, si g e L(M,(R),R) vérifie (MN)=¢(NM) pour toutes M, N € M, (R), alors il existe L R tel que
@M —=>Tr(AM)=ATr(M), soit g=ATr.

Réciproquement, si ¢=ATr avec AeR, alors ¢ vérifie bien la propriété voulue (c’est du cours:
Tr(MN) =Tr(NM) pour toutes matrices M, N € M, (R)).

Finalement :

Les formes linéaires recherchées sont les ATr avec L eR.

Exercice 11 (Mines-Ponts)

1) On ue L(E) et u®=id_, soit :

P(u) = (u—id.)(u® +u+id.) = (U* +u+id.)(u—id.) =0.
avec P=X%—1=(X —1)(X2+X +1).
Ceci implique immédiatement que :

Im(u? +u+id.) c ker (u—id.) et Im(u—id.) c ker (u* +u+id.).
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De plus, si xeker(u—id.) ~ker (u? +u+id.), on a u(x)=x (donc u*(x)=u(x)=x) et u*(x)+u(x)+x=0,
d’ou:
1,2
X==(u"(x)+u(x)+x)=0.
5 (W00 +u() +x)
Ainsi :
ker (u—id.) Nker (u® +u+id.) ={0}.
Alors, avec Im(u—id.) — ker (u*+u+id.), on obtient immédiatement :
ker (u—id.) N Im(u—id.) ={0}
Et avec le théoréme du rang :
dim[ker (u—id) ® Im (u—id, )] =dimker (u—id) +rg (u—id) = dimE .
Ainsi :
ker (u—id.)®Im(u—id.) =E.

Enfin, Im(u—id.) < ker (u® +u+id_) donne :

E=ker(u—id.)®Im(u—id.) c ker (u—id.) ®ker (u* +u+id.) cE.
Donc :
ker (u—id.) ®ker (U* +u+id.)=E.
On en déduite alors que :
dimker (U* +u+id.) =dimE —ker (u—id.) =rg (u—id.).
Donc Im(u—id.) < ker (u*+u+id.) devient :

Im(u—id.) = ker (U? +u+id.).

On montre de méme que :

ker (u—id.) = Im(u? +u+id,).

C’est un exemple du théoreme de décomposition des noyaux (vu dans le cours, mais hors programme).

Par ailleurs, pour tout P € K[X], ker P(u) et ImP(u) sont sables par u.

2) Ici K=C.

Onaalors P=(X -1)(X — j)(X =) avec j=e*" et le polyndme P est scindé & racines simples, donc u est
diagonalisable et Sp(u) = {1, j,J}.

Les sous-espaces ker (u—id.), ker(u—jid.) et ker(u—jid.) sont supplémentaires et stables par u.

Comme, pour tout ae {1, j, j}, I’endomorphisme induit par u sur ker (u—aid.) est une homothétie, tout sous-
espace de ker(u—aid;) est stable par u.

De plus, pour tous a,b e {1, J, T} , ker(u—aid.)@ker(u—bid.) estaussi stable par u et il en va de méme pour
les sommes directes de sous-espaces de ker (u—id.), ker(u— jid.) et/ou ker(u—jid.).
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Reciproguement, soit un sous-espace F stable par u et notons U 1’endomorphisme de F induit par u. On a
G° =id. et donc comme plus haut :

ker (G—id.) ®ker (0 - jid,.) ®ker (G—TFid.)=F.

Or, pour tout ae{l, j,j} :
ker(G—aid.)=ker(u—aid.)nF.

Donc, ker (G—aid_) est un sous-espace de ker (u—aid;).
Ainsi, F est une somme directe de sous-espaces de ker (u—id.), ker(u— jid.) et/ou ker(u—7jid.).

Finalement :

Les sous-espaces stables par u sont les sous-espaces de la forme F @F, ®F;, ou F,F,, F
sont des sous-espaces de ker (u—id.), ker (u— jid.) et ker(u—jid.) respectivement.

3) Danslecasol K=R,ona ker(u—id.)®Im(u®+u+id.)=E.
Les sous-espaces ker (u—id.) et ker (u*+u+id_) sont stables par u.

Comme dans question précédente, tout sous-espace de ker(u—id:) est lui aussi stable par u, ainsi que tout
sous-espace de E de la forme F @ F, ou F, est un sous-espace de ker(u—id.) et F, est un sous-espace de
ker (U? +u+id_) stable par u.

Réciproquement, on montre comme plus haut que tout sous-espace de E stable par u est de la forme ci-dessus.

Reste a déterminer les sous-espaces de F =ker (u*+u-+id.) stables par u, autrement dit les sous-espaces de F
stables par v, I’endomorphisme induit par u sur F.

Ona Vv’ +v+id, =0.

Pour tout xeF non nul, la famille (x,v(x)) est libre car les seules valeurs propres possibles de v sont
complexes (j et j). De plus, v(x)eVect(xv(x)) (!) et v(v(x))=Vv*(x)=—Vv(x)—xe Vect(xv(x)), donc
Vect(x,v(x)) est un plan de F stable par v.

Tout sous-espace de F stable par v sera alors de la forme G = Vect(xl,v(xi),..., xp,v(xp)) avec dimG=2p.

En effet, tout sous-espace de cette forme est bien stable par v. Réciproguement, soit G un sous-espace de F
stable par v.

e L’endomorphisme W induit par v sur G vérifie w* +w+id, =0, donc P=X?+X +1=(X - j)(X —7) est
annulateur de w et Sp.(w) c{j,T}, donc si p et p' sont les multiplicités respectives de j et j dans le
polynéme caractéristique de w, on a :

1 RN} .
Tr(w)=pj+p'j =—§(p+ P )+I7(p— p)eR
donc p=p'et dimG=p+p'=2p.

e Alorssi p=1, il existe x, e G\{0} tel que G =Vect(x,V(x)).

Si p>1, il existe x, G tel que (x,,v(X),X,) est libre. Si (x,v(X),%,,V(x,)) est liée, alors il existe trois
réels a, b et c tels que :

V(X,) =ax, +bv(x)+cX,.



PSI* 20

Donc :
V3(x,) = av(x,) +bv?(x) +cv(x,)
& =X, —V(X,) =av(x)—bx, —bv(x)+cv(X,)
< (C+Dv(x,) =bx, +(b-a)v(x)—Xx,
Donc:

a(c+1)x, +b(c+Dv(x)+c(c+1)x, =bx, +(b—-a)yv(x)—x,.

Ceci donne entre autres ¢°+c+1=0 qui n’a pas de solution réelle. Donc, supposer la famille
(%, V(%,), %, V(X,)) liée mene & une absurdité, donc elle est libre.

Si p>2, on considére x, €G tel que (xl,v(xl), xz,v(xz),xs) est libre et on montre comme ci-dessus que
(X, V(%) %5, V(X,), X5, V(X;) ) est libre aussi.

En continuant ainsi, on aboutit & une famille libre (xi,v(xi), X5, V(X,), .y xp,v(xp)) qui contient 2p =dimG

vecteurs, donc a une base de G et ainsi, G = Vect(X,,V(X,),..., X, V(X,) ).

Finalement :

Les sous-espaces de E stables par u sont les sous-espaces de E de la forme
F,@F, ou F est un sous-espace de ker(u—id.) et F, est un sous-espace de

ker (u® +u-+id.) de laforme F, =Vect(x,v(x),... X,,V(x,)) avec dimF, =2p.




