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Corriges des TD du chapitre 5

Exercice 1

a. Pourtout neN ettout zeC :
o | i’ ]

~|(n?+1)2"

_ o ([2]Y
" Tnf+1l 2 )

z") , est bornée si et seulement si |z|<2, donc R=2 et pour |z|=2,

La suite ( a,

diverge grossiérement. Ainsi :

R=2 et Zanz” diverge sur le bord du disque de convergence.

At
n—+oo e

R=e et Zanz” diverge sur le bord du disque de convergence.

b. Pourtout neN ettout zeC :
3 chzn o
sh”n

Comme ci-dessus :

C. Pourtout neN ettout zeC,ona:

7"

Or, la suite (9|z|n) est bornée quand |z|<1, donc ( )
neN

" ) aussi.
neN

Remarquons que (a,),., est une suite de chiffres (entiers compris entre 0 et 9) qui ne converge pas vers 0, car

sinon, elle serait stationnaire sur 0 et /2 serait décimal, ce qui est faux. Donc, pour tout 6 R, la série
Zan (e")" diverge grossiérement et ainsi :

R=1et Zanz” diverge sur le bord du disque de convergence.

Pour mémoire : Pour tout ne N, a = E(lO”ﬁ)—lOE(lO’H\ﬁ).

d. Pourtout neN" :

e DTN (" 1\ B (D" 1 ( 1)
an—InL—\m ]In[[ﬁ—ﬁ )(H_n} }In(“ \Ej —2In 1+—rl :
Donc :

S I G A S (1j_}1_i+ O[ij (D1 D O[LJ
" dn 2n 3n\/_ nrve nJn n 2n® no+e\n’ Jnoono 3t nose(ntt )

Ainsi, |a | — et comme le rayon de convergence de z

n—+ow f
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- & &)
De plus, les séries » ~—= et
p Iyl ey
mais pas la série harmonique Zl, donc > a, diverge.
n
De plus, avec ce qui précede, on a immédiatement (-1)"a, -~ , donc Z( 1)"a, diverge.

n—+o0 f

Finalement :

R=1et Zanx” diverge sur le bord de I’intervalle de convergence.

e. Pour tout neN, la fonction x+> x®+nx—1 est continue sur R et strictement croissante de —co & + o0,
donc elle réalise une bijection de R dans R et s’annule une unique fois en a,. Comme elle vaut —1<0 en 0 et

n>0 enl,onadeplus, O<a, <1.Enfin:
3

1—
a’+na, -1=0 < n=—1017"

n

=9(a,).

3
. -x* 1 . . o \
La fonction g:x+— == —x* est continue sur ]0;1] et strictement décroissante de + o a 0, donc elle
X X

réalise une bijection de 10;1] dans R, . On a alors, pour tout neN, a_ =g~*(n).

D’aprés le théoréme de la bijection continue, g+ est continue sur R, et décroissante de 1 a 0, donc (a, ), est
décroissante, de limite nulle.

Comme a,°’+na,—1=0,0na na, =1-a°—1,donc a, ~1.
n

Ceci nous permet de conclure que :

o le rayon de convergence de la série entiére Zanx“ est R=1;

e lasérie > a, diverge.

: . : - 1 a’ 1
Enfin, pour tout neN", la relation a°+na,—1=0 peut se récrire a,==—--" et comme a, ~—, On a

n n n
1 1
an:n ol
-

converge et la série Z

1 .
a,’ ~=, soita,’ = L +o[ L j et ainsi
n n® n®

)

converge absolument :

(="
n

Alors, comme la série alternée >

e lasérie > (-1)"a, converge.

Finalement :

R=1et > ax" diverge pour x=1 et converge pour x=—1.
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f. Pour tout entier n>2 ettout xeR",ona:

D=1 o[22 I .

Donc, d’aprés la régle de d’Alembert, R=1.

n+l

a X

n+1

a,x"

Les séries Z(—l)” Inn et Zlnn divergent grossiérement, donc :

R=1et Zanxn diverge sur le bord de I’intervalle de convergence.

De plus, pour tout x e ]—1;1[ et toutentier N>2,0na:

N+1

(1- x)i ax"=(1- x)i(ln n)x" = i(ln n)x" —i(ln n)x"* = i(ln nx"—=> (In(n-1))x"

n=2
N N
=>[Inn=In(n-1)]x" +(In N)x"** = Zln(l—ljx” +(InN)xN*
n=2 n=2 n
Soit, pour tout x € ]—1;1] et tout entier N >2 :
N N N+1
Zanx”:_iz |n(1_ ] M
n=1 1_X n=2 1_X

N+1

Comme (InN)x™™ —0 quand N — + oo, on obtient, pour tout xe]-1;1] :

f(x) :—ﬁiln(l—ljx”

n

Onaln(l—ij:—l—iJr 0 (%j,doncsi bn:—ln(l—lj—i,onabn ~ iz
n n 2n* nsee\n n/ n N+ 20

Et, pour tout xe]-1;1] :

1 &(1
f(x)=— b X"
(0=1= (nmj

+ 00

On a vu dans le cours que pour tout x e ]-1;1[, ZE x"=-In(l-x), donc:
n=1 N

f(x)_—{z X +be} { In(L—x)— x+sz}

+ 00 + 00

Comme b, ~ L ,lasérie Y b x" converge normalement sur [-1;1] et donc I|m Zb x" =Y b, estfinie.

n—+ow n n—2

Enfin, comme lim [~In(1-x)]=+o0,0na —In(1l-x)— X+ZbX ~7—In(1—x),d’01‘1:

X—1" n—2

9 -~
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Exercice 2

1) a. Ona a, ~n’ donc :

Pour tout xe]-1;1] :

3
Zanx"=2n+—m " Z[n —n+2+—j

n>0 n>0 n +1 n>0

Et pour tout x €]-1;1[\{0} :

dYax'=>n

=> n’x"

n>0

X" —an” +22xn

n>0

Z_

n=0 n=0 n=0 n=0 Xz n
Ona:
I R X 2on X(X+1) X"
2 EY e & T &
On obtient, pour tout x € ]-1;1[\{0} :
h X(x+1) X 2 In(1—-x)
Zanx = 3 2 -
"0 d-x7 (@-x)° 1-x X
2
b. Ona h:M—w,ona:
a, (n+1
R=+w
Pour tout xe R :
(n+1) n(n-)+3n+1 , X"
Dax =) ==X =) ) DML Y
n>0 n>0 n>0 n: n=2 (n 2) n>1 (n 1) n>0n
Donc :
> ax"=(x*+3x+1)e*
n>0
1
c. Onaa,~—,donc:
n
R=1
Pour tout xe]-1;1] :
n 1 n n 1 n
X" = X'=Q —=X+ —x".
; gn—( 1) < n-1 Z n+1

n pair

n>0

n impair

n=0

In(1—x).

Z—+3XZ—+

nso N!

~ n+1

n=0

n>0 n!’
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Alors, pour tout x € ]—1;1[\{0} :

D ax" ——1+x2—x L P ! =-1+x ), —+ Z—

n>0 n>1 n-— X n>0 n +l n>0 n>1 n
n pair n impair n impair n pair
——11x ¥ _+xz__xz X,z z LN xz_{__x] >
n>0 n>1 n n>1 n n>1 n n>1 n X n>1 n
n impair n pair n pair n pair n pair
1 X
—1+XZ—+(——X —1+x2— = ——x ( )
n>1 n X n>1 2n n>1 n n>1

Et avec ZX— =—In(1-x), on obtient, pour tout x e ]—1;1[\{0} :

n=1

> ax :—1—xln(1—x)—%(§—len(l— x?)

n>0

522040, ona:
n+1

a_ X"

n+1

a,x"

d. Ona

N o

Pour tout x e —il ,ona:
4’4

@+4x) F' () -2 (x) =(1+4%)D_na x"*=2) a x"=> (n+1)a, X" +2> (2n-1)a x"

n>1 n>0 n>0 n>0

-+ TH 1)n+1(2n+12j +23 (2n- 1); 1_)1( jx”

e 2n+1 ~

B (=)™ (2n+2)(2n+1)(2n (-1 0
‘nzi(””) 2n+1 (n+1)? (nj 2(2n 1)2 —1( HX

Donc, on a bien pour tout XE}—E;E[ :
4 4
@+4x)f'(x)—-2f(x)=0.

Ainsi, f est solution sur } - [ de I’équation différentielle :

J>||—\
-hll—\

2
E):y'———y=0
(E):y Toax)
Les solutions de (E) sont de la forme x — ky/1+4x avec k eR.

Avec f(0)=a, =-1, on obtient, pour tout XE}—% %{ :

f (X) =— 1+ 4x
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2) a. Onapour tout entier n>2 :
2" +3"n 1 (2} 1 (3)
a, =— = | +—|=].
5'n(n-1) n(n-1)\5 n—-1{5
) ) = 7l ) e Sls) @ sl
n(n-1)\ 5 n n—1{5 n n(n-1)\ 5 n—1{5
convergent et ainsi, la série Zan converge bien et on peut écrire :
1 (2 1 (3Y 1 1)2Y) 1 (3Y
a — — _|_ —_ - = —_—— —_ + _— — .
S Xanale) Zale) Sl als)

Comme ci-dessus, Z%(éj et Zl(éj convergent, d’ou
n— n

1 (2Y 1(2Y" 1 (3Y
o=l Zale) Zenld)
12 2 3<1(3)
RS EE
1(2)" 2
=38 ) 23]l

De plus, pour tout xe]-1;1[,ona ZX— =—In(1-x), donc :

nx>1

Remarquons que

Soit finalement :

b. Ici, la série converge clairement.
n

z : .
Pourtout zeC,ona Z—' =e’, donc avec j tel que j° =1

n>0
1 z z( _etrelvel,

o N 1= n>0

Or:

=2n

IEND Y LD LRI, o ted

o n! 1= n=0 n=0 n!
Onal+ j+j°=0et pourtout neN :

o sin=3k,1+j"+j" =1+ +j%=

3k+l s 6k+2

o sin=3k+1, 1+ j"+j" =1+ ¥+ % =1+ j+ j°=0;

3k+2 6k+42

e Sin=3k+2, 1+ "+ =1+ j*?+ %2 =14+ j*+j=0
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Donc :

Hl =2n
Z“J—“:zi: i:3zan_
n>0 n! n>0 n! n>0 (3n)| n=0
3n
Ainsi :
3Y a, =e+el+el.

n>0

Avec j2=7,donc e’ =el =el, on obtient :

el rel —el yel =2Re(el) = 2Re(eE 2)=2¢ 2Re(e 2)=—cos

B 1 3 2 %
w3

Et finalement :

Exercice 3

1) On notera R le rayon de convergence de la série entiere.

a. Onapourtout xeR :

sindx 2c0s2xsin2x 4c0s2XcosXsin X
f(x)=——= _ = _ =4C0s2XC0S X = 2(C0S3X +COS X).
sin x sin x sin x

Remarquons que f est prolongeable par continuité en 0.
2n

La fonction cosinus est développable en série entiere sur R avec cosx = Z(—l)” (: W
neN n):
D’ou pour tout xe R, f(x)= 2(2( n"—— (3x)°" Z( n" ] soit :
neN (2 )I neN (2 )I
+1 an
f(x)=> (-1)" 29 Lo avec Re+ oo
neN ( )
b. Pourtout xe R :
X' =3x*+2=(x*-2)(x*-1).
Donc, pour tout X e R\{1;2} :
1 _ 1 11 1 11
—3X+2 (X-2)(X-1D) 1-X 2-X 1-X 21_5'
2

Soit, pour tout X €]-21;1[ :

Donc:
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c. Posons u(x) = 1—tan( 2) La fonction u est définie sur R\ {1}, rationnelle donc dérivable sur R\{L} et :

o
tan| — |.
()
La fonction f :X|—>arctan(u(x)) est alors définie et dérivable sur R\{l}, comme composée de u par la

fonction arctangente qui est dérivable sur R .
On a pour tout x e R\{1} :

u'(x) =

2 o o
—tan| — 2tan| — .
, u(x) @-x) 2 2 sina
f(x):1+u(x)2: Q+x)2._ L (a) o a)) x°—2xcosa+l
1+———"-tan (j (1+x*)|1+tan?| = | |-2x|1-tan®| =
1-x) 2 2 2
Donc:
£1() = sino _ :i( 1 17_ j:l e ei_ .
(x—e")(x—e") 2i{x-e" x—-e'") 2i(1l-e"x 1-e'x
Or, pour tout z e C tel que |z|<1,ona —:Z
=0
‘e““x <1 donc — = :i(e“"x)n ot — = =§(e“°‘x)” , et
1-e"x & 1-e7°x 1=

+0o Ai(n+l)a —i(n+l)a

f '(X) :%(eiu-'—zw(eiax)n _e—iaf(e—iax)n] :Ze ;Ie Xn )

n=0 n=0

Soit, pour tout xe]-1;1] :

f'(x)= +Zwsin ((n+Da)x"

En intégrant terme a terme et avec f(0) = arctan(tan (%D > (car > e} 5 {) on obtient :

= sin((n+1)oc) o ~~sin(na)
0% T b A ) AVUE SRS S L
¥=3 +Zf; vl 2 +Z; n

sin(na) ,

Remarquons que si |x| >1, alors ( X J ne converge pas et finalement :
n neN

f(x):% ZMX” avec R=1.
n

n=1

2

2) Comme chx=1 uniquement en x=0, la fonction f:x+>— -

X chx-1
en tant que différence de telles fonctions et on a pour tout xe R :
2 1 2(chx-1)—x*
f(X)=—- = ( > ) :
x° chx-1 x°(chx-1)

est définie et de classe C” sur R”
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+ o 2n
La fonction ch est développable en série entiére sur R avec chx = Z 2n)’ donc pour tout xeR :
n-o (£N):
2(chx-1)—-x*=2 i X" ~1|-x*= Zw " _ Zi S x*g(x) avec g(Xx) —i 2y
n=0 (zn)l n=2 (Zn)l n=0 (2n + 4)' n=0 (2n +4)|
x?(chx—-1) = x> i S xzi X x*h(x) avec h(x) = i X"
~(2n)! = (2n+2)! ~(2n+2)!

Alors, on a pour tout xeR™ :

F(x) = x*'g(x) _ 9(x)
x*h(x) h(x)

Remarquons que h(0) = % =0 etsur R", x*h(x) =chx—1#0 donc h(x) #0. Ainsi, h ne s’annule pas sur R .

De plus, les fonctions g et h sont (de par leur définition) développables en série entiere sur R, donc de classe
C” sur R.

%:% donc f est prolongeable par continuité en O et, ainsi prolongée, f :% est le

quotient de deux fonctions C* sur R dont le dénominateur ne s’annule jamais, donc :

On a alors Iign f =

La fonction f se prolonge par continuité en une fonction de classe C” sur R.

Exercice 4

1) Pourtout xe]-R;R[ :

+ o0

f'(x) = i na,x"* =Y (n+1)a,,x"
n=1

n=0

fr(x)=> n(n-1a,x"?=> (n+2)(n+1)a,, X"
n=2 n=0

Alors :
frO)+bf ') +cf(x)=> (n+2)(n+Da,, x"+b> (n+Da, x"+c > ax"
n=0 n=0 n=0
=Y [(n+2)(n+D)a,,, +b(n+1)a,, +ca,|x" =D 0x" =0
n=0 n=0
Ainsi :

La fonction f :xn—>2anx” est bien solutionde (E): y"+by'+cy=0 sur ]- R;R[.

n=0

2) Si c=-b-1, I’équation (E) devient y"+by'—(b+1)y =0, qui est une équation différentielle linéaire,
d’ordre 2, homogene et a coefficients constants.

L’équation caractéristique associée est r° +br —(b+1) =0, de discriminant A =b’ +4(b+1) = (b+2)°.

—b+(b+2) —b—(b+2):

> > —b -1, et 1 est une racine double quand b=-2.

Les racines sont r, = =letr,=
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e Quand b=-2, les solutions de (E) sont de la forme x — (Ax+p)e* avec (A,p) € C?, soit :

n

XI—)(XX+;,L)Z ZMH“ X"

AN+

Par unicité du developpement en série entiéere, on a alors pour tout ne N, a, = |
n!

e Quand b=—-2, les solutions de (E) sont de la forme x+— Ae* +pe ®* avec (A, p) € C?, soit :

XI—)KZ Z

Et, toujours par unicité du développement en série entiére, on a pour tout ne N, a, =

(b+1)x) SA+u(=b-1" o

-5

n=0 n!

A+u(-b-1)"
n! '
Réciproquement, on Vérifie que les suites (a,),_ trouvees veérifient bien la relation de récurrence.

Finalement, ona:

w quand bzx-2
Pourtout neN, a, = . n: avec (A,p) e C?.
nt“ quand b=-2
n!

3) Avec c=-b-1, la relation de récurrence devient (n+2)(n+1a ., +b(n+1a

multipliant par n!, on obtient pour tout ne N :
u,.,+bu..,—({O+u, =0.

n+2 n+1_(b +1)an =0 et en

La suite (u,),. estune suite recurrente linéaire double a coefficients constants.

L’équation caractéristique associée est r’+br—(b+1)=0 (la méme que dans la question précédente), et on
trouve, pour tout ne N :

e U =An+p avec (A,u) e C? quand b=-2

e U =A+u(-b-1)"avec (A,n) eC* quand b=-2.

u : . : "
Etavec a, = —”I on retrouve bien les résultats de la question precédente.
n!

Exercice 5

1) a. Comme pour tout ne N, a, >0 et f est bornée sur [0;1[, il existe un réel M >0 tel que :
Vxe[0;1[, 0<> ax <> ax =f(x)<M.
k=0 k=0

n
On a donc, pour tout neN et tout xe[0;1], OsZakxk <M et en passant a la limite quand x —1", on
k=0

n

obtient pour tout ne N, 0< Zak <M . Ainsi, Zan est une série a termes positifs dont les sommes partielles
k=0

sont majorees par un réel fixe, donc :

La série ) a, converge.
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On a alors pour tout ne N et tout xe[-1;1], ‘anxn

<a, et » a, converge, donc la série > a x" converge
normalement sur [—1;1]. Sa somme est alors continue sur ce segment et donc lim f(x) = f (1), soit:
x—>1

lim f(x)=>"a,

x—>1" >0

b. Prenons a, =(—1)". On aalors pour tout ne N et tout x €[0;1] :

Zi:akxk - i(—l)kxk - i(— g 120"

1+x

Donc,onabien R=1et f :xn—>1i est bornée sur [0;1].
+ X

Par contre, série > a, = > (—1)" diverge, donc :

Le résultat ne subsiste pas quand les a, sont de signe quelconque.

2) a. Posons S=) aR".

n=0

- S
Commengons par remarquer que la série Zm converge absolument , avec :
n+1)(n+

Z#ZSZ(L_LJZS,
< (+D(n+2) ~\n+l n+2
S

La série entiere me” admet 1 pour rayon de convergence et converge alors normalement sur
n+1)(n+

[-1;1] et sa somme est continue sur ce segment, d’ou :

imy_ S .y S g
orim(n+)(n+2)  m(+)(n+2)
Posons b, =a R" S .Onapourtout neN :
(n+D(n+2)

n K_ N\ KN\ S K
kzz;‘bkx _kz:;ak(Rx) Z—(k+1)(k+2)x .

k=0
Comme le rayon de convergence de » a x" est 1, > a (Rx)" converge pour |RX|<R, soit |x| <1 et diverge

pour |RX| >R, soit |x|>1, donc le rayon de convergence de > a (Rx)" est 1 et ainsi, celui de » b x" est aussi
égal a 1. De plus,ona:

S S
b, = aR"-——— |=aR'- ————=S5-5=0
; " nz(;( ' (n+1)(n+2)j nzc; T = 0+D)(n+2)

Et enfin, si on pose g(x) =anxn , on apour tout xe]-1;1[ :
n=0

n S )
g(x) = f(Rx)—émx .
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Comme lim Z;x” =S,ona:
x->1 5 (n+1)(n+2)

v S
~ (k+1)(k+2)

x— R~

lim f(x)=S < Ilimf(Rx)=S < Iim(f(Rx)— xkas = Iinlwg(x)zo.
X—>1" x—>1" X1

Finalement,ona lim f(x)=S sietseulementsi lim Zb x" =0 ou rayon de convergence de Zb x" est1et

X—>R™ xgar’n>0

> b, =0. Ceci prouve que :

n>0

+ o0

On peut se ramener au cas ou R=1 et Zan =0.
n=0

b. Pourtout xe]0;1[ ettout NeN :

N
Z(S -S. X" —ZS X" ZN:Sn X :ZN:Snx”—ZSMx“
n=0 n=0 n=0 n=1
i Ninl—NSx”—NSx””JrS XN
n - n n N
n=0 n=0 n=0 n=0

Soit :

N N
D (S, =S, X" =DS (X" = x") + S x"
n=0 n=0

c. Soit xe]0;1[.Ona:

N +
_ N+1 .
Z - Zak_o,doncSNx ———0;
=0

N N +o©
e pourtout neN, S —S ,=a_,donc NILerZ(Sn ~S, X" = NIL@wZanx" =>ax" =f(x);
n=0 n=0 n=0

N N
e pourtout NeN, »'S (x"—x"")=(1-x)> S x".
n=0 n=0

La relation de la question précédente permet de conclure que ZSan et existe et que pour tout x €]0;1] :
n=0

f(x)=Q1- x)i S, X"

Onavuque lim S =0, donc pour tout réel >0, il existe N € N tel que pour tout n>N ,ona |S |<s

n—+oo

Alors, pour tout x €]0;1[ et tout entier n> N :

isnx Z|S|x <st <82X

n=N+1 n=N+1 n=N+1
Donc :
|f(x)|:(1—x)§8nx =(1- X)ZSX + Z S X" <(1- X)Z X"+ (@1-X) i S, x"| <
n=0 n=N+1 n=0 n=N+1
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N
Et la fonction x+— (1— X)Z S,X" est polynomiale donc continue sur R et s’annule en 1, donc :
n=0

N
XIl_)rrl[(l— x)nZ:(; S, x"=0.

Alors, il existe a€]0;1[ tel que pour tout x € ]J1—a.;1[, on a <¢ et finalement :

@a- x)i S, X"

n=0

VeeR,, 3ae]0;1], Vxell-a;l], |f(x)|£28.

Ceci prouve que :

lim f(x)=0=Ya,
n=0

x—>1

Exercice 6

n n n
1) a. Remarquons déja que pour tout neN", » &, =a,C, + .8 , =C, + D_aC,, , donc :
k=0 k=1 k=1

n n
Zakcn—k =0 & C,=— Zakcn—k =—aC,,—aC _,—..—a,,6, —a;_,.
k=0 k=1

Comme c, =1, la suite est définie de maniére unique par récurrence (forte : un terme dépend de tous les
précédents). Ainsi :

n
Il existe bien une unique suite (c,),_, telle que ¢, =1 et pour tout ne N", Zakcnfk =0.
k=0

b. Si re]O;R[, la série Zanr“ converge, donc a,r" — 0. Or, toute suite convergente est bornée, donc

(a,r"),.y estbornée et ainsi :

Il existe bien un réel M >0 tel que pour tout neN, |a,r"|<M.

La suite (c,),.y €tant définie par récurrence forte, prouvons 1’inégalité voulue par récurrence forte.
Aurang n=1,0na ¢, =—ac, =—a, donc, avec [a,r'|<M ona:

M MM+
<o < 2 - HEEL

L’inégalité est vraie au rang n=1.
Supposons 1’inégalité vraie jusqu’a unrang ne N . On a alors :

n+1
= Z aCy
k=1

n+1

- Z Ay
k=1

|Cn+l| =

n+1 n n
< D fadlCr] = 2o [alen i +[analleo| = 2 lalCas o]+ a4l
k=L k=L k=L

or, |an+l|s% et pour tout ke 1,n , |ak|sMk et, n+1-ke 1,n , donc par hypothése de récurrence, on a
r r
M(M +D)™ ™ M(M +1)"™*

<
|Cn+1—k| - rn+l—k rn+1—k
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Ainsi :
LM M(M +D)""

..l < .
| ﬂ+1| = rk rn+l—k rn+l
Enfin,ona:
MMM+ M M2 . M M2 S
Zr_k rn+1—k + r.n+1 - n+1 Z(M +1) k n+l n+1 Z(M +1) + n+l
k=1
_ (n+1)-1
=M1(M+1) 1+ Ml_ 1[(M +1)" 1] M M(M+11)
r M+)-1 r"™ "™ r
(n+1)-1
Donc |c,,,| < MM J;+11) et ’inégalité est vraie au rang n+1.

r
Finalement, la propriété est initialisé et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, soit :

M (M +1)"
rn '

vneN', |c,|<

c, ' <
M +1

prouve que la série entiere chx” a un rayon de convergence supérieur ou eégal a

c. On a alors, pour tout neN",

M +1

. Donc la suite | c,
M +1

n
j J est bornée, ce qui
neN

r >0, donc:
1

chx” a un rayon de convergence non nul.

Sion appelle R" le rayon de convergence de h(x) :chx" et p= min(R, R) onapourtout xe]l-p;p[ :

n=0 \ k=0

Donc, h(x)_— sur ]—p;p[, ce qui prouve que :

f(x)

0 est développable en série entiere au voisinage de 0.

2) Ona g(x):anx” avec R'=1, donc g est de classe C* sur ]—1;1[ avec g'(x)zzznbnx"’l

n=0 n=1

Comme pour tout ne N, b, >0,0na g'(x) >0 sur ]0;1[, donc g est strictement croissante sur cet intervalle.

Si g est bornée sur ]0;1[, alors on se retrouve dans la situation de la question 1 de I’exercice 5, donc an
converge, ce qui contredit I’hypothése. Ainsi, g est croissante et non bornée sur ]10;1[ donc :

limg(x) =+
x—1"

.. a . I
Si lim ~=/eR, alors pour tout reel ¢>0, il existe N €N tel que pour tout n> N, on a, avec b, >0 :

n—+ow

(—¢

IA

Z—Sﬁﬂa o ((—g)b <a <((+e),.
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Alors, pour tout x €]0;1[ et tout entier n> N :

Zn: ((—g)b x* < Zn: ax“ < Zn: ((+e)b X < (L—g) Zn: b X < Zn: ax“ <((+¢) Zn: b X" .

k=N-+1 k=N-+1 k=N+1 k=N-+1 k=N-+1 k=N+1

Soit en passant a la limite quand n — + oo, pour tout x €]0;1[ :

(1=e)(9(x) -9y () < F ()= fy () < (C+&) (9(x) — 9y (X)) -

N N
avec f(x)=> ax" et g,(x)=> bx".
k=0 k=0

Comme g(x) >0 sur ]0;1[, on a, pour tout x]0;1] :

e 0-(=8)0, (0 _ 00, R 00— ((+8)gy ()
9() 9() 9(9)

(C£e)9u(X) _ ¢ o
g(x)

Or, lim g(x)=+o et lim[f,(x)~((£e)gy(x)]=fy @)~ ((£e)g, 1), donc lim (0~
ainsi, il existe o €]0;1[ tel que pour tout xe]1—o;1[,0na:

B G T (0 I« G S Y ¢ R RO L N C
g(x) g(x)
Finalement, pour tout réel € >0, il existe o €]0;1[ tel que pour tout xe]l—a;1[,ona:

f—ZSSMSf+28.
g(x)

Ceci prouve que :

Exercice 7

1) Comme les fonctions f et x> x sont de classe C” sur R, ¢ est de classe C” sur R™ en tant que quotient
de telles fonctions. De plus :

1) _im 1 =TO _ ¢,
0

X x—0 X —

limoe(x) =lim
x—0 x—0

Donc :

En posant ¢(0) = f '(0), on prolonge ¢ en une fonction continue sur R .

2) Sur R",ona ¢=hf avec h:XHl,qui est de classe C” sur R”.
X

- - - * n n - *
Avec la formule de Leibniz, on obtient pour tout neN", ¢™ = Z(kjh(”k’ &) soit pour tout xeR” :

k=0

o™ (x) :Zn: nt (1) (n-k)! £ (x) = (=1)" n! Z”:(— x)* f9(x) |

~kI(n—k)! X"k X" k!
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Or, la formule de Taylor avec reste intégrale appliquée a f (de classe C~

n §K

f(0)=Z

Soit, avec f(0)=0:

(k)

k=0
Ainsi :

n(1)

n+l

" (x)= (-1

j t"f V(1) dt =

Et donc, pour tout ne N ettout xeR™ :

n+l

sur R ) entre x et 0 donne :

kI(X) %+ °% £ O () it

e W7 o e = EL 1) e AR OLS

j t"f V() dt .

X" (x) = [ £ (t)

3) Soit ne N". Comme f est de classe C” sur R, ™ est continue en 0, donc pour tout réel & >0, il existe

un réel o.> 0 tel que pour tout t e[—a,a], | f ™ (t)— " (0)| <& etdonc:
n ( .I: (n+1) (t) _ .I: (n+1) (O))‘ <
Alors, pour tout xe[—a,a] et tout te[0,x] ou [x,0],ona te[—a,a] etdonc:

[t Qd- et = |[1e (1000 - 10 ©)a <[

(19 @)- 19 (0)) dt‘ ‘ [ et

Or:
M Xn+l
g| t"dt=¢ I quand x>0
el
g X(—t)”dt‘=g(—1)“j°t"dt=gi quand x <0
: X n+1
| |n+l
Dans les deux cas, U ‘—s et donc, pour tout xe[— o, 0] :
n+1
[t @ dt—[ ")t <
0 0 -
D’apres la question précédente :
Xn (n+1) _ Xn (n+1) _|yn+l, _(n) _ f(n+D) Xin
Uot OO dt- [ f (O)dt‘— X ()~ 100 () ' dt‘
1 o Xn+1 el ; f(n+l) 0
= X 00 - 100(0) | = o 9 - -2
n+1
el f(n+1)(o)| | |n+l -
Donc, pour tout X e[—a,a], |x| o™ (x) - soit pour tout X €[—a,a]\{0} :
n+1 ‘ n+1
f(n+l)(0)|
™ (x)— <——.
¢ ) n+1 n+1
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Finalement, pour tout réel £ >0, il existe un réel a.>0 tel que pour tout x e[—o,a]\{0} :

f(n+l)(0)|
™ (x) - < .
¢ ) n+1 | n+1
Par définition, ceci veut dire que :
(n+1)
Iim(p(”)(x):ﬂ
x>0 n+1

4) La fonction ¢ est donc de classe C~ sur R", continue en 0 et pour tout ne N", ¢™ admet une limite finie

. (0 : N o
en 0, qui est % Ceci permet de conclure que ¢ est de classe C” en 0 et ainsi que :
n+

¢ estdeclasse C” sur R.

5) On suppose ici que f est développable en série entiére au voisinage de 0, autrement dit qu’il existe un réel

R >0 et une suite de réels (a,),. tels que pour tout x e ] -R,R [ , F(X)= Zanx” :

Comme f(0)=0,0ona a,=0et f(x)= Zax —Za

n=0

o(x) = Z a X",
n=0

x"*. Donc, pour tout xe]-R,R[\{0} :

n+1

Ceci prouve que o, donc ¢, sont développables en série entiere au voisinage de 0, donc que ¢ est de classe
C” en0,etainsi:

¢ estdeclasse C” sur R.

A A AAA AAA A A A AAA A AAA AAA A A AAA A A A AAA AAA A AAA A A AMAA A A A AAA A A AAA A A AAA AAA A A AAA A A AAA A
A A A A A A AAA A A A A A AAA A A A A A A A A A A AN AN AN AN AN A AN AN AN AN A AN A AN AN A A

Exercice 8

1) Comme (a,),. estbornée, il existe M € R, tel que pour tout ne N, |an|s M.

Alors, pour tout ne N ettout xeR :

n
. % " |a || | <M |n| et la série z| | converge, donc z x" est absolument convergente ;
ST ” [x I“ v P
e |S, =k:0ak §Z|ak|§ZM=(n+1)M, donc —“I <M(n+1) pr +M o et pour n>1,
npx” _ ' [X | [x |
Tz(n D1 ; comme Iesserlesz et Z convergent Z x" est absolument convergente.
Ainsi

Le rayon de convergence des séries entiéres f et g est + oo.
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2) Les fonctions f et g étant des sommes de series entiéres de rayon de convergence infini, elles sont de classe
C” sur R et, pourtout xeR :

fi(x) = Z—n Z(n"inl)!xnlzzan_:lxn_

> N n>1 0 N*

ona:

n+1?

De méme g'(x) = ZSLT x".Comme S_, =S, +a

n>0

g'(x):Z%x”:Z(ix“ra”+l ”) Z_X 32 1 X =900+ ().

n>0 : o\ N! nen N! n>0

Ainsi :

g'=g+f’

3) Les fonctions x+—>e * et f sont toutes les deux de classe C' sur R, donc une intégration par parties
donne pour tout xeR :

J.Oxe“f(t)dt =[- e“f(t)]: —j:(— e ) f(t)dt
=[-e @] +[ et
=[-e ' f@®] +[ et (g -g())dt
Or, tr>e ' (g'(t)—g(t)) estladérivée de e 'g(t), donc :
[l fmd=[-efm] +[e'g®] =—e T )+ F(O)+e g(0-g0) =e* (90)~ T ())+ f(©)-g(0).

Enfin, f(0)=a,=S, =9(0), donc pour tout xeR :

_[Oxe’tf(t)dt —e*(g(x) - f(0)

4) Sia,=(-1)",ona:

S - 1 quand n est pair
" 10 quand n est pair

Alors, pour tout xe R :

2n

g(x) = Z—x = > %xnanN(;n)!zchx

neN neN,n pair '+

Donc :

1+e %

I|m e g(x)_ I|m e “chx= lime™”

X =+ 2 X —>+ 0

Soit, quand a, =(-1)" :

lim e g(x)_

X —>+00
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5) On suppose que la série Zan converge, ce qui implique (entre autres) que (a,),., converge vers 0.

Alors, pour tout réel € >0, il existe N € N tel que pour tout entier n>N, on a |an| <g.

n

. X
Alors, pour tout x e R, et tout entier n> N, |2 x"|<e—, donc:

n! n!
Y a, o, a, o IS a, y X"
|f(X)|_Zn— SZHX + z mx Sz 28——2mx +g| e —ZH
neN n=0 '~ n>N+1f = n= n>N+1 . n=0 '!- n=0 '!-

Donc, pour tout xe R,

N a N Xn N a N e—X n
‘e’xf(x)‘Se’X D ExHee e =D = =D e X" =Y +e
o N! o n! o N! o N
N.a N e X"
Or, pour tout neN, lim e”x" =0, donc lim | > e *x"|->’ 0 et il existe Ac R, tel que pour
X—+00 X+ | 4= n! par nl!

— XN

out réel x> A,

N eT*x
-2

o n!

ia_n!exxn

n=0

Ainsi, pour tout réel € >0, il existe AeR, tel que pour out réel x> A, ‘e’x f (x)‘ < 2g, Ce qui prouve que :

lim e *f(x)=0.

X—>+

Sionnote S lasomme de la série Zan , lasuite (S, —S),y tend vers 0 et on montre comme ci-dessus que :

Xllrpwe‘x(g(x)—Z%x”]= lim e—X(ZSnn__ISX"Jﬂ),

neN neN

Or, Z—x —Sz —Sex,donc lim e (g(x)-Se*)=0, soit :

neNn neN
lim e “g(x)=S.
X—>+0
Alors :

lim Ixe" fHdt=lim e (g0~ ()= Xllrpw(e’xg(x)—e’x f(x))=S-0=S.

X—>+o0

Et ainsi :

||mj e f(t)dt=> a,

neN

Exercice 9

1) Ona tan[ ! donc pour tout réel x :

Flow

e si|x|<1, lim tan( 1 jx” =0, donc [tan[ijx"j est bornée :
n—+o \/ﬁ Jﬁ nEN*
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e si|x>1, lim tan( ! ] lim —_+oo, donc [tan(in”J n’est pas bornée.
n—+oo \/ﬁ n—)+00\/_ \/ﬁ nEN*

Alors, d’apres le lemme d’Abel :

Le rayon de convergence de la série entiére fest R=1.

. 1 o L 1 - . L -
La suite [tan (TD décroit vers 0, donc la série Ztan (Tj(—l)” verifie le critere spécial des séries
n neN” n

alternées : elle converge.

Comme tan( ! N et la série de Riemann ZJ_ diverge, la série Ztan (%j diverge.
n

ﬁ}n—)wx: n

Ainsi :

La série Ztan (%j x" converge quand x=-—1 et diverge quand x=1.
n

2) Pour tout xe]-1,1[,ona:

1).n
1-x)f(x)=(1-x)) tan (ﬁjx

nx>1

)zl
S-Sl
e () (2
o or{ 5 [ ]

|

Y ) O Ot I =

a = = .
n cos( 1 jcos(lj cos( 1 )cos 1j
n-1 n \/n—l n

Ona:
W oo L 1 n-n-1_ 1 1
(RN o RN RN N S W N e | N e RN

Comme la série de Riemann Z converge, la série Zan converge, donc la série entiere Zanx”
n

f

converge normalement sur [0,1] : sa somme est donc continue sur ce segment, donc en 1.
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Alors :

Et, par télescopage :

Ainsi :
1 1Y)
lim(1 x)f(x)Jm(tan(l)x—é{tan( n_lj—tan(ﬁﬂxJ_tan(l) tan (1)
Soit :
IXiLnl(l—x)f(x):O
Exercice 10

Posons f(x)=>ax".

n=0

En supposant que le rayon de convergence R de cette série entiére est strictement positif, la série Zanx"
converge absolument pour tout x e ] -R,R [ . On peut appliquer la formule du produit de Cauchy :

f(x)? = (Z anx”j(z anx”] = Zzn:(akxk)(anka”‘k) = Z[Zn: akanij“ =>a,.x".

n>0 n>0 n>0 k=0 n>0 \ k=0 n>0

Donc :

xf()?=>a,,x"=>ax"="f(x)-a,=f(x)-1.

n>0 n>1

Ainsi, pour tout xe |-R,R[, xf(x)*— f (x)+1=0, donc au voisinage de 0 :

1+41-4x

T0=""

Or, f est continue sur |-R,R[, donc:

e f continue au voisinage de 0, donc f(x) vaut soit toujours Lyizdax ‘21_4)( soit toujours 1-viz4x “21_4)( au
X X

voisinage de 0 ;

e festcontinueenOavec f(0)=a,=1 et I|m1+— ‘1_4)(:+oo,donc f(x)=

au voisinage de 0.
x—0" 2)(

1-1-4x
2X
Or, au voisinage de 0 :

/1_4X:1+Zil(1_1j (l—n+lj( 4x)" —1+zn—( H"™t (1j (ZH 3)( 4)"x"

n>1 n' 2 2 2 o1 2
=1- Z ! 1x3x.. X(2n 3))(2” "= Z (2n 2) Z (Zn) n+1
n>1 n n>1 '(n l)l n>0 (n +1)In|
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Ainsi, au voisinage de O :

_J1— 2n
fo0 L Ji-ax _ nil( jxn.
n>0

2X n

(. 1
Remarquons que le rayon de convergence de cette série est 2 >0.

Par unicité du développement en série entiere, on obtient, pour tout ne N :
1 (an
a,=— :
n+1{ n

2n
Réciproquement, si on pose pour tout ne N, b, :il( R j et f(x) =anx" , 0N a, pour tout x e}—
n-+

n>0
1-/1-4x
2x

M|

Al
1

f(x) =
Donc, xf(x)? = f(x)—1 avec:

x f(x)? = Z(Zn: bb, , j X"

n>0 \ k=0

f(x)-1=>bx"=>b x"

n>1 n>0

Et, a nouveau grace a I'unicité du développement en série entiére, on obtient, pour tout ne N :

bn+l = Zbkbn—k '
k=0

, 1 (0 : R , - .
Enfin, b, :0—1(0}:1, donc les suites (a,),.y et (b,),.y ont le méme premier terme et vérifient la méme
+

relation de récurrence, donc elles sont égales et finalement :

1 (2n
Pourtout neN, a, =—— :
n+1{ n




