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Corrigés des TD du chapitre 4 

 

 

Exercice 1 

On pose 2( ) ( 1)
t t

n

ne te
f t t

n t


 


. 

Pour tout *n , la fonction nf  est définie et continue sur [0,1]  et la suite *( )n n
f


 converge simplement vers 

la fonction 2: ( 1) tf t t e . De plus, pour tout *n  et tout [0,1]t , on a : 

2
2 2 2 2 sh 2( 1) sh 4sh1

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)
t t

t

n

ne te t t t t t
f t f t t t e t

n t n t n n

 
        

 
. 

Donc 
[0,1]

4sh1
sup ( ) ( )n n
t

f f f t f t
n



     et, comme 
4sh1

0
n

 , la suite *( )n n
f


 converge uniformément. 

On a alors : 

 
1 1 1 1

2

0 0 0 0
lim ( ) lim ( ) ( ) ( 1) t

n n
n n

f t dt f t dt f t dt t e dt
 

     
      . 

En intégrant deux fois par parties, avec les fonctions 1C , 2 1t t   et tt e , puis 2t t  et tt e , on 

obtient : 
1 1 11 1 1

2 2 2

0 0 00 0 0

1 1
2 2

0 0

( 1) ( 1) 2 ( 1) 2 2

( 1) 2 2 ( 2 3) 2 3

t t t t t t

t t t t

t e dt t e te dt t e te e dt

t e te e t t e e

                 

              

  
 

Finalement : 

  
1

2

0
lim ( 1) 2 3

t t

n

ne te
t dt e

n t





 
   

 
  

 

Exercice 2 

1)  Pour x  , posons 3( ) 1xf t t xt   . 

Sur , la fonction xf  est continue et strictement croissante de    à   , donc, d’après le théorème de la 

bijection continue, xf  réalise une bijection de  dans . Ainsi, 
1

n
 admet un unique antécédent par xf , ce qui 

veut dire que : 

  L’équation ,( )x nE  admet une unique solution réelle. 

 

Remarquons que  
1

(0) 1 ( )x x nf f u x
n

    , donc ( ) 0nu x   car xf  est strictement croissante sur . 

 

2)  Pour tout *n  et tout x  , on a : 

 3 11 1 1
( ) ( ) 1 0 ( ) ( )n n x n n xu x xu x f u x u x f

n n n

  
         

 
. 
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Comme 
xf  est continue sur , 1

xf
  l’est aussi et : 

1 1 1

0

1
lim ( ) lim lim ( ) (0)n x x x

n n t
u x f f t f

n

  

  

 
   

 
. 

Et on a 3( ) 1 0xf t t xt     quand 1(0)xt f  , donc 1(0)xf
  est l’unique solution de 3 1 0t xt   . 

Finalement : 

  La suite *( )n n
u


 converge simplement vers une fonction u telle que pour tout x  , 3( ) ( ) 1 0u x xu x   . 

 

On a  ( ) 0xf u x  . Or, la fonction xf  est strictement croissante et (0) 1 0xf    , donc ( ) 0u x  . 

On a pour tout x  , 3( ) ( ) 1 0u x xu x   , soit : 

 
3

21 ( ) 1
( ) ( )

( ) ( )

u x
x u x g u x

u x u x


     

avec 21
( )g t t

t
  . 

La fonction g est continue sur *

  et strictement décroissante de    à   , donc, d’après le théorème de la 

bijection continue, g réalise une bijection de *

  dans . Alors :  

  1( ) ( ) ( )g u x x u x g x   . 

La fonction g étant continue et strictement décroissante de *

  dans , le théorème de la bijection continue 

assure que la fonction 1g   est continue et strictement décroissante de  dans *

 . Ainsi : 

  La fonction u est continue et strictement décroissante sur  . 

 

Remarquons que (1) 0g  , donc 1(0) 1g   et 
0

lim g


   , donc 1lim 0g

 
 . 

Ainsi, sur  , 1g   est strictement décroissante de 1 à 0, d’où : 

(0) 1u    et  lim 0u
 

 . 

 

3)  Pour tout *n  et tout x  , on a 3 1
( ) ( ) 1n nu x xu x

n
    et 3( ) ( ) 1 0u x xu x   , donc : 

 3 3 2 21 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nu x u x xu x xu x u x u x u x u x u x u x x

n n
            . 

Remarquons que pour tout *n  et tout x  , on a ( ) 0nu x   et ( ) 0u x  , donc : 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )n nu x u x u x u x x u x x      

Sur  , la fonction 2: ( )h x u x x  est continue (somme de telle fonctions), strictement positive (car u l’est) 

et telle que (0) 1h   et limh
 

   . Ceci permet de conclure que h admet un minimum 0   et ainsi, pour tout 

*n  et tout x  , on a : 

2 2

2 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( )
n n

n n

u x u x u x u x x k
u x u x u x u x x

        
   

. 
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Alors, pour tout *n  et tout x  , on a : 

2 2

1 1
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
n

n n

k
u x u x

n u x u x u x u x x n
  

  
. 

Et donc, pour tout *n  et tout x  , on a : 

sup ( ) ( )n n
x

k
u u u x u x

n




    . 

Enfin, comme 0
k

n
  quand n , 0nu u


   et donc : 

  La suite *( )n n
u


 converge uniformément vers u. 

 

Exercice 3 

1)  Pour tout n  et tout [0,1]x , on a 
1

0
( ) 1 ( )

x

n nf x f t dt    , donc 1nf   est définie sur [0,1]  si l’on peut 

intégrer nf  sur ce segment, et ceci est le cas, quand nf  est continue sur [0,1] . 

Si cela est vrai, alors 
0

: ( )
x

n nF x f t dt  est elle aussi continue sur [0,1]  (et même de classe 1C ), donc 1nf   est 

continue sur [0,1] . 

Comme 0f    est continue sur [0,1] , nous avons prouvé par récurrence que pour tout n , nf  est définie et 

continue sur [0,1]  : 

  La suite ( )n nf   est bien définie. 

 

2)  Si ( )n nf   converge uniformément vers une fonction f, alors f est continue sur [0,1]  (car toutes les fonctions 

nf  le sont), 1nf f   quand n  et pour tout [0,1]x , ( )n nf   converge uniformément vers f sur [0, ]x , 

donc 
0 0

( ) ( )
x x

nf t dt f t dt   quand n . 

En passant à la limite quand n  dans la relation de récurrence, on obtient alors pour tout [0,1]x  : 

0
( ) 1 ( )

x

f x f t dt   . 

Ceci prouve immédiatement que (0) 1f   et f est de classe 1C  sur [0,1]  avec 'f f  et ainsi : 

  Si ( )n nf   converge uniformément, c’est vers la fonction exponentielle. 

 

3)  Posons pour tout n  et tout [0,1]x , ( ) ( ) x

n ng x f x e   et 0
[0,1]

supµ g . 

Pour tout n  et tout [0,1]x , on a : 

 1 1
0 0 0

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )
x x x

x x t

n n n n ng x f x e f t dt e f t e dt g t dt           . 

Donc : 

1
0 0

( ) ( ) ( )
x x

n n ng x g t dt g t dt    . 
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Prouvons alors par récurrence sur n que pour tout n  et tout [0,1]x , on a ( )
!

n

n

x
g x µ

n
 . 

 On a 
0

[0,1]

supµ g , donc pour tout [0,1]x , 
0

0 ( )
0!

x
g x µ µ  , donc la propriété est vraie au rang 0n  . 

 Supposons la propriété vraie à un rang n , soit pour tout [0,1]x , ( )
!

n

n

x
g x µ

n
 . 

Alors, pour tout [0,1]x  : 
1

1
0 0

( ) ( )
! ( 1)!

n n
x x

n n

t x
g x g t dt µ dt µ

n n



   
  . 

Ainsi, la propriété est vraie au rang 1n . 

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout n . 

Or, pour tout n  et tout [0,1]x , 
! !

nx µ
µ

n n
 , donc ( )

!
n

µ
g x

n
 , soit pour tout n  : 

[0,1]

sup ( )
!

n
x

µ
g x

n

 . 

Comme lim 0
!n

µ

n
 , la suite ( ) ( exp)n n n ng f    converge uniformément vers la fonction nulle, donc : 

  La suite ( )n nf   converge uniformément vers la fonction exponentielle. 

 

Exercice 4 

1)  Pour tout ]1; [x  , ( )x  est la somme d’une série de Riemann convergente, donc est bien défini. 

De plus, pour tout ]1; [a   et tout *n , on a 
[ ; [

1 1
sup

x a
x a n n  

  et 
1

an
  converge (car 1a  ). 

Ainsi, la série 
1

xn
  converge normalement sur [ ; [a   , et comme, pour tout *n , ln1 x n

x
x e

n

  est 

continue sur cet intervalle, la fonction   est continue sur [ ; [a   . 

Ainsi,   est définie et continue sur [ ; [a    pour tout ]1; [a  , donc : 

    est définie et continue sur ]1; [  . 

 

2)  Soient pour tout *n , ln1
: x n

n x
f x e

n

  et ]1; [a  . 

Pour tout *n , nf  est de classe C  sur ]1; [   (comme composée de fonctions de classe C ) et pour tous 
*,n k  et tout ]1; [x   : 

( ) ln ( ln )
( ) ( ln )

k
k k x n

n x

n
f x n e

n

 
   . 

Alors, pour tous *,n k  : 

( )

[ ; [

(ln )
sup ( )

k
k

n a
x a

n
f x

n  

 . 



PSI*  5 

On peut écrire 
( 1)/2 ( 1)/2

(ln ) (ln ) 1k k

a a a

n n

n n n 
  et comme 

1
0

2

a 
 , on a 

( 1)/2

(ln )
lim 0

k

an

n

n  
  et donc : 

( )

( 1)/2
[ ; [

1
sup ( )k

n anx a

f x o
n   

 
  

 
. 

Comme 1a  , on a 
1

1
2

a 
 , et donc la série 

( 1)/2

1
an   converge, ce qui prouve que ( )k

nf  converge 

normalement sur [ ; [a    et ainsi,   est de classe C  sur [ ; [a   . 

Comme ceci est vrai pour tout ]1; [a   : 

    est de classe C  sur ]1; [   et pour tout k  et tout ]1; [x  , ( )

1

( ln )
( )

k
k

x
n

n
x

n


  . 

 

3)  D’après ce qui précède, on a pour tout ]1; [x   : 

1 1

ln ln
'( ) 0

x x
n n

n n
x

n n 


     . 

Ainsi,    est strictement décroissante sur ]1; [  . 

Par ailleurs, 
1

xn
  converge normalement sur [2; [  , donc : 

1 1 1 2

1 1
lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim 1 lim 1n n x xx x x x x

n n n n

x f x f x
n n

       

    
   

 
       

 
    . 

Enfin, pour tout ]1; [x   et tout *N  : 

( 1)ln

1 1

1 1N N
x n

x
n n

e
n n

 

 

  . 

Or, pour tout h  , on a 1he h   , donc  

 ( 1)ln

1 1 1 1 1

1 1 1 1 ln
1 ( 1) ln ( 1)

N N N N N
x n

x
n n n n n

n
e x n x

n n n n n

 

    

           . 

Comme la série 
1

n
  diverge, pour tout réel 0A  , il existe *

0N   et que 
0

1

1
N

n

A
n

  et : 

0 0

1 1 1

1 1 ln
( ) ( 1)

N N

x x
n n n

n
x A x

n n n

 

  

        . 

Alors, si   admet une limite finie  en 1, l’inégalité ci-dessus donne A  en passant à la limite quand 1x  . 

Ainsi, on aurait A  pour tout réel 0A  , ce qui est absurde, et donc comme   est strictement décroissante 

sur ]1; [  , on a 
1

lim ( )
x

x

    . 

On obtient le tableau : 

x 1                              + ∞ 

  

 
 

+ ∞ 

1 
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4)  D’après ce qui précède, la série 
1( 1)n

xn


  est absolument convergente pour tout ]1; [x  , donc : 

  La fonction   est bien définie sur ]1; [  . 

 

On a pour tout ]1; [x   : 

1 1 1

1 1 1 1 1
 pair  impair  impair  pair

1 1 1 1 1 1 1
 impair  pair  pair

( 1) ( 1) ( 1) 1 1
( )

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2

(2 ) 2

n n n

x x x x x
n n n n n

n n n n

x x x x x x x x
n n n n n n n

n n n

x
n n n n n

n n n n n n n

  

    

      

  
     

      

    

      
 

Soit pour tout ]1; [x   : 

  
1

1
( ) 1 ( )

2x
x x



 
    

 
 

 

5)  La fonction 
1

1
1

2x
x


  est de classe C  sur ]1; [  , donc, en tant que produit de telles fonctions : 

  La fonction   est de classe C  sur ]1; [  . 

 

6)  La série alternée 
1( 1)n

n


  converge et sa somme est ln 2  (obtenue avec la formule de Taylor avec reste 

intégrale appliquée à ln(1 )x x  entre 0 et 1). 

De plus, d’après le théorème sur les séries alternées, on a pour tout [1; [x   et tout *n  : 

1 1

1 1

( 1) ( 1) 1 1

( 1) 1

k kn

x x x
k kk k n n

  

 

 
  

 
  . 

Ceci prouve que la série 
1( 1)n

xn


  converge uniformément sur [1; [   et comme les fonctions 

1( 1)n

x
x

n


 

sont toutes continue (quel que soit *n ), la fonction 
1( 1)n

x
x

n


  est continue sur [1; [   et donc,   est 

prolongeable par continuité en 1, avec 
1

lim ( ) ln 2
x

x

  . 

Alors : 

1 1

1 ( 1)ln 2 1

2 2 1
( ) ( ) ( ) ~ ln 2

2 1 1 ( 1) ln 2

x x

x x x
x x x

e x

 

  
    

  
. 

Soit : 

  
1

1
( ) ~

1x
x

x



 
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On a vu plus haut que pour tout [1; [x   et tout *n , 
1

1

( 1) 1
( )

( 1)

kn

x x
k

x
k n






  


 . 

En particulier, pour 1n  , on obtient pour tout [1; [x   : 

1
( ) 1

2x
x   . 

En passant à la limite quand x , on obtient lim ( ) 1
x

x


  . Alors : 

1

( ) 1
lim ( ) lim 1

1 1
1

2

x x

x

x
x

 




   



. 

Donc : 

  ( ) ~ 1
x

x


  

 

Exercice 5 

Soit pour tout n , 
2 2

1
( )nf x

x n



. Pour tout *n  et tout *x , on a : 

2

1
( )nf x

n
 . 

Comme la série de Riemann 
2

1

n
  converge, nf  converge normalement sur *

  (et *

 ). 

Soit 0x   fixé. 

La fonction 
2 2

1
t

x t
 est décroissante, continue et positive sur  . On peut donc appliquer la comparaison 

série-intégrale, qui donne pour tout n  : 

1

2 2 2 2 2 2 20 0
0

1 1nn n

k

dt dt

x t x k x x t





  
  

  . 

Or : 

22 20 0

1

1 1
arctan

1

n n
dt

dt nx

x t x x xt

x

 
   

   
  
 

  . 

On a donc pour tout n  : 

2 2 2
0

1 1 1 1 1
arctan arctan

n

k

n n

x x x k x x x

   
     

   
 . 

Et en passant à la limite quand n , on obtient : 

2 2 2 2 2
0 0

1 1 1 1

2 2 2 2k k

x
x x k x x x k x

   

 

   
      

 
  . 

On a alors immédiatement par le théorème des gendarmes, 
2 2

0

1
lim

2x
k

x
x k

 




  
 

 
 , soit : 

  
2 2

1
~

2x
n x n x





  
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Exercice 6 

1)  Une étude rapide de (1 )x x x  sur [0,1] , montre que pour tout [0,1]x , on a 
1

0 (1 )
4

x x   . 

Alors, pour tout [0,1]x  et tout *n  : 

1
0 ( )

4
n n

f x  . 

Comme la série géométrique 
1

4n  converge : 

  La série nf  converge normalement sur [0,1] . 

 

2)  Pour tout *n , 
1 1

0 0
( ) (1 )n n

n nI f t dt t t dt    . On intègre par parties, avec 11

1

nt t
n




 et (1 )nt t  de 

classe 1C  sur  0,1  : 

1
1 1

1 1 1 1 1

0 0
0

1 1
(1 ) (1 ) (1 )

1 1 1

n n n n n n

n

n
I t t t n t dt t t dt

n n n

     
         

  . 

En recommençant plusieurs fois de suite, on obtient : 

1 1 1
2 2 2

0 0 0

( 1) ( 1)...( 1) ( 1)...(1)
(1 ) ... (1 ) ...

( 1)( 2) ( 1)( 2)...( ) ( 1)( 2)...(2 )

n n n k n k n

n

n n n n n k n n
I t t dt t t dt t dt

n n n n n k n n n

       
     

         . 

Soit, pour tout n  (la relation reste vraie pour 0n  ) : 

  
! ! 1 1

2(2 )! 2 1
(2 1)

n

n n
I

nn n
n

n


 

  
  

 

 

 

3)  Pour tout n , nf  est polynômiale, donc continue sur [0,1]  et nf  converge normalement sur [0,1] , 

donc la série nI  converge avec : 

 
1 1

0 0
0 0 0

( ) ( )n n n

n n n

I f t dt f t dt
     

  

 
   

 
    . 

Or, pour tout [0,1]t , 
1

0 (1 ) 1
4

t t    , donc : 

  2
0 0 0

1 1
( ) (1 ) (1 )

1 (1 ) 1

nn n

n

n n n

f t t t t t
t t t t

     

  

     
   

   . 

Et : 

1
1 1 1

2 220 0 0
0 0

2

2 2 2 1 23
arctan

1 3 3 3 3 31 3 2 1
1

2 4 3

n

n

dt
dt dt t

I
t t t

t

 



   
      

        
     

   

    . 
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Finalement, avec 
1

2
(2 1)

nI
n

n
n


 

  
 

 : 

  La série 
1

2
(2 1)

n
n

n

 
  

 

  converge avec 
0

1 2

2 3 3
(2 1)

n n
n

n

 






 
  

 

 . 

 

Exercice 7 

1)  Pour tout *n , la fonction nf  est de classe C  sur   (elle est définie sur   et rationnelle) et, pour 

tout x  , on a : 

2 2

1 1
'( ) 0

(1 )
nf x

n n x
 


. 

La fonction nf  est donc strictement croissante sur   de (0) 0nf   à 
3 3

1
lim ( ) limn

x x

x
f x

n x n 
  . 

Ainsi, pour tout *n  et tout x   : 

3

1
( )nf x

n
 . 

Comme la série de Riemann 
3

1

n
  converge : 

  nf  converge normalement sur  . 

 

2)  Comme les fonctions nf  sont toutes continues sur   et nf  converge normalement sur   : 

  
1

n

n

S f


  est continue sur  . 

 

Pour *n , on a vu que la fonction nf  est de classe C  sur   et, on a de plus, pour tout *k  : 

1 2( 1)
( )

2 1

1 ( 1) !
( )

(1 )

k k
k

n k

n k
f x

n n x

 







. 

Ici, on a immédiatement ( ) 2 3sup '(0) !k k

n nf f n k


   et comme la série 
2 3

1
kn   diverge pour tout *k , il 

n’y a pas de convergence normale de ( )k

nf  sur  . 

Par contre, pour tout réel 0a  , on a 
2 3

( ) ( )

2 1 5 1
[ , [

! !
sup ( ) ~

(1 )

k
k k

n n k kna

n k k
f f a

n a n a



  

 


. 

Comme la série de Riemann 
5

1

n
  converge, 

( )k

nf  converge normalement sur [ , [a    et donc, pour tout 

réel 0a  , S est de classe C  sur [ , [a   . 

Ceci permet de conclure que : 

  S est de classe C  sur *

 . 
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On a pour tout *n , (0) 0nf  , donc (0) 0S  . Alors, pour tout *x   : 

2
1 1

( )( ) (0) ( ) 1

(1 )

n

n n

f xS x S S x

x x x n n x 


  


  . 

Par comparaison série-intégrale, on a pour tout *n  : 

1

2 21
1

1

(1 ) (1 )

n n

k

dt

k k x t t x






 

   

Et : 

2 2

2

2
1 ( 1) ( 1)

2 21

1 1 1 1 1 ( 1)
ln ln

(1 ) 2 (1 ) 2 1 2 1 ( 1) 1

n n x n x

x xu t x

dt du n x x
du

t t x u u u u n x x

  



     
         

          
   . 

On a 
2

2

( 1)
lim 1

1 ( 1)n

n x

n x




 
, donc 

1

21

1
lim ln

(1 ) 2 1

n

n

dt x

t t x x





 
   

  
  et ainsi, pour tout *x   : 

2
1

1 1 ( ) (0) 1
ln ln

(1 ) 2 1 2 1n

x S x S x

n n x x x x

   
       

     
 . 

Enfin, on a 
0

1
lim ln

2 1x

x

x

  
       

, donc par comparaison : 

0

( ) (0)
lim

x

S x S

x


   . 

Ceci prouve que : 

  S n’est pas dérivable en 0. 

 

3)  On a vu que pour tout *n , 
3

1
lim ( )n

x
f x

n
  et que le série nf  converge normalement sur  . 

On  a alors : 

3
1 1 1

1
lim ( ) lim ( ) lim ( )n n

x x x
n n n

S x f x f x
n  

  

     . 

Et 
3

1

1
(3)

n n

   où   est la fonction de l’exercice 4 (on a (3) 1,2  ), donc : 

  lim ( ) (3)
x

S x


   

 

 

 

Exercice 8 

Pour tout  0,1x , posons : 

( ) ( )n nf x x P x  . 

On a alors 0( )f x x  et pour tout n  : 

 2

1

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
n n n nf x f x f x g f x     

avec 21
( )

2
g x x x  . 
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La fonction g est polynomiale donc dérivable sur  0,1  avec pour tout  0,1x , '( ) 1 0g x x   . 

Ainsi, g est croissante sur  0,1  de (0) 0g   à 
1

(1)
2

g   et donc     0,1 0,1g  . Comme  0( ) 0,1f x x  , on 

a alors  ( ) 0,1nf x   pour tout n . 

De plus, pour tout n  : 

2

1

1
( ) ( ) ( ) 0

2
n n nf x f x f x     . 

Ainsi, à  0,1x  fixé, la suite  ( )n n
f x


 est bornée et décroissante, donc elle converge vers  ( ) 0,1x   

Comme g est continue (car polynomiale) sur  0,1  et  1( ) ( )n nf x g f x   pour tout n , on a : 

  2 21 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0

2 2
x g x x x x x x        . 

Finalement, pour tout  0,1x ,  ( )n n
f x


 converge vers 0, donc  ( )n n

P x


 converge vers x, autrement dit : 

  La suite de fonctions  n n
P


 converge simplement sur  0,1  vers la fonction x x . 

 

L’énoncé admet que  n n
P


 est une suite de fonctions polynômes (on le prouve facilement par récurrence). 

Les fonctions nf  sont alors elles aussi toutes polynomiales, donc continues sur le segment  0,1 . 

Alors, pour tout n , nf  admet un maximum sur  0,1 , noté nM . On vu de plus que pour tous  0,1x  et 

n ,  ( ) 0,1nf x  , donc nf  est positive sur  0,1  et  0,1nM  . 

Comme g est croissante sur  0,1 , on a alors pour tout  0,1x  et tout n  : 

   1( ) ( )n n nf x g f x g M     donc   1n nM g M  . 

Or, pour tout  0,1x , 21
( ) 0

2
g x x x    , donc ( )g x x , d’où : 

1n nM M  . 

La suite  n n
M


 est donc décroissante et minorée par 0 : elle converge vers  0,1m . 

Toujours grâce à la continuité de g, on peut passer à la limite dans l’inégalité  1n nM g M  , ce qui donne : 

21
( )

2
m g m m m   . 

On a alors, 21
0

2
m  , soit 0m  . 

Ainsi : 

     0,1 0,1 0,1
lim max ( ) lim max ( ) lim max ( ) lim 0n n n n

n n n nx x x
P x x f x f x M

     

              
     

. 

Ceci prouve que : 

  La suite de fonctions  n n
P


 converge uniformément sur  0,1  vers la fonction x x . 
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Soit  0,1x . Posons ( ) ( )n n nu f x x P x   . On a donc et pour tout n , 
1 ( )n nu g u   et 0nu  . 

Pour 0x  , on a 0nu   pour tout n  (car 0 (0)g ), donc nu  converge. 

On suppose maintenant 0x  . 

Remarquons que la fonction g est strictement croissante sur  0,1 , donc si 0nu  , alors 1 ( ) (0) 0n nu g u g     

et comme 0 0u x  , on a (par récurrence) 0nu   (donc 0nu  ) pour tout n . 

Alors, comme 0nu  , on a : 

21

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ( ) (1)

1 1 2 2
1

2 2

n n

n n n n
n n n

u o u o
u u u u

u u u

 
        

  

. 

Donc, 
1

1 1 1

2n nu u

   et avec la propriété de Césaro, on obtient : 

1

0 1

1 1 1 1

2

n

k k kn u u



 

 
  

 
 . 

Or, 
1

0 1 0

1 1 1 1 1n

k k k nn u u nu nu



 

 
   

 
  et comme 

0

1
0

nu
 , on a : 

1 1 2
2 ~

2
n n

n

nu u
nu n

    . 

Or, la série 
1

n
  diverge, donc nu  diverge. 

Finalement : 

  La série de fonctions  nid P  ne converge pas simplement sur  0,1 . 

 

Exercice 9 

1)  Pour tout \x , on a sin ( ) 0x   et 
2 2 2

1 1 1
~ ~

( ) ( )n nx n x n n  
, et la série de Riemann 

2

1

n
  

converge, donc les séries 
2

1

( )n x n 
  et 

2

1

( )n x n 
  convergent et ainsi, 

2

1

( )n x n 
  converge. 

Finalement, quand \x , ( )f x  est bien défini, donc : 

  f est bien définie sur \ . 

 

On a déjà : 

\ 1 \x x    . 

Et pour tout \x  : 

   

2 2

22 2 2

2

2 2' 1
'

1 1
( 1)

sin ( 1) ( 1 ) sin ( ) ( 1)

1
          ( )

sin ( ) ( ')

n n

n n
n

f x
x x n x x n

f x
x x n

 

 


 
      

        


   

 

 


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Donc : 

  f est 1-périodique sur \ . 

 

Soit p  et    , , 1a b p p  . Pour tout  ,x a b , on a : 

 si n p , on a 0 p n a n x n      , donc 
2 2

1 1
0

( ) ( )x n a n
 

 
 et la série 

2

1

( )n p a n 
  converge, donc 

2

1

( )n p

x
x n 

  converge normalement sur  ,a b  ; 

 si 1n p  , on a 1 0x n b n p n        donc 
2 2

1 1
0

( ) ( )x n b n
 

 
 et la série 

2
1

1

( )n p b n  
  converge, 

donc 
2

1

1

( )n p

x
x n  

  converge normalement sur  ,a b . 

Comme 
2

1

( )
x

x n
 est continue sur  ,a b  pour tout n , 

2

1

( )n p

x
x n 

  et 
2

1

1

( )n p

x
x n  

  sont 

continues sur  ,a b . Il en va de même de 
2

2sin ( )
x

x





 et donc, f est continue sur  ,a b  en tant que somme 

de telles fonctions. Ceci étant vrai pour tout    , , 1a b p p  , f est continue sur  , 1p p  . 

Ceci étant vrai pour tout p  : 

  f est continue sur \ . 

 

2)  On prouve comme ci-dessus que les séries 
2

0

1

( )n

x
x n 

  et 
2

0

1

( )n

x
x n 

  converge normalement sur 

1 1
,

2 2

 
 
 

, donc que 
*

2

1

( )n

x
x n 

  est continue sur 
1 1

,
2 2

 
 
 

 et donc que 
*

2

1

( )n

x
x n 

  admet une limite 

finie en 0 (qui est 
* *

2 2

1 1
2

n nn n 

  ). 

Par ailleurs, au voisinage de 0 : 
2 2 2 2

2 2 2 2

1 sin ( )

sin ( ) sin ( )

x x

x x x x

  
  

 
. 

Et : 
2

3 3 4
2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 4

00 0

2 2 2 4

0

( ) ( )
sin ( ) ( ) 2 ( ) ~

6 6 3

sin ( ) ~

xx x

x

x x
x x x o x x x x o x x x

x x x

 



   
              

 

 

 

Donc, 

4
4

2

2 2 2 40

1 3~
sin ( ) x

x

x x x





 

 
, soit : 

2 2

2 20

1
lim

sin ( ) 3x x x

  
    

 
. 
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Ainsi : 

* *

2 2

2 2 2 20 0 0

1 1 1
lim ( ) lim lim 2

sin ( ) ( ) 3x x x
n n

f x
x x x n n  

 

    
         

    
  . 

Et donc, f se prolonge par continuité en 0. 

Comme f est 1-périodique, elle se prolonge par continuité en tout 0 1n n    avec n  et donc : 

  f se prolonge par continuité sur . 

 

Pour tout \x , \
2

x
  et 

1
\

2

x 
 , et on a : 

2 2

2 2
2 2

2 2

2

2 2
2 2

2

2

1 1 1

( 1)2 2 1sin sin
2 22 2

sin sin
4 42 2 2

( 1) ( 2 ) ( 1 2 )
sin sin

2 2

cos
2

4

n n

n n

x x
f f

x xx x
n n

x x

x x x n x n

x

 

 

     
                     

             

     
    

       
        

   
   



  

 

 

2

2 2 2

sin
4 42

( 2 ) ( 1 2 )( 1)
2sin sin

2 2

n n

x

x n x nx x  

  
   
    

         
    
    

 

 

Soit : 

2

2 2 2

 pair  impair

2 2

2 2 2 2

 pair  impair

1 1 4 4
4

2 2 ( ) ( )( 1) ( 1)
cos cos

2 2 2 2

4 4 4
4

( ) ( ) sin (
cos cos

2 2

n n
n n

n n
n n

x x
f f

x n x nx x x x

x n x n
x

 

 

   
        

               
      

    

 
     

        
      

    

 

  2

1

) ( )nx x n

 
 

 


 

Ainsi, 
1

4 ( )
2 2

x x
f f f x

   
    

   
 pour tout \x  et par continuité de la fonction f prolongée sur , on 

obtient pour tout x  : 

  
1

4 ( )
2 2

x x
f x f f

   
    

   
 

 

3)  La fonction f (prolongée) est continue sur le segment  0,1 , donc 
   0,10,1

sup maxM f f   existe. Or, f est 1-

périodique sur \ , donc elle l’est sur  une fois prolongée. Alors : 

supM f . 
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Alors, d’après la question précédente, on a pour tout x  : 

1 1
4 ( ) 2

2 2 2 2

x x x x
f x f f f f M M M

        
             

       
. 

Donc, pour tout x , 2 ( )f x M  d’où 2M M . Ceci prouve que sup 0M f   et donc que : 

  f est nulle. 

 

On a alors (0) 0f   et on a vu que 
*

2

20

1
(0) lim ( ) 2

3x
n

f f x
n




     , donc 

*

2

2

1
2 0

3 n n


   , soit : 

  
*

2

2

1

6n n


  

 


