PSI* 1

Corriges des TD du chapitre 3

Exercice 1

Pour tout xe E, ||f(x)||:H1+”X|| xuzlhnxn <1,donc f(x)eB(0,1) etainsi, f est & images dans B(0,1).

Par ailleurs, I’application X+ ||| est continue sur E et & valeurs dans R, et la fonction t Tt est continue
_+_

sur R, donc x+—

1 ” ” est continue sur E en tant que composée d’applications continues.
+{|X

Enfin, x> x est continue sur E, donc f est continue sur E en tant que produit de fonctions continues (1’une
scalaire, 1’autre vectorielle).
Soit yeB(0,1).Ona:
1 il
f0=y & —x=y o 1+
= (1+||X||) y x=(L+[x])y

i<t _ |-ty 1

Ceci prouve que f est bijective de réciproque y |—> y , définie sur B(0,1).

1
La fonction t+ 1 est continue sur [0,1], donc on prouve comme plus haut que y |—> ” ”

sur B(0,1). Finalement :

y est continue

L’application f est continue sur E, bijective de E dans B(0,1) et f ~* est continue sur B(0,1).

Exercice 2

L’application ¢ est linéaire (par linéarité de I’intégrale). Soient f,geE.Ona:
o(1)=0(@)| =[é(F - 9)|=|[.(F O -00)at < [}| O -g®]ct =] g

Donc, pour tout (f,g) € E?, [o(f)—d(g)|<|f —g]|, autrement dit, ¢ est 1- lipschitzienne, donc :

¢ est continue sur E.

Exercice 3

1) a. Comme o et B sont positifs, les fonctions x — x* et y+— y* (éventuellement prolongées par continuité
en 0) sont définies et continues sur R, . La fonction polynémiale (x,y)> x*+y? est définie sur R* et ne
s’annule qu’en (0,0), donc :

La fonction f est définie sur D =R?\{(0,0)}.
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b. Onavu que les fonctions x> x* et y+> y? (prolongées par continuité en 0) sont continues sur R, donc
(%, y) = x*yP est continue sur R?, donc sur D.

Il en va de méme pour la fonction polynémiale (x,y) > x* +y?.

Ainsi, f est un quotient de fonctions continues sur D, donc :

La fonction f est continue sur D.

ra+ﬁ

cos® Osin® e\ potp
2 f; 2 !
r

donc pour tout (x,y)eD :

c. Pour tout (6, r)e{o,g}x}l{, |f(rcose,rsine)|:
r

a+B-2

[Ty < (X +y?) 2
Distinguons plusieurs cas selon a et .
a+p-2

e Pour a+B<2,ona lim f(x,x)=

x—0"

=+ o0, donc f n’est pas prolongeable par continuité en (0,0).
. 1
e Pour a+pB=2,0n lim f(X'X)ZE et:
x—0*

o lim f(x,O):O;t% quand B>0 ;

x—0"
o lim f(x,0)=1¢% quand B=0 (donc o =2).
x—0"

Donc, f n’est pas prolongeable par continuité en (0,0).

a+p-2
e Pour a+f>2,0na lim (x*+y?) 2 =0, donc lim f(x,y)=0 et f est prolongeable par
(x.Y)>(0,0) (x,Y)>(0,0)
continuité en (0,0) en posant f(0,0)=0.

Ainsi :

f est prolongeable par continuité en (0,0) si et seulement si a.+3>2.

Comme la fonction f est définie sur DzRi\{(0,0)}, elle est prolongeable par continuité sur R’ si et
seulement elle 1’est en (0,0), donc :

f est prolongeable par continuité sur R? si et seulement si a.+p>2.

Pour prolonger par continuité la fonction f sur R?, il faut au moins la prolonger par continuité en (0,0), en
posant f(0,0)=0. Il faut donc que a.+p > 2. Cette condition étant remplie, si on pose f :(x,y) > f (1%.]¥1).
(ou f(0,0)=0), les fonctions f et f coincident sur (R,)* et f est continue sur R? en tant que composée de
(%, ¥) > (|.]y|), continue sur R? et aimages dans (R,)?, par f, continue sur (R,)?. Ainsi :

f est prolongeable par continuité sur R? si et seulement si o+ > 2.

Remarque : N’importe quelle fonction f , continue sur R? et coincidant avec f sur (R, )? fait Iaffaire.
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2) Notons B=B((0,0),1), B=B((0,0),1) et S=S5((0,0),1), respectivement la boule ouverte, la boule fermée
et la sphére de centre (0,0) et de rayon 1. On a alors :

2x° +y? -1 si (x,y)eR*\B
g:(x Y1 | -
X si (x,y)eB

Sur les ouverts B et R?\B, g est polynomiale, donc continue. Reste & prouver la continuité de g sur S.

Soit (cosa,sina) €S avec o €[0,2x].

Pour tout (x,y) € R?\{(0,0)}, il existe un unique couple (r,6) e R’ x[0,2x[ tel que (X, y)=(rcos6,rsin6) et
(X, ¥) = (cosa,sina) revienta (r,0) > (La).Ona:

. 2r>cos’0+r?sin0—-1 si r>1 [r’cos®0+r’-1 sir>1
g(x,y)=g(rcoso,rsin0) = _

r’cos’ 0 si r<1 r’cos’ 0 si r<i
Et:
lim g(rcosd,rsin@)= lim (r®cos®0+r”—1)=cos’a = g(cosa,sin o)
(r,0)>(",a) (r,0)>@1",a)
lim g(rcosO,rsin®) = lim (r2 cos? e) =cos’ o = g(cosa, sin o)
(r,0)—>(1 ,a) (r,0)—>(1 ,a)
Ainsi, lim g(x,y)= lim g(rcos6,rsin6)=g(cosa,sina), et g est continue en (cosa,Sina) .
(x,y)—(cosa,sinc) (r,0)—>1,a)

Finalement, g est continue sur B, Set R*\ B, donc, sur BuUS u(R2 \ I§) =R? et ainsi :

La fonction g est continue sur R?.

Exercice 4

1) Supposons qu’il existe (a,b) e F* tel que f(a)=a et f(b)=Db.
Comme f est A-lipschitzienne pour la norme infinie, ona: | f (a) - f (b)| <A[a—b]_, soit:
la—b], <fa-b],.

Or, si |a—h|| =0, on obtient 1<%, ce qui est absurde car A €]0,1[, donc |a—b| =0, soit a=b. Ainsi:

Si f posséde un point fixe alors il est unique.

2) Prouvons les deux résultats par récurrence sur ne N.
Pour n=0,0na x, € F par hypothése et ||x, — || =A°|x —X,|_ . donc la propriété est vraie au rang O.
Supposons la propriété vraie aunrang ne N. On aalors :
o X eF = f(x)eF (carf(F)cF) = x,,€F.
o Onalx,,—x[ <A"|x—x] et:
Pa =Xl == 0L <2 =, <2 (27 p =], ) =27 p =

Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.
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Finalement, la propriété est initialisée et héreditaire, donc vraie pour tout ne N, soit :

X, € F et |X., =% <A™ =%, -

3) Soitie 1;p .Ona,pourtout neN :

‘Xi,m—l_xi,n

N A ]

Or, A ]0,1[, donc la série géométrique D> A" |x, — x|, est convergente et par comparaison :

Lasérie D" (X ., —X.,) estabsolument convergente.

4) Pour tout ie 1;p , la série Z(xim—xi’n) est absolument convergente, donc elle est convergente. Ceci

implique que la suite (x;,),., converge. La suite de vecteurs (Xx,),., converge coordonnée par coordonnée,
donc :

La suite (x,),. CONVerge vers un vecteur a.

Onavuquepourtoutie 1;p etpourtout neN :

Xna =X SAT =%, & = AR =X, < Xps =X AT =X -

Comme les séries > (X, —X,) et D A" convergent, onapourtout ie 1;p etpourtout neN :

+ + + 0
— % =%, kak < kZ(xi'k+1 — Xk ) <% = %], kZKK .
=N =N =N

+ 0
Sipourtoutie 1;p , (X,).y CONVErge vers a, ona Z(xi’kﬂ—xi'k)zai —Xin-
k=n

n

, on obtient pour tout ie 1;p etpourtout neN :

Et comme > A* = M

k=n
7\,n }\‘n —X
=%l T X, < x-x ], e X, -als 5=l A",
1-A 1—2 1-n
L’inégalité ci-dessus étant vraie pour toutes les composantes de x, —a, on obtient, pour tout ne N :
Ix, —al, < ”xil__);o”oc A0

5) Lasuite (X,),. €stune suite convergente de F, qui est ferme, donc sa limite a appartient a F.

Onapourtout neN, x,, =f(x,),donc lim x ., = lim f(x,).

n—+oo

Or, lim x,,, =a etfestcontinue sur F (car lipschitzienne), donc lim f(x,)=f(lim x,)=f(a).
n—+ow n—+oo

n—+o

Ainsi :

f(a)=a
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Nous venons donc de trouver une vecteur a de F tel que f(a)=a, autrement f admet un point fixe dans F.
Finalement, avec le résultat de la premiére question, on peut conclure que :

f posséde un unique point fixe dans F.

Exercice 5

1) Commencons par reformuler la continuité de f sur E. f est continue sur E si et seulement si :
VaeE, VeeR,, JaeR, VxeE, |x-a|<a = |[f(x)- f(a)|<e.
On peut rendre stricte les inégalités sans altérer 1’équivalence :
VaeE, VeeR,, JaeR, VxeE, |x-a|<a = |[f(x)- f(a)|<e.
Ceci se reformule alors en :
[VaeE, VeeR', JaeR’, xeB(aa) = f(x)eB(f(a),g)]
N [VaeE, VeeR', JaeR’, xeB(a,a) = xe f-l(B(f(a),g))]
& |VaeE, VeeR], JaeR], B(ao)c f*(B(f(a)e))]
Ainsi :

f est continue surE < [Vae E, VeeR, JaecR’, B(a,a)c f‘l(B(f(a),a))].

(=) Supposons f continue sur E.

Soit O une partie ouverte de F. Si f *(O) est vide alors elle est ouverte. Sinon, pour tout a< f *(0), on a
f(a) €O. Comme O est ouverte, il existe ¢ <R, tel que B(f(a),e) O etdonc, f *(B(f(a).e))=f *(0).

Or, d’aprés ce qui précede, il existe a e R, tel que B(a, o) < f ’1(B( f (a),s)), donc B(a,a) = f *(0).

Ainsi, pour tout ae f *(0), il existe a e R’ tel que B(a,a) = f *(0), ce qui prouve que f *(O) est ouverte.
(<) Supposons que I’image réciproque de toute partie ouverte de F est une partie ouverte de E.

Soient acE et eeR’.

Comme B( f(a),&) est une partie ouverte de F, f ‘l(B( f (a),s)) est une partie ouverte de E.

Or, f(a)eB(f(a),e),donc ae f *(B(f(a),e)) etainsi, il existe o R, tel que B(a,a) = f *(B( f(a),)).

Ainsi, pour tout a<E et pour tout e R, il existe a e R, tel que B(a,a) < f‘l(B(f(a),s)), ce qui prouve
que f est continue sur E.

Finalement, on a bien :

f est continue sur E si et seulement si I’image réciproque de tout ouvert de F est un ouvert de E.

2) (=) Supposons f continue sur E.

Soit A une partie fermée de F. Si f '(A) est vide alors elle est fermée. Sinon, soit (a,),., une suite de
f ~*(A) convergeant vers ac E.Ona a, —a et fcontinue ena, donc f(a,)— f(a).

Or, pour tout neN, a, e f *(A), donc f(a,)e A etcomme Aest ferméeet f(a,) — f(a),ona f(a)eA.
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Ainsi, ae f "*(A) et donc toute suite convergente de f '(A) converge dans f '(A), ce qui prouve que
f “1(A) est fermée.

(<) Supposons que I’image réciproque de toute partie fermée de F est une partie fermée de E.

Soit A une partie ouverte de F. Ona f *(F\A)=E\ f "*(A). En effet :
xef(F\A) o f(NeF\A & f(X)eA < xef Y(A) < E\f(A).

Comme A est ouverte, F\ A est fermée, donc f *(F\A)=E\ f "'(A) est fermée, ce qui prouve que f *(A)

est ouverte. Ainsi, I’image réciproque de toute partiec ouverte de F est une partie ouverte de E, donc f est
continue sur E d’apreés la question précédente.

Finalement, on a bien :

f est continue sur E si et seulement si I’image réciproque de tout fermé de F est un fermé de E.

> . La fonction f est définie et continue (car rationnelle) sur R, a valeurs dans R .

3) Posons f(x)= L
1+Xx

Ona f(R)=[0,1] qui n’est ni ouvert, ni fermé. Or, R est un fermé et un ouvert de R, donc :

L’image d’un ouvert (resp. fermé) par une application continue n’est pas forcément ouverte (resp. fermée).

Exercice 6

Pour toute matrice M de M, (K), detM est polynomiale (et méme affine) en chacun des coefficients de M,
donc I’application det: M > detM est continue sur M, (K), a valeurs dans K.

or, M,(K)\GL,(K) ={M € M, (K), det M =0} =det* ({0}).

Comme {0} est fermé dans K, M (K)\GL, (K) est I’'image réciproque d’une partie fermée de K par une
application continue, donc est fermé dans M, (K), d’apres ’exercice précédent.

Finalement, comme M, (K)\GL, (K) est fermé :

GL, (K) est un ouvert de M, (K).

On veut montrer que GL,(K)=2M,(K), donc que M, (K)cGL,(K), autrement dit que toute matrice de
M, (K) est limite d’une suite de matrices de GL, (K).

Soit M e M, (K) derang re O,n . Il existe deux matrices inversibles P et Q telles que M =PJQ ou:
J Ir Or,n—r
- On—r,r 0n—r .

Posons alors pour tout k e N*, M, =PJ,Q avec J, = 0 1
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On a immédiatement J, —J quand k —>+oo (car |J, —J|. :%) et, comme Dapplication X > PXQ est

continue sur M, (K),ona: M, > PIQ=M.

Enfin, pour tout k e N", detJ :%7&0 donc detM, =det PxdetJ, xdetQ=0 et M, eGL,(K).

Finalement, on a trouve une suite (M, ), _ . de matrices inversibles qui converge vers M, donc M € GL (K).

Ceci prouve que :

GL, (K) = M, (K)

Exercice 7

D’aprés 1’exercice 7 du TD sur les espaces vectoriels normes, Y, (R) est une partie fermée, bornée de M, (R)
(pour n’importe quelle norme). De plus, I’application M > |M —B| est continue sur M, (R), donc elle admet
un minimum sur Y, (R), atteint en Ae Y, (R). Comme |A—B]| est le minimum de M M —BJ| sur Y, (R),
on a alors immédiatement | A—B| <|M —BJ| pour tout M € Y, (R).

Supposons qu’il existe une deuxiéme matrice A' de Y, (R) telle que pour tout M € Y (R),
Comme Aet A' appartiennent toutes deux a Y, (R), ona |A'—B| <|A—B| et |A-B| <|/A'-B], donc :
|A'-B[=[A-B].

Toujours d’aprés 1’exercice 7 du TD sur les espaces vectoriels normés, Y, (R) est une partie convexe de
M, (R), donc pour tout t €[0,1], tA+(1L-t)A'e Y, (R) et |[A-B|<[tA+(@1-t)A'-B]|. Or:

[tA+(@-t)A'—B| =|t(A-B)+(@—-t)(A'-B)| <t||A- B[+ 1-t)|A'-B| =|A-B].
Ainsi :
[tA+@-t)A'—B| =|A-B.
Or, ici | .|| est une norme euclidienne donc dérive d’un produit scalaire et :
A+ @-t)A —B|" =[t(A- A)+ A'—B|* =t*|A- A" +2t (A~ A" | A'=B)+|A"-B|’.

Avec |A'-B||=||A—B|, on obtient, pour tout t [0,1] :

t?|A- A +2t(A-A"| A'~B)=0.
Or, I’application polyndme t > t? ||A—A'||2 +2t(A—A"| A'=B)=0 est nulle sur [0,1] si et seulement si ses
coefficients sont nuls, donc |A—A’|* =0, ce qui entraine immédiatement A= A',

Finalement :

Il existe une unique matrice A<V, (R) telle que pour tout M € Y, (R), |A-B|<|M -B|.

A A AAA AAA A A A AAA AR AAA AAA A A AAA A A A AAA A A AAA A A AAA A A A AAA A A AAA A A AAA AAA A A AAA A A AAA A
A A A AAA A A AAA A A A A A A A A A A AAA A A AAA A A A AN AN AN AN AN AN AN AN AN A A A AN A A A AN A
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Exercice 8

1) La fonction f —g est continue sur le segment [0,1] en tant que différence de telles fonctions, donc elle y
admet un minimum o atteinten a<[0,1].

Comme f >g sur[0,1],ona o= f(a)—g(a) >0 et pour tout x[0,1], f(x)—g(x)>a, donc:
f(X)>g(X)+a.

Prouvons alors par récurrence sur n que pour tout neN", ona f"(x)>g"(x)+na pour tout x €[0,1].

e Onvient de voir que la propriété est vraie pour n=1.

e Supposons la propriété vraie aunrang ne N,

Pour tout x<[0,1], on a f(x)<[0,1], car f est définie sur [0,1] et & images dans [0,1]. On peut donc
appliquer I’hypothése de récurrence a f(X), soit :

fr(f(¥))=g"(f(¥))+na < f™x)=(g"-f)X)+na.

Or, fog=gof,donc fog"=g"of pour tout entier naturel n, d’ou :

(@"> H)(¥)=(fog")=f(g"(x).
Enfin, g"(x) €[0,1], car g, donc g", sont définies sur [0,1] et & images dans [0,1]. Alors :

f(g”(x))ZQ(g”(X))+a.
Et ainsi, pour tout x €[0,1] :
F ()2 f(9"(X))+na=g(g"(x))+a+na=g""(x)+(n+Da.

La propriété est donc vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisé et héréditaire, donc vraie pour tout ne N".
Ainsi :

Il existe bien un réel o> 0 tel que pour tout neN™ et tout x €[0,1], f"(x)>g"(X)+na.

On a vu que pour tout x €[0,1], g"(x) €[0,1], donc g"(x) >0 et ainsi, pour tout x<[0,1], f"(x)>na.

En particulier, pour tout n > 1, ona f"(x)>1. Ceci est absurde car, comme pour g",ona f"(x)<[0,1], pour
(04

tout x €[0,1]. Ainsi :

L’hypothese « pour tout x €[0,1], f(x)>g(x) » méne a une contradiction.

2) D’aprés ce qui précéde, on n’a pas f(x)>g(x) pour tout xe[0,1], donc il existe a<[0,1] tel que
f(a)<g(a),soit (f —g)(a)<0.

Comme f et g jouent le méme role, il existe b €[0,1] tel que g(b) < f (b), soit (f —g)(b) >0.

Or, on avu que f—g estcontinue sur [0,1], donc le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer
qu’il existe ¢ €[a,b] ou [b,a] <[0,1] tel que (f —g)(c)=0. Ainsi :

Il existe c <[0,1] tel que f(c)=g(c).
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Exercice 9

1) Soient A=(a, ) e M, (R) et B=(b;,) e M, (R).

e Pourtout AeR,onapourtoutic 1,p , Zp:‘kai’j‘:|x|zp:‘ai,j‘, donc :
i1 i1

P P
A= max| > [ra, ;| | = max| 2] [a ;| | =
p\ P =y

P
o |14
LA

ielp

e Si ||A||:max[zp:‘ai,j‘j:0,alors pourtoutie 1 p , Zp:‘a”‘:o, donc pour tous i, je 1,p , [a;|=0 soit
=1 j=1
a ;=0 etainsi, A=0,.

e Pourtoutie Lp :

p p p p
2[5 2o (sl = 220+ 2| <114+ 81

Donc :
p
I ol pax| S b <l ol

=

Ainsi :
||| est une norme sur M (R).
Soient A=(a,;) e M, (R) et B=(b ;) eM_(R).Ona ||AB||=mflx[Zn: n a,b, ; j Or,pourtoutie 1,p :
L= =

z za'i,kbk,j
j=1|k=1

=1 ]

<3 |- Sl =3 e S < o l60) = Sl <l el
j=1 k=1 k=1 j=1 k =1 k=1 k=1
Zn:a'i,kbk,j

k=1

Donc, max(zn:

ielp =

jg |AJ-[8]], soit:

| AB] <[|A]. 8]

P
Enfin, 1, =(3, ;) etpourtoutie 1 p , Y'|5,;|=1, donc:
=1

1] =1

Remarquons que pour M e M, (R) et acN,ona [M*|<|M|* pour tout k e N, et :

L e Ly
Sl LM

Donc:

-— 1
o)< |30 <5 LM - exp().
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2) Soit ABe M (R) etneN .Ona:

= |p+1A ziikAk |p+18+ iikB —1,-=(A+B)- Z——(A +B)*
n = k! n = kln =
=i2AB iikAk (|p+33]+ 1ikAk iik (|-l —(A+B)*
n k=2 n ko K!n =z K!n 2 kin
Donc :
SRR e (R el | E%Bk]@“
kzzk!n n kzok!n kzzk!n ka

1 — 11 1 — 11
< el S A Il el o St || Sl el

n n
<psale( S LA ke tel) | S0 | Sk Set )+ 52 Ly
< L1l (S 210 o) S 1a ) S et oS kvl

< {148+ (Jexp (AI) (| + 81+ (lexe (AN Jexp B+ fexp (A + B

<[ 148+ (Jexp (I (1, +/B1) + 2lexe (A+ )]

Ainsi, en posant K :||AB||+(||exp(A)||)(HIpH+||B||)+2||exp(A+ B)||, on a [T, —Sn||£% pour tout neN", ce

qui prouve que :

1
m-si-,0 (%]

3) Pourtout neN", posons D, =T, —S,.Ona:

(Tn)”=(8n+Dn)”=Z Z s;—ﬁDgs;-iZD;z...s;*‘nD;n:(sn)“+z Z S:D}"S:D}"..SrD™
k=0 (i iy yorrsin, ) €E¢ k=1 (if g yeeori )EE

. _ n
oll E, est ’ensemble des n-uplets de {0,1} contenant 1 exactement k fois (de cardinal (k} ).

Alors :

k=1

= Z > SiD;tSeDyt..ShDy

K=1 (i iy .oy ) €Ey

D> SiDy"S?D,".Si Dy

(i iy v <E

n i i i Hy N N n- n n
<3S s IO s, o) sg[k)nsnn “Iouff = (s, -+ o) -Is.|

k=1 i,z ..l )€Ey
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Pourtout neN", (S,)" = {exp(l(Ajt B)ﬂ = exp(nl(AJr B)j =exp(A+B), donc:
n n

D’autre part :
1 1(1 k =11
Sn—eXp(H(A-i—B)j—;E[H(A-FB)j _|p ;k (A B)
Donc :
+o0 s 1:21 exp(||A+B||
IS <]1o+ X o A+ B <1+ Z Jas B <1+ ;ZEIIA+BIIK=1+¥.
k =K k=0 K+
Et, avec k =exp(||A+B]) :
IS, S(1+Ej =exp{nln(1+5ﬂ < exp[nk} — ek

Ainsi :
1 1
||s || ||exp(A+ B)||

(ij,donc —”D””= 0 (lj et:
n—+w n2 ”Sn” n—>+o\ N
|| || ||Sn|| n->+o\ N n—>+o\ N N>+ 00

Ainsi, lim (1+Hj ~1|=0 et comme la suite (||Sn||”) _est bornée :
IS, et

nm[ns I [[ 5 ||||J 1D ’

" [(M ” Dn”J _1} permet de conclure que :
” [S. |

Or, on a vu plus haut que pour tout ne N, (S.)" =exp(A+B), donc lim (H(I’n)” —exp(A+ B)H) =0, soit

Avec le théoréme des gendarmes, I’

lim (

n—+oo

lim (T.)" =exp(A+B)




