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Corrigés des TD du chapitre 17

Exercice 1

1) Les deux colonnes de A sont orthogonales quel que soit a, donc A est orthogonale si et seulement si ses deux
colonnes sont de norme 1, soit :

(a*-1)*+a’=1 & a*-a*=0 & a=-1ouloul.

Ainsi :

Ae O(2) pour ae{-1,0,1}.

2) Pour a=0,0na A=-1, quiest la matrice de la rotation d’angle 7.

0

Pour a=1,0na A :( Oj qui est la matrice de la rotation d’angle — r .

0 -1
Pour a=—1,0ona A= (1 0 ] qui est la matrice de la rotation d’angle g

Exercice 2

Considérons ' un vecteur unitaire du plan orienté R*, directement orthogonal 2 ii .
La famille (ii,ii") est alors une base orthonormée directe de R”. Si o est I’angle orienté entre i et V,ona:
V=cosoui+sinoi'.
En posant s=p+g—2pog,ona:
s(d) = p(u)+q@)—2p(q(i)) =i +cosov —2p(cosOLv) =i +cos oLy —2cos o p(V)
=(1-2cos* )i +cosov =(1—2cos> &) ii +cos” OLii +cososin 0 ii ' = sin’ oz +cos o sin oL ii'
=sino (sin O +cos oL ")
sy =p")+q")—2p(q')) =sinoy —2p(sinov) =sinov —2sin & p(v)
=sinOovy —2sinocosOi =sin o (cos Ol +sin O '—2cos o id)

=sino (—cosoLu +sin o)

La matrice de s dans la base orthonormée (i, ") est alors :

sinot —cosd

T . [T
cos| ——a | —sin| —-o
(2 j (2 j
. [T T
sinf =—a | cos| =—a
(2 j (2 j

s=p+qg—2pogq estlacomposée de la rotation d’angle g— o et de I’homothétie de rapport sin o.

A=sinQ )
coso  sina

jz(sinoclz)

Donc :
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Exercice 3

1) Ona |ir(A)|=|a+d|<2 et det A=ad —bc=1.
) a+d=s ) )
Si bc=0, alors ad =1 et en posant s=a+d, on a J , donc a et d sont les racines (réelles) de
a =
X?—sX +1. Or, le discriminant de ce trindme est A=s>—4 et comme |s| =|a+d|< 2,ona s’<4 et A<O.
Ainsi, X?—sX +1 n’admet pas de racine réelle, ce qui est absurde car a et d sont racines réelles du trindome.

Ainsi :

bc#0

2) Remarquons déja que si A est la matrice d’une rotation vectorielle dans une base B, alors elle I’est dans
toute base obtenue par rotation de B (d’un angle quelconque). Ainsi, pour trouver une éventuelle base
B =(e,, e,) dans laquelle A est la matrice d’une rotation, on peut choisir le premier vecteur.

Soit alors B =(e,e,), avec ¢ =(1,0), une éventuelle base dans laquelle A est la matrice d’une rotation 7,

d’angle 0.
. cosO —sin0
On aalors A= M ,(r) et dans une base orthonormée B ,ona M, (r)=| . .
. sin® cos0
Comme la trace est invariante par changement de base, on a :
tr(My (r))=tr(A)=2cos@=a+d .
a+d a+d

Comme |tr(A)|:|a+d|<2, ona —1< <1, il existe un unique 0€ |0, [ tel que cosG:T.

a b

Ainsi, A= ( ] est la matrice de la rotation d’angle 6 dans B =(e,,e,) etona:

c d
rcel” =l

||’”(€z)||2 =||ez||2
(e, &) =[e e coso =]

2a+d

(e, 17(e))) =, .| r(e,)]-cos O =]e, |

Or, r(e) =ae, +ce, et r(e,) =be, +de,, donc :

||r(e'1)||2 =||ae1 +ce2||2 =a’ ||el||2 +2ac(e le,)+c’ ||e'2||2

|r(ey)|” = |be, + de,|” =b*|le||” +2bd (e, 1€,) +d*|le,|”
(e,1r(e))=(e 1ae +ce,)=a(e le)+c(e Ie2)=a||e1||2 +c(ele,)

(e,1r(ey))=(e, 1 be, +de,)=b(e 1e,)+d (e, le,)=b(e, I.ez)+d||e2||2
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On obtient alors :
a’ ”31”2 +2ac(e le,)+c’ ||.ez||2 = ”31”2

b e’ +2bd (e, 1e,)+d?|e,|” =e,|

S): d
SV ael +ce1e,) =) 45
d
blale)dle]’ =l
Des deux dernieres équations, on tire :
2a—d
cele)==e
d
b(%'ez):”ez”za
Soit, avec bc#0,donc b#0 et ¢ 20 :
ra—d 20— d
(a1e)==la] ===le| =~

2c
Si ces deux égalités sont vérifiées, on a :

a’ ||el||2 +2ac(e1 Iez)+c2 ||ez||2 = aa’”el”2 +c? ||ez||2
172||e1||2+2[9d(e1 I.ez)+dz||e2||2 =l72||.el||2+aal||ez||2

Donc :
ad e, +¢* [le.]| = e, (ad =De[* +c* e, =0
) & 10 |al +ad|e| =]e|’ & ble|” +(ad ~De,|" =0
—d —d —d —d
(1€)==l ===]e.]" < (e1es) ==l ===, <

Avec det A=ad —bc =1, on obtient ad —1=bc , donc :

b 2+ 2 2 :0 b
jllelllz C||ez||2 ||e |" ===’
(S) & {b*|e| +bcfe,| =0

ra—d 24— d (ellez):_d_a
==lal" == =lel

Jei]
C

(ellez =

Alors, si e, =(1,0) et e, =(at,B), ona ||e1||=1 et:

a2+B2:_é (x:—d_a
2
) ¢ o ¢ )
d—a 5 b (d—aj
o =— B —_———
2¢ c 2¢

Enfin :

b (d—ajz __4bct(d-a) _ Mad-D+da’-2ad+d’ _4—(a+d)’ _4-4cos’@ _(sinejz

- ; - 2¢ 4¢? B 4¢? 4¢? B 4¢? c

a—d sinOJ

On peut donc prendre e, :( e
c c
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. . ) ) a+d
Réciproquement, si on note r la rotation d’angle 6 ]0,nx[ tel que cosO= T, e, =(1,0) et
a—d sin® e .
e, = , , on vérifie aisément que :
2c c

® B=(e,e,) estune base (car 8¢ ]0,n[, donc sin®#0) ;
* r(e)=uae +ce, et r(e,)=be +de,,donc A=M,(r).

Finalement :

A est bien la matrice d’une rotation vectorielle dans une base bien choisie.

Exercice 4

1) Remarquons déja que si I’'un des vecteurs est nul, alors la relation est vraie car les deux membres valent 0.

On suppose que les quatre vecteurs da, b, ¢, d ne sont pas nuls.

Sidetb sont colinéaires, alors on peut écrire b =M\a avec Ae R (car a # 6) et:

e d’une part : anb=0,donc (Ez/\l;).(E/\cf)zo ;

da.
] , donc

o)
Qu
o

Q
QU

b.
e dautrepart: | _ _ =7{
b.d

Ainsi, 1’égalité est vraie aussi.
Si d et b ne sont pas colinéaires, quitte a diviser les deux cotés de 1’égalité par ||é|| et HEH (non nulles), on peut

supposer que a et b sont unitaires. Notons l;l le vecteur unitaire du plan Vect (d,b) tel que (a, ﬁl,Zz /\l;l) soit

une base orthonormée de E. On a b (cosa,sin o, 0) dans cette base et :
anb =ﬁ/\(cosocﬁ+sinocl;l) = (sinoc)c?/\l;1 .

Si c(c,c,,cy) et J(dl,dz,d3) dans cette base, alors la 3™ composante de ¢ Ad dans (ﬁ,li,ﬁ/\l;l) est

¢d,—dc,, donc:
(@AD).(EAd)=sina(d@ Ab).(¢ Ad)=sina(cd, —d,c,).

Par ailleurs :

a.c b.c| |a.c (cosoa+sinab).c| |d.c cosad.c+sinab,.c
d.d b.d| |d.d (cosod+sinab).d| |d.d cosod.d+sinab,.d
a.c sinob.¢| . |ac b.e| . |e ol . e
=l _ . _ _|=sino| _ _ _|=sino =sina(c,d, —d,c,)=(anb).(c nd)
a.d sinob,.d a.d b.d 1 4
Ainsi, dans tous les cas, on a bien :
. - lac b.c
(@anb).c nd)=| _ _ .
a.d b.d
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2) Iciencore, si a est nul, la relation est vérifiée (les deux membres valent 0 ).
Sidetb sont colinéaires, alors (a /\l;) AE=0Ac¢=0 eton peut écrire b =M\d avec e R (car a # 6). D’ou:
(@.¢)b—(b.¢)d=(a.c)\d—(Aa.c)d =A[(@.c)a—(a.c)a]=0=(anb)Ac.
Si G et b ne sont pas colinéaires, alors ((5 /\l;) /\E) 4L (El /\l;), donc (a /\l;) AC € Vect (Ez,l;) et:
(GADYAC=Ad+b .

D’apres la premiere question, on a :

((aAB)AE).a{aAB,E,a]:[E,a,dAB]:(EAa).(aAB):(dAB).(EAa)= z; Z:Z =A,.
((aAE)Ac)B:[aAB,E,B]:[E,E,aAB]:(mb)(aAb):(aAb)(mB): ZZ Z:; =A,.

Avec (G AD)AC=Nd+ ul; , on obtient le systeme :

(MG +b).d = (d.d)h+(d.b)u=A, o [@a a.b (kj_(AIJ
(MG +b).b = (d.b)h+(b.b)u=A, ab b.b)\1L) \A,
ad ab , B, B, ,
Et, a nouveau avec la premiere question, on a aci il _|=@@Ab).(anb) =HZZ/\bH2 #0, car a et b ne sont
ab bb
pas colinéaires, donc le systeme est de Cramer et :
_ AG.b)-A@Gb) - (a@.a)b.é)b.b)+(@.b)ab)b.E) _ G.5)
(a.a)(b.b)—(a.b)(a.b) (a.a)b.b)—(a.b)(a.b)
_ A@b)-A,(@.a) _(a.c)d.b)a.b)—(d.a)a.cyb.b) _ @6
(a.b)(a.b)—(a.a)(b.b) (a.b)(a.b)—(a.a)(b.b)

Ainsi, on obtient bien dans tous les cas :

(@GADYAG=(d.C)b—(b.6)d

3) On cherche les vecteurs u de E tels que a Au = b ,avec d et b donnés.

Pour tout i€ E,ona (GAii)La,doncsi @ et b ne sont pas orthogonaux, I’équation n’a pas de solution.

On suppose désormais que a L b.

D’apres la question précédente, on a pour tout i€ E, (d Au)Ad=(a.a)u—(u.a)a,donc :

Soit :
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Réciproquement, si il =Ad—— dnb avec he R, ona(avec d Lb,donc b.a=0):

—

a
anu=adn ——adnb a/\(a/\b)— (a/\b)/\a— (ZlZl)b (b aya =b
{ ||a|| ] ||a|| ||a|| |a] Tl =

Donc, u vérifie bien d Au = b.

Finalement :

Les solutions de @ A#i =b sont les vecteurs i = Ad — ” ” —GAb avec AeR.
a
Exercice 5

1) Soit iie E.Ona ii = p(ii)+q(ii) avec p(ii)e D et q(ii)e D*.

Si ue D=Vect(a), alors r(u)=p@u), q(u)= Oetdanii=0 (car a et u sont colinéaires).

Si u¢ D, alors q(u)¢0 et g(u) La, donc si on pose ¢ =a, ——q(u) et é;,=¢ Ae,, la famille

"o < )

B =(¢,é,, ¢é,) estune base orthonormée directe de E (d est unitaire) adaptée a r.

Dans cette base, la matrice de r est :
1 0 0

My(r)=|0 cosO® sin0 |.

0O —sin® cosH

Comme u = p(u)+q(u)=ka +||q(u)|| ” q(u) ke, +||q(u)||ez, on a alors :

r(ii) = ké, + ||q(ﬁ)||c0s 08, +|q(i)|sin 0¢,

1
Jaa]
—p(u)+cos9q(u)+||q(u)||s1nG(a/\” @ )” (u)]

= ka +|q(i)|| cos O-—— q(ii) +||q(i)||sin O (¢, A E,)

= p(ii)+cos0qi)+sin 0 (a A gi))
Or, comme a et p(u) sont colinéaires, on a :
anqi)y=anli—pG)|=dani—anp)=dani.

Donc :

r(i) = p(u)+cosOqu)+sin0(a )

On peut encore modifier la formule ci-dessus en remarquant qu’avec ’écriture u = p(u)+q(u)=ka+qu)
avec (i) L a et a unitaire,ona k =u.a et:

pi)=(u.a)a
qu)=u—pu)=u—@.a)a
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Donc :
r(if) = (i6.d) d +(cos 0)[ii — (ii.d) @]+ (sin ) d A
=(@.a)(1—cosB)a+(cosO)u+(sinB)a A
Ceci nous donne donc une expression de (i) en fonction de #, a et 0 uniquement.
Si (i, ],k) une base orthonormale directe de E, notons @=a,i +a, j +a,k . On a alors :
r(i)=(i.a)(1-cos®)d+(cos®)i +(sin®)d Ai
=a,(1-cos8) (q,i +a, j +a,k)+(cos0)i +(sinB) (a, j —a,k)
= [(1 —cos0)a; +cos 9] i +[(1-cos®)a,a, +(sinB)a, | j +[(1-cosB)a,a, — (sin 6)a, | k
r(j)=(j.d)(1—cos0)d+(cosB) j+(sin®)d A j
=a,(1—cos8) (a,i +a, j +a,k)+(cos8) j +(sin®) (a,k —a,i)
=[(1-cos 8)a,a, - (sin O)a; ] +[ (1-cos 0)a; +cos 0 ] j +[(1-cos O)a,a, +(sin 0)a, |k
r(k)=(k.d)(1—cos0)d+(cos0)k +(sinB)d A k
=a,(1-cos0)(a,i +a, j +a,k)+(cos®)k +(sinB) (a,i —a, J)
=[(1-cos 8)a,a, +(sinB)a, | 7 +[(1-cos B)a,a, — (sin B)a, ] j +[ (1—cos O)a; +cos 0 |k

Ce qui donne la matrice de r dans la base (7, j,k) :

(I—cos G)af +cos0 (1-cos0)a,a, +(sinB)a, (1-cosB)a,a,—(sinB)a,
M(;,M) (r)=| (1-cos0)a,a, —(sinO)a, (I—cos 6)a22 +cos0 (1-cos0)a,a, +(sin B)a,
(1-cos0)a,a, +(sinB)a, (1-cosB)a,a,—(sinB)a, (I—-cos 9)a32 +cos0

Rappelons que @, =i.d, a,= j.d et a,=k.d avec a; +a; +a; =1 (car d est unitaire).

2) Soient (7,7, k) est une base orthonormale directe de E et r une rotation d’axe D dirigé et orienté par un

vecteur unitaire d@ =a,i +a, j +a, k et d’angle ¢ [0,7].

D’apres ce qui précede, ona M = M(;ﬂ)(r) =M _+M,, avec:

| a  aa, aa, | 0 a, -—a,
MS=E(M+’M)=(1—COSG) aa, a, a,a, |+cosOIl, et MH:E(M—’M):sinE) —-a, 0 g
aa, aa, a a, —a 0

e SiM=1I,,alors 6=0 et r=id,.

2a; -1  aa, a,a,
* Si M est symétrique et M # I, alors sin@=0, donc 6=n M =| aa, 2a,-1 a,a, | etlon retrouve
a,a, a,a, 2a; -1

facilement a,,a,,a, a partir des coefficients de M.

e Si M n’est pas symétrique, alors 0€ |0, [ et Tr(M)=1+2cos6 donne 6.
0 a, —a,
(M - ’M) =|-a, 0 q |donne.

a, —-a 0

Enfin, a,,a,,a, sont obtenus facilement a I'aide de

2sin O
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— i =—(
[ —E

3) Si rexiste, alors son axe est D = Vect(d) avec d = - j +k ) (a est unitaire).

. . (. 1 . L _
Avec les notations des questions précédentes, on alors a, =—a, =a, =—= et, si D est orienté par d :

V3

r(i) =| (1-cos8)a; +cos 0 | i +[(1-cosB)a,a, + (sin B)a; ] j +[(1 - cos B)a,a, — (sin B)a, |k

[%(l—cose)al2 +cos9} 7+{—%(l—cose)+Lsin9}]+{§(1—cos9)+isin9}lz

V3 V3

Donc :
l(l—cose)+c0s6:0
3 1
1 1 cosb=-7 o
r(i)=—j o {——(1-cos®)+—sinf=—-1 < o 0=—="1[2n].
g 3 NE] . NG 3
sin@=——
L 1= cos6) +——sin8=0 2
3 NE)

Ainsi, si r existe, elle est unique. Réciproquement, la rotation trouvée ci-dessus vérifie bien r(u)=u (car u

RN - = 2n : o o :
appartient a ’axe et r(i)=—j car 0=— 3 [27] et on a raisonné par équivalences ci-dessus.

Finalement :

) g o - - . , 27 , e . ~
La seule rotation vérifiant r(u) =u et r(i)=— j est larotation d’angle 3 et d’axe dirigée et orienté par — i .

Exercice 6

L’espace R® est muni de sa structure euclidienne canonique et orienté par sa base canonique. Dire que A est
une matrice de rotation revient a dire que I’endomorphisme de R* canoniquement associé 4 A est une rotation.

Comme la base canonique est orthonormée directe, A est une matrice de rotation si et seulement si elle est
orthogonale et de déterminant égal & 1, soit (avec det A=a’ +b”> +¢* —3abc) :
a’+b*+ct =1

ATA=1
{ 3 o Lab+bc+ac=0

detA=1
a+b+c=3abe=1

Or, quels que soienta, betc,on a :

a’+b*+c* =(a+b+c) —=2(ab+bc+ac)
(a+b+c)a’ +b*+cP)=a’+b’ + +(a+b+c)ab+bc+ac)—3abe

Donc, si on pose abc=p,ona:

T a+b+c=1
A A=, 3
(S): <ab+bc+ac=0 avec (a,b,c)e R’.
detA=1
abc=p

De plus, quels que soient a, b et ¢, ce sont les racines de (X —a)(X —b)(X —c) et:

(X —a)(X-b)(X-c)=X’—(a+b+c)X*+(ab+bc+ac)X —abc .
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Donc, a, b et ¢ vérifient (S) si et seulement si ce sont les racines réelles de X —X>—p.

Or, le tableau de variations de f: x> x’ —x>—p est:

X | —© 0 2/3 + o0
-pP + oo
F " Thwa
27

. . . . . 4 .
Alors X° —X?*— p admet trois racines réelles si et seulement si — 37" p<0<—p,soit:

4

—-—<p<0.
27 p
Finalement :
T a+b+c=1
AA=1, 3
& sab+bc+ac=0 avec (a,b,c)e R’.
detA=1 4
——<abc<0
27
Donc :

a+b+c=1

A est la matrice d’une rotation r si et seulement si sab+bc+ac=0

—iﬁachO
27

Remarquons que pour a=1 et b=c=0,ona A=1,. On suppose dans la suite que ce n’est pas le cas.

Les conditions ci-dessus étant remplies, appelons D 1’axe de la rotation r et o son angle.

Ona:
3a—1

Tr(A)=3a=14+2cosa0 = cosO=

Cherchons D =ker(A—1,), c’est-a-dire les vecteurs fixes par A. On a :

X X X ax+by+cz=x
Alyl=|ly| & |c a b|yl=|y| & scx+ay+bz=y

Z Z bx+cy+az=z
Remarquons que a+b+c =1, donc e (1,1,1) est solution et comme A est une matrice de rotation d’axe D (une

droite), on a immédiatement D = Vect(é).

Reste  orienter 1’axe ou I’angle. Soit v(1,—1,0)e D*.Ona r(v)(a—b,c—a,b—c), donc ¥ Ar(V)=(c—b)e .

j quand c—b>0 et —arccos(

Alors, si D est orienté par €, ’angle de r est arccos( j quand

c—b<0.Resteavoirlecasou b=c.
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Dans ce cas,ona b=c#0 (sinon A=1,)et:

a+2b=1 1 2
) & a=—— et b=— avechz0 = cosa=-1.
2ab+b” =0 3 3
Donc, r est le retournement d’axe D.
Finalement :
L’axe de la rotation est D = Vect(é) avec €(1,1,1).
Quand D est orienté par €, I’angle de la rotation est :
U arccos( — j quand c—b>0 ;
U —arccos( — j quand c-b<0 ;
e mquand b=c.
Exercice 7

Appelons C et C' les centres respectifs de O(E) et SO(E). On a par définition :
C={se O(E)\Vue O(E), uos=sou}
C'={re SO(E)\Vue SO(E), ucr=rou}

Comme I’application id, commute avec tous les endomorphismes de E, elle appartient 2 C et a C', et
I’application —id, appartient 2 C (attention : —id, & SO(E) car det(—id,)=-1,donc —id, & C").

Soit r une rotation de C' (il y en a, ne serait-ce que id, ). Elle commute avec toutes les rotations de E, donc

pour tout xe E non nul, r commute avec r,, le retournement d’axe dirigé par x.

Onadonc r or(x)=ror (x) et comme r (x)=x, on obtient r, (r(x)) =r(x). Ainsi, r(x) appartient a I’axe de

r., donc est colinéaire a x. Comme, les deux vecteurs sont de méme norme, on obtient finalement pour tout :
VxeE, r(x)=x ou r(x)=—x.

Comme —id, ¢ SO(E),on a r #—id, donc il existe un vecteur non nul x, de E tel que r(x,)=x,.

Supposons qu’il existe x,€ E non nul tel que r(x,)=-x,. Alors, r(x, +x,)=r(x)+r(x,)=x, —x,, mais
d’apres ce qui précede :

® soit r(x, +x,) = x, +x,, ce qui implique x, =0 : absurde ;
® soit r(x, +x,) =—(x, +x,) =—x, —x,, ce qui implique x, =0 : absurde.
Ainsi, il n’existe pas de vecteur non nul transformé en son opposé et donc r =id,. .

Finalement, on a :

C'={id,}
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Soit se C.
e Si s est une rotation, alors comme elle commute avec toutes les isométries de E, y compris les rotations,
donc elle appartient a C', soit s =id,, .
e Si s est une réflexion par rapport a un plan P, alors pour tout xe P et pour tout u€ O(E),ona:
sou(x)=uos(x) < s(u(x)) =u(—x)=—u(x).

Donc u(x)e P*. Ceci prouve que P est stable par toutes les isométries de E, ce qui est absurde (pour s’en

convaincre, il suffit de considérer une rotation d’axe dirigé par un vecteur de P et d’angle 7/2). Ainsi, C ne
contient pas de réflexion.

e Si s est la composée commutative d’une rotation r d’axe D et d’angle o par une réflexion G par rapport au
plan D", alors, la matrice de s dans une base orthonormée appropriée est :
-1 0 0
A=| 0 cosat —sinQ |.

0 sint cosd

010
Et pour tout M € O(3), ona AM =MA.Enposant, M =|1 0 O|,ona M'M =1, donc M€ O(3) et :
0 0 1
0 -1 0 0 coso —sin
AM =|cosaa O -—sino |[=MA=|-1 0 0
sinoc 0 cosx 0 sinx cost

Donc cosa=-1 et sinat=0, soit A=—1, etdonc s=—id,.

Finalement, on a :

Exercice 8

1) L’application g:x+> (x,u)u est définie sur R’, a images dans R’ (car ue R?) et linéaire (par linéarité a
gauche du produit scalaire), donc ge L(R’). Ainsi, f,= id+ag est une combinaison linéaire

d’endomorphismes de R’, donc f, est un endomorphisme de R’.

De plus, pour tous x,ye R’ , ona:
<fa(x), y> = <x+a<x,u>u, y> = <x, y>+a<x,u><u, y>
(1 £200) = (v -y = (5, 3) o) () = (2, ) ) )

Donc, <fa (x),y> =<x, fa(y)> pour tous x, ye R’ et ainsi :

Pour tout ae R, f, est un endomorphisme symétrique de R”.
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2) Si f, est une isométrie, alors pour tout xe R, || fa(x)” :||x|| .Or:

L@l=l e 1L =]’

& [eralou)d =’

=S ||x||2 +2<x,a<x,u>u>+Ha<x,u>u”2 :||x||2
= 2a<x,u>2+a2<x,u>2 =0 (avec ||u||:1)
S (2a+a2)<x,u>2=0
En particulier pour x=u, on a (x,u) = ||u||2 =1#0, et I’égalité ci-dessus donne 2a+a 2=0.
Dans ce cas, la suite d’équivalences ci-dessus donne immédiatement : || 1, (x)” = ||x|| pour tout xe R*.

Enfin, on cherche @ non nul, donc 2a+a’* =0 équivauta a=-2.

Finalement :

1l existe un unique réel non nul a, =—2 tel que f, est une isométrie.

Remarquons que pour a=0, f,= idR3 est une isométrie, mais pas passionnante. ..

Onaalors f,:x— x—2<x,u>u et:

fo=x & 2xuwu=0 & (xu)=0 o xefu}.
De plus :
f_z(u)zu—2<u,u>u=u—2||u||2u=u—2uz—u.

Donc :

f, estlaréflexion par rapport au plan {u}L )

3) Comme f , estune réflexion, on a f_22 = ia’]RS et pour tout ke N :

5 =id,
f_22k+1 — f_2

Alors, pour tout ne N :

2n+l1 n
1 2k 2k+1
+
;k'fz ;(2k)'f2 0(2k+1)'f2
] i

=y —id , + -
=2k R &2k + 1>'f ’

1 . z
—(Zm}d {Z <2k+1)'jf :

+ oo + oo

1
convergent avec =chl et
& z( 2%)! ;(2“1)!

Or, les séries =shl, donc:

1 1
(2k)! o Z(21<+1)v

+ o0

exp(f_,) =Z%f_k2 =(chl)id , +(sh1) f_,

k=0 v+
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Exercice 9

1) Notons P = Vect(e,,e,). Comme la famille (e,,e,) est libre, P est un plan.
Remarquons que pour tout xe R :
fx)= <x,ez>e1 +<x,el>62 =0 & <x,ez> =<x,el> =0 < xeP.
Donc : ker f = P*.
De plus, Im f P et, avec le théoréme du rang, on a rg (f) = dimR® —dimker f =3-1=2=dimP.
Donc: Imf =P.

Si on pose P* = Vect(e;), la famille B, =(¢,,e,,e,) est une base de R’ avec :

f(el)=<el,ez>el+<el,el>ez:<el,ez>.el+||el||ze2
f(ez)=<ez,ez>el+<ez,el>ez=||ez||zel+<el,ez>e2
f(e)=0
Donc :
(eve) el 0
My, (f)= ||€1||2 (e.e2) 0.
0 0 0

Le polyndme caractéristique ¥ , de fest alors :

Xy = X[(X _<el’82>)2 _”61”2”62”2} =X (X —(el,ez>—||el||.||e2||)(X _<el’82>+”el||'”ez||)'

Or, I'inégalité de Cauchy-Schwartz donne — ||el||||ez|| < (el,ez> < ||el||||ez|| (les inégalités sont strictes car e, et e,
ne sont pas colinéaires), donc <el,ez> +||el||||ez|| >0 et (el,ez>—||el||||ez|| <0.

Ainsi, f admet trois valeurs propres distinctes : A, = <e1,e2>—||el||||e2|| <0, A, = <el,ez>+||el||||e2|| >0 et 0, donc f
est diagonalisable.

Enfin, pour tous x,ye R*,ona:

<f(x),y>:<<x,e2>el +<x,e1>e2,y> =(x.e,) (e, y)H{x.e)(er, y) = (x.e )(er, ) +(x.0, ) (e, )
<x’f()’)> = <x’<y’62>el +<y’el>62> = <y’ez><x’el>+<y’el><x’62> = <x’el><62’ y>+<x,€2><€1, y> = <f(x), )’>
Donc, fest symétrique. D’apres le théoréeme spectral, f est alors diagonalisable dans une base orthonormée.

Finalement :

1l existe bien une base orthonormée B de R’ telle que M, =diag(A,,A,,0) avec A, <0 et A, >0.

2) On vient de voir que : si e, et e, sont linéairement indépendants, alors il existe une base orthonormée de R’

dans laquelle la matrice de fest diag(A,,X,,0) avec A, <0 et A, >0.

La réciproque est : s’il existe une base orthonormée de R* dans laquelle la matrice de fest diag (A, X,,0) avec

A, <0 et A, >0, alors e, et e, sont linéairement indépendants.
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On suppose donc qu’il existe B =(¢g,,€,,€,), une base orthonormée de R® dans laquelle la matrice de f est
diag (A, X,,0) avec A, <0 et &, >0.

On a alors Im f = Vect(g,,€,), donc rg (f)=2.
Or, pour tout xe R*, f(x)=(x,e,)e, +(x,¢)e, € Vect(e,,e,), donc Im f < Vect (e, e, ). Ceci prouve que :
rg(e,e,)22.

Comme rg(e,,e,) <2, on obtient rg(e,e,)=2 et les vecteurs e, et e, engendrent un plan. IIs sont donc
linéairement indépendants, ce qui permet de conclure que :

La réciproque est vraie.

Exercice 10

1) Déterminons le rang de A par équivalences par lignes :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -3 —4) """ lo -4 -5 0 0 3

On obtient trois pivots (non nuls), donc rg (A) =rg(c,,c,,c;) =3, ce qui prouve que :

La famille (c,,c,,c,) est une base de R’.

1

RN
NN

2) Ona ||c1|| :\/g, donc on pose : u =

On cherche alors V =Ac, +c¢, tel que <V, c1> =0, soit :

(Ae,+cyu0)=A(c) ¢ ) +{c,0 ) =6A+4=0 & x:-%.

2 o5 ! 7 J3 :
Donc, V=——c¢ +c,=——|2+| 3 =—| 5 . Alors, V||:— etonprend: v=—| 5 .
3 3 1 3 11 \/3 21 11

Enfin, on cherche W = o, + B¢, + ¢, tel que <W, cl> = <W, c2> =0, soit :

5
a{c,,c)+B{cy e ) +{c; e ) =60+4B+5=0 “=9s
=
Oc<cl,c2>+B<cz,cz>+<c3,c2>=4OL+19B+25=O B:_ﬁ
49
1 1 1 -9 N . -9
Donc,Wzicl—@c2+c3:i 2—§ 3+ 4 :i 4 . Alors, W||=£ etonprend: w=—=| 4 .
98 ' 49 98|\ 49| |, 98|, 14 742 |
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Ainsi :
1 1 -9
1 V3 1
u=——=\2 yv=—m-1_ 5 w=—-= 4
Je |, 21| 2| |

3) Les matrices de SO, (R) sont les matrices de rotation : on cherche S =(

o 0% ocosO—PsinO =7y
S = = )
B 0 osin®+pBcos0=0

B

cosO —sin Gj
lors

sin® cosO

11 suffit alors de choisir 0 tel que asin0+pcos0 =0, soit 6 =— arctan (—j siaaz0,0u 6 =§ sio=0.

o
Dans les deux cas, on a Y= 0o.cos0—Bsin 6. Ainsi, on peut prendre :

9=—arctan(Ej et y=ocosO—Psin®  quand ot #0
o

(cos 0 —sin Gj
S = avec

sin® cosO T

925 et yY=—f quanda=0

Et donc :

o
Il existe une matrice S e SO,(R) telle que S [Bj = ((U avec Y comme ci-dessus.

0 1 00
4) Remarquons déja que si Se SO,(R), alors { S OJ et (0 S J sont dans SO,(R).
0 01

De plus, X = appartient 2 O,(R) (c’est une matrice de symétrie orthogonale).

S O =
- O O
S = O

1 1
Ona A=[2 3 4 |
1 -3 —4

—_—

n (v
Commencons par chercher S, € SO,(R) telle que S, =10

N . (. . 2
D’apres la question précédente, si on prend 0, = — arctan (T

Jz—arctan(Z),ona Gle}—g,O[ et :

1 1
c0sO, =4/c0s’ 0, = |[——— =—
: "\ l+tan’8, 5 (1 2
donc §,=—F
2

Jl=2 1)
NG

sin®, =cos6, tan O, =—
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1 1 2 0
Sionpose R =—=|-2 1 0 |€e SO,(R),ona:
Bl 045
1 5 7 9
RA=—| 0 1 2 |
S RN A -
Et:
5 7 9
XRA=—=|\5 —35 —a5 |.
\/g 0 1 2

5
On prend maintenant S, € SO,(R) telle que S, [ \/gj = (gj :

. 5 .
En procédant comme plus haut avec 0, =— arctan (?j , on obtient :

S :L(fs 1}.

6(-1 5
| V510
Avec Rzzﬁ -1 5 \;)_ € SO,(R),ona:
0 O 6
L [65 45 s
RXRA=——| 0 -22 -29|.
1 NN

— —22) (v . J6
Enfin, soit S, € SO,(R) telle que S, =| " |. On obtient 6, =arctan| — | et :
* V6 ) \o 22

g1 [1V2 -\
TSl 2
| W5 00 0
Alors, avec R3:T 0 112 -3 |e SO,R).ona:
N3 o2
14 5
Jo N6 e
7 65
RRXRA=| 0 ——F— ———|.
3572 1 \/g 7\/5
3
0 0 —
72

Enfin, si Q=R,R, XR,ona Q€ O,(R) car R,,R,,X,R € O,(R) et O,(R) est stable par produit, donc :

Il existe bien Q€ O,(R) telle que QA soit triangulaire supérieure.




PSI* 17

4 5
6 A5
Jo e
5) En multipliant 2 gauche la relation QA=| 0 —% —6—\% par D =diag(1,—1,1)e O,(R), on obtient :
7
3
0 0 —
72
4 5
NS
Je e 7 14 7
Q'A=| 0 % % =T avec Q'=DR3R2XR1==% V2o os2 -2,
o o 3 —9\/5 4\/5 \/5
72

Avec la base (u,v,w) obtenue dans la question 2, P, la matrice de passage de la base canonique B, de R’ ala

base (u,v,w) est:

7 2 -93
, 1
P=pM""=—=ol14 52 43
: 76
7 12 3
Etona:
Q' — tP — tPéLu,v,w)
De plus, on a avait :
1
u=—=c
\/gl
23 B
BT
V2 62 T2
w= ¢ — c,+ [oX
42 21 3

Comme (u,v,w) et (c,c,,c.) sont des bases, on a P> = A (car c,, ¢,, ¢, sont les colonnes de A) et les
1062563 B, 1> €2 G5

relations ci-dessus donnent :

1L a5

N 21 42
R=p"™ = V3 2 |,
€),65,C3 0 —_- =

7 21

Avec la relation de Chasles, on a :
A= = B = R
Et, comme B, et (u,v,w) sont orthonormées, ona P = Pjéf‘"”w) e O,(R), P"'="P et:
R'="PA.

Or, le calcul donne TR=1,, donc R™'=T et Q'A=T se récrit Q'A=R"". Ainsi, R™'=Q'A="PA et

comme A est inversible, on retrouve Q'="'P. Ouf !



