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Corrigeés des TD du chapitre 16

Exercice 1

L’espace R" est muni du produit scalaire canonique. On note (g, ..., €,) labase canonique de R".

Pourtous i, je 1,n
Zai’kak’j = Z(aiakak(xj ) = o0 [Zafj —oua; =28
k=1 k=1 k=1

Donc, A” = A et A est une matrice de projecteur.

De plus, si on pose e, =a,g, +...+0a,€,, Onapour tout je 1,n

n~n?

n n n
f(sj) =k2:akyj8k =k2:akaj8k :ocij:(xksk =08 .
=1 =1 =1

Comme Zaf =1, les a; ne sont pas tous nuls (et e =0), donc :
k=1
Im f =Vect(e).
Par le théoréme du rang, on a dimker f =n—rg(f)=n-1.
Soit pe 1L,n telque o, #0.Pourtout je 1L,n ,ona:
fla,e;—ae)=a,f(g)—a;f(e,)=00,e, —a0e, =0.

Donc, a,&; —a e, eker f etsi A,...,A A

Z Ai(o,e;—04e,)=0 < Z ocpkjej—[ Z Kjochsp:O.

i=Lj=p i=Ljzp i=Ljzp

pi1r -1 Ay SONtdes réels, ona:

Comme (g, ..., &,) est libre, ceci donne o A; =0, soit A; =0 (car o, #0) pour tout je 1,n \{p}.

Ainsi, la famille ((xpsj —(xjsp) est une famille libre de n—1 vecteurs de ker f, qui est de dimension

je Ln \{p}

n—1, donc (oc £ —0OL.E ) est une base de ker f .
Pl V7P Jje 10 {p}

Enfin, pourtout je 1Ln \{p},ona:
(a,e;—ae,le)=a,le)-a;,|e)=a,0;,—aa,=0.
Donc, pour tout je Ln \{p}, o &, —a;e, Le, cequiprouve que:

kerf LImf.

Finalement :

L’endomorphisme canoniquement associé a A est le projecteur orthogonal sur Vect(o,g, +...+ 0, €,) .
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Exercice 2

1) L’application (f,g)+>(f|g) est clairement symétrique et bilinéaire (du fait de la linéarité de la dérivation
et de I'intégrale). De plus, pour tout f ¢E,ona (f|f)=[ f®)?dt+[ f()dt=0 et, comme [ f(t)dt=0
1 1 2 .
et Iof (t)°dt>0,0ona:
(f1f)=0 < jof(t) dt_jof (t)2dt =0.

Or, f? est positive et continue sur [0;1], donc :

1

jo f(t)’dt=0 < f’=0 < f=0.

Ainsi, (f | f)=0 sietseulementsi f =0, et finalement, (f,g)+> (f|g) est une forme bilinéaire, symétrique
définie positive sur E, donc :

(f,9)—(f|g) définit un produit scalaire sur E.

2) Remarquons que W est I’espace vectorielle des solutions de 1’équation différentielle linéaire homogene
d’ordre 2 : y"—-y=0.

Sionnote f:[0;1]] >R;t>e et f,:[0;]]>R;tr>e ', ona f,f,eE etces deux fonctions forment une
base de I’espace des solutions de y"—y =0, donc:

W =Vect( f,, f,).

Ceci prouve entre autres que W est bien un sous-espace de E. On prouve facilement que V est non vide (il
contient la fonction nulle) et stable par combinaisons linéaires, donc V est aussi un sous-espace de E.

Soit maintenant f € E.

S’il existe (f,, f,)eV xW telque f =1, +f,,alorsona f, =af, +bf, avec:
f(0)=f,0)+f,(0)="f,0)=a+b
fQ=fO+f,Q@= fW(l)zae+g

On obtient alors :
f(0)—ef (1)
a=——"—"
1-e
e’ f (0)—ef (1)
b=—""7F—=
e’ -1

Donc:

f (0)—ef (1 e’ f (0)—ef (1
f, = (]-)_ez()fﬁ- (ez)_l Wt et g, —f—1,.

Ainsi, si f, et f, , elles sont uniques.

f(0)—ef (D) f +ezf(O)—ef(l) f

Réciproguement, si on pose f, =
proq p W 1 o2 | 1

et f, =f—1,,onaimmédiatement :

f=f +f, et f, cW.
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On montre facilement que f, (0)=f(0)-f,(0)=0¢et f, ()= f@) - f, (@) =0, doncque f, eV.

Ceci prouve par analyse-synthése que :
E=VoOW.

Pour montrer que V LW , il suffit de prouver que f, et f, sont orthogonales a toute fonction de V.
Soit f eV.Ona f(0)=f(1)=0et:
1 1 1 1
U|n)szamwpq;fnpﬂtZL[uoé+f(ﬂd]mz[famjozfax-fanzo
1 B 1 B 1 _ e Lt f
(f|g):Lfamtm+Lf(neetyn:-L[—famt+f(oet}nz-[famtjoz- @, +f(0)=0

Donc, pour tout f eV ,ona f L f et f L f,, etainsi:

V1W.

Finalement, on obtient bien :

4) Pourtoute f eE_,,ona f(0)=o et f(1)=p. Avec ce qui précede, on peut écrire :

f=f,+f,

o,p?

a—ef ., eo—ep
- 1 > f

avec f, eV et f, = , €W,

Ammﬁwa:QJ_m,onaE{faf+f(Uﬂdtﬂﬁnzzwwf+”m”2m:

o—€ e’o—e a—eBY a—ep e’a—e e’o—¢
Il <[ 1,0 22 o (B 2D D g 1T
Ona:
|67 = [} .+ £, dt = [ 2e*dt =e? -1
(f,16)=] LOLO [ L O Odt= [ e'edt+ [ e'(-e)dt=0
2
|HJ2=LIfADZ+f;af]dt:E2eZﬂt:—e2+l:ee;l
Donc :
2 2
o—e e’a—ep ) e° -1 (oc e)? + (ea.—B)? (e +1)(0® + %) —dea
||fw||2:(1_e£3j (e2—1)+[ e2—1Bj e’ Be -1 : e’ —Bl g
Enfin :
. 1 , .
inf (LLF@7+ £©Jat)=inf (19F)= jnf (%11 6l) =l
Donc .

(e* +1) (o’ +p*) —4ea
e’ -1

E&U[u0+fm]m)
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Exercice 3

Soient B. =(e,,...,e,) et B, =(e,,, -.,€,) des bases orthonormees de F et G respectivement (avec
n=dimE, p=dimF et n—p=dimG). La famille B=(e,,...,€,,€,,,...,€,) estalors une base de E adaptée
a la décomposition E=F ®G.

Onaalors M,(s) =diag(l, ...,1 -1, ...,—1) ou le 1 apparait p fois et :

e, sl 1<k<p
S(ek)= .
—e, sl p+l<k<n

Onaalors:
e pourtout (i, j)e Lp °, (s(e)ls(e;))=(e |e,) =5, (car (&, ..., e,) estorthonormée) ;

e pourtout (i, j)e p+Ln 2 (s(ei)|s(ej)):(—ei |-€,)=(&e;)=5; (car (e,,,-,&,) estorthonormee) ;

e pourtout (i,j)e Lp x p+Ln, (s@e)|s(e;))=(el-e)=—(ele)).
Onaalors:

G=F" GLF

B=(e, €, €, -, €,) est orthonormée
V(i,)e Ln ", (gle) =5
V(i,))e Lp x p+Ln, (g]e;)=0

V(i,j)e Lp x p+Ln, (ele)=-(ele)
v (i, j) e o FI=2n e 1e) =(s(e) Is(e)))
v (i, ) e {n Tl le) =(s(e)Isee)))

0 0000 00

Ceci prouve que (i) équivaut a (ii).

De plus, comme M,(s)=diag(l, ...,1, -1 ...,—1) est diagonale donc symétrique, s est un endomorphisme
autoadjoint si et seulement si la base B est orthonormée, donc (iii) est équivalente a (i) et (ii) et ainsi :

Les assertions (i), (ii) et (iii) sont équivalentes.

Exercice 4

Notons B=(g,,..., €,) labase canonique de R" (muni du produit scalaire canonique) et B'=(c, ..., c,) ou les
c, sont les vecteurs colonnes de A. Comme AeGL, (R), B' est une base et on a A=P; (la matrice de
passage de B a B').

Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, il existe B"=(e,, ..., e,) une base orthonormée de E
telle que, pour tout ke Ln , Vect(e,...,e)=Vect(c,..., c, ). Ceci se traduit par pour tout ke 1n

¢ eVect(e,...,8) = C =, & +..+A E.

7\'1,1 7\'1,2 e )bi,n—l 7\'1,n
0 %, = :

Alors Py =| 0 0 .2, . *,, | donc R=P, esttriangulaire supérieure.
S

n-1,n-1 n-1,n

0O 0 - 0 A

n,n
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Par ailleurs, comme R" est muni du produit scalaire canonique, la base canonique B est orthonormée. Comme
labase B" I’est aussi, Q=P est orthogonale.

Enfin, la relation de Chasles donne P, =P, P.., soit,avec A=P}, R=Pg et Q=P; :

A=QR avec Q €O(n) et R triangulaire supérieure.

Exercice 5

1) On a par définition :

rg(A) =rg(F)

2) Pourtoutie 1,p ,appelons (X, X,;,..., X,;) les coordonnées de x; dans la base orthonormee B .
On aalors, pour tout (i, j)e 1, p 2,
(% | Xj) :ZXk,iXk,j '
k=1
Par ailleurs, A=M(F)=(x;)eM, (R) et 'A=(x;;) e M, (R) donc A'A est définieet A"Ae M (R).
Si on pose ATA=(aiyj), onapourtout (i,j)e Lp ?

n
& j :Zxk,ixk,j =(% | %;)-
k=1

Ainsi :

G=A"A

3) Soit X ekerA.Ona:
(ATA)X =AT(AX)=AT0=0 = X eker(ATA).
Ainsi :
ker Ac ker(ATA).

Soit maintenant X e ker(A'A),ona:
|AX|® = (AX)T(AX) = (X TAT)(AX) = X "(ATAX) = X0 =0.
Ainsi, |AX| =0, donc AX =0, soit X eker A. Ceci permet de conclure que :

ker(ATA) c ker A.

Finalement :

ker(A"A) = ker A

Par le théoréme du rang, on a rg(A)+dim(ker A)= p et rg (A"A)+dim(ker(ATA))=p.

Or, comme ker(ATA) =ker A, ona dim(ker(ATA)):dim(ker A) etainsi, rg (A"A) =rg(A).
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Comme G =A"A et rg(A) =rg(F), on a finalement :

rg(F)=rg(G)

4) La matrice G = A" A est une matrice symétrique réelle de M, (IR), done, d’apres le théoreme spectrale, elle
est diagonalisable. Si ses valeurs propres (distinctes ou non) sont A, A,,..., A,,0na:

detG=2A,..A,.
Soit ke 1,p et X e M, (R) un vecteur propre de G associe a &, . Ona GX = ATAX =2, X , donc :

2
XTATAX =, XX <& (AX)AX =|AX[ =0 X[ < xkzm (car | X| =0).

)

or, |AX|* >0 et |X|" >0, donc %, >0. Ceci étant vrai pour tout ke 1,p ,ona Ay hy 20, sOit :

detG >0

Ona detG =0 quand rg(G) =rg(x, X, ..., X,) < p, donc :

detG =0 si et seulement si F =(x, X,y .5 X,) €S liée.

5) Si xeF, alors d(x,F)=0 et la famille (e,e,,...,e,, x), donc detG(e,e,,...,e,, x)=0 et la formule
désirée est vérifiée (les deux membres valent 0).

Si xg F,posons e, =X—pg(x) =0, 0u pg(x) estle projete orthogonal de x sur F.

Onaalors d* =d(x,F)* =|e - (€,..1€,,1) et e, . e F*, doncpourtout ke 1, p , (g |e,,)=0.Ainsi:

p+1
&le) -~ (ale) (le,.) 0
: : : G(e,e,,..,e) i
G(e,e,,...,e ,€ .)= = 12 o
ot en®)= @le) - @le) @le 7| o
(ellep+1) (ep |ep+1) (ep+1|ep+1) O e 0d2
Alors :
0
G(e,, e, e,) =

detG(e,, e,, ..., €,,€,,) =det

=d’detG(e,e,,..,e,).

TP
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Par ailleurs :

(ellel) (ellep) (ellx_pF(X))
detG(e, e, ..., €,,€,,) = @le) — (le) (e lx-p,()
e le,) - (g, le,) (&, 1x—p.(x)

(el | el) (el | ep) (el | X) _(el | pF (X))

ele) - (le) (& 19)-(e,1p(x)
ele,) (g le,) (&.1%0—(e,. 1P (x)

p
Or, pe(x) e F=Vect(e,e,,...,€,), donc pF(x):Zaiei et:

=y

@|mu» ele)
p .
(e, 1.0) %k‘w|e)'
(e, 1 P (%) (e,..1¢e)
Alors :
(el | el) (el | ep) (e1 | X)
detG(e, e, .., €,,€,,1) = @le) ~ (le) (1%
(el | ep+1) (ep | ep+1) (ep+1 | X)
(e le) = (e le,) (e, %)
B (e le,) = (e, le,) (e, 1%)
@) -(elp(X) - (e, 1x—(e, 1 p(¥)) (XI%)=(x]p.(x))

(1P ()Y ele)Y
Et comme plus haut, on a (epIF;F(X)) IZ::a, . ‘Ie) donc :
(X1 pe (%)) (x]e)
(el | el) (el |ep) (e1 | X)
detG(e,e,, ..., €,,€,,) = @le) ~ (le) (] =detG(e;, €,,...,€,, X).

€1x) - (g, 1% (x]x)
Ainsi,ona:
detG(e,, &,, ..., €, €,,) =d*detG(e,, &, ..., e,) =detG(e,, &,, ..., €,, X) .

Et comme la famille (e,,e,,...,e,) est une base, elle est libre, donc detG(e,, e,,...,e,) =0 etainsi:

detG(e, e, .-, €,, X)
detG(e,e,, ..., €,)

d’>=d(x,F)* =
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Exercice 6

Comme la matrice A est symetrique réelle Ae S, (RR), elle est diagonalisable dans une base orthonormée de R"
(muni du produit scalaire canonique). Donc, il existe (A, A,,...,A,)eR" et B=(u,U,,..,u,) une base
orthonormée de R" tels que D=PTAP ol D=diag (A, %,,...,A,) et P est la matrice de passage de la base
canonique de R" (qui est orthonormée) a la base B (donc P € O(n)).

Pour tout ke 1,n , notons U, € M, ,(IR) la matrice colonne des coordonnées de u, dans la base canonique.

On a immédiatement U,'U, = Ju,|* =1 (en identifiant une matrice 1x1 et son coefficient).

De plus, si on note E, ; les matrices de la base canonique de M, (R), ona:

D =diag (A, Ay, ..., A0) = D A Ep -
k=1
Donc:

A=PDP' = P(ZXKE“)PT => MPE PT.
k=1 k=1

ul,k
. . u2,k
Enfin, si pourtout ke 1L,n , U, =| 2|, ona P=(u;)
: 1 J1<i j<n
un,k
u, ul,k u, 0 0 0 u1,1 : uk,l u, ul‘kul,k ul‘kuk,k ul,kun‘k
. : : : : :
PEk,kP = uk‘l uk,k ukn 0 1 0 ul,k ukk unk = uk,kul,k uk,kuk,k uk,kun,k _UkUk
u u u 0 0 0 UV u u u u u u u

Donc, on a bien A= ZkkUkUkT et ainsi :

k=1

Il existe bien (A, &,,..., ) €R" et (U,,U,,...,U,) &(M,,(R))’

tels que pour tout ke L,n , UU, =1et A=> AU U .
k=1

Exercice 7

Dans tout I’exercice, on identifie R" et M, ,(IR), que I’on munit de sa structure euclidienne canonique.

1) Comme u est autoadjoint, il existe une base orthonormée de vecteurs propres de u (el, €y ey en), d’apres le
théoreme spectral. Et quitte a reorganiser les vecteur, on peut supposer que pour tout i€ 1,n , A, soit la valeur
propre (reelle) associée a e, avec A, <A, <..<A,.

Alors, pour tout x =Y xe, de E tel que x=0, 0na u(x)=>_xu(e) =Y xA\e et:
i=1 i=1

(x]u(x))= ikixf :
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Comme pourtout ie Ln , A, <A, <A etx’>0,ona:

M| :xlgxf :;xle <(x|u(x))= ;knxf :xn;xf =2, |IX|*

Et comme ||x||2 >0, on obtient, pour tout vecteur x non nul de E :

L) oy
]
2) Soit X =(%, X, ... x,)T €M, (R).Ona:
n n X. X.
XTHX = —
iz_l:jz_;‘I+J—1
Sion pose f(t) =Zn:xit“1 ,onapourtout teR :
i=1
n 2 n n n n
f () =(z xiti‘lJ :Lz xiti‘lj(z thH} =D xxtE,
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Comme f est une fonction polyndmiale, f? est continue sur R et :

I:f(t)zdt—zn‘,zn:(xixjﬁtiﬂZdt)—ii{xix{ I TJ_Z“:Z“: X xTax

il j-1 i-1 j-1 i+j-1], T galt+]-1

Ainsi, comme f? est continue et positive sur [0,1], ona X "HX =j:f(t)2dt >0 avec :

XTHX=0 & [ f®)dt=0 < vte[01], f)=0.

Ceci veut dire que f est nulle sur R tout entier (elle est polyndmiale et admet une infinité de racines), et donc
que tous ses coefficients sont nuls, soit pour tout ie L,n , x, =0 etdonc X =0.

Ceci prouve que :

H est définie positive.

3) a. Ona S=A"A, donc:
ST=(ATA) ' =A" (A" =ATA=S.
Donc, S est symétrique.
De plus, pour tout X e M, ,(R) :
XTSX = XT(ATA)X = (XTAT)(AX) = (AX)"(AX) =|AX|" >0.

Donc, S est positive et ainsi :

S est une matrice symétrigque positive.
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b. Si S est une matrice symétrique positive, alors il existe deux matrices D =diag (A, A,, ..., A,,) avec A, e R,
pour tout ke L,n et PeO(n) telles que S=PTDP.Comme les A, sont positifs, on peut poser :

A=diag (A, Ay, i fAy).
Ona D=A” et AT =A (car A est diagonale), donc :
S=P'DP=P'A’P=PTA'AP = (AP)"(AP) = A"A avec A=AP e M, (R).

Ainsi :

Si S est une matrice symétrique positive, alors il existe Ae M, (R) telle que S = ATA.

Comme (-A)"(-A) =A"A :

La matrice A n’est pas unique.

c. Nous revenons icia S=A"A. Onavu que pour tout X e M, (R), X'SX =|AX ||2 donc :
XTSX =0 < |AX|=0 < AX=0 < XeckerA,

Alors :

. <  ker A={0}.
X'SX=0&< X=0 XekerA < X =0

S est définie positive < (

VXeM,, (R): j (‘v’ XeM,, (R):
=

Autrement dit :

S est définie positive si et seulement si A est inversible.

d. Soit X e M, ,(R).
On a d’une part :

XekerS < SX=0 = X'SX=0 < XekerA.
Donc kerS — ker A.

Et d’autre part :
XekerA & AX=0 = SX=A'AX=0 < XekerS.

Donc ker Ac kerS.
Ainsi, ker A=ker S, donc, avec le théoréme du rang, on obtient :
rg (A) =n—dim(ker A)=n—dim(kerS)=rg(S).

Ainsi, on a bien :

rg (A)=rg(S)
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4) Si S est une matrice symétrique positive, alors il existe deux matrices D =diag (A, A,, ..., A,) avec A, e R,
pour tout ke L,n et PeO(n) telles que S=PTDP.Comme les A, sont positifs, on peut poser :

A=diag (A, Ay, i fAy).
Onaalors D=A’ et,avec PP" =1 :
S=P'DP=P"A?P =PTAAP = PTA(PPT)AP = (PTAP)(PTAP) = R?.
avec R=P"AP. Comme \fﬁ sont positifs et P € O(n), R est bien une matrice symétrique positive.
Ainsi, il existe bien une matrice R symétrique positive telle que R* =S . Reste a prouver 1’unicité.

Soit M une matrice symétrique positive telle que M? =S.

Comme M est symétrique reelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormee. Soient ..., u, Sses
valeurs propres distinctes deux a deux (toutes positives, car M est positive) et E,,..., E  les sous-espaces
propres associes.

Soit ke 1,p .Pourtout X e E,,ona MX =p, X, donc :

SX =M?*X =M (MX) =M (i, X) =, MX =p, (1, X) =p2X .
Ainsi, p2 est une valeur propre de Set E, — F,, ol F, est sous-espace propre associé a p, .
Remarguons que comme les p, sont positives,ona: p/ =p’ < p, =p,. < k=k'.
Onaalors dimE, <dimF,, donc :

n=dimE, +..+dimE, <dimF, +...+dimF <n.

Ainsi, dimF, +...+dimF =n et, comme pour tout ke 1,p , on a dimE,_<dimF_, ceci implique que pour
tout ke L p , dimE, =dimF,.
Finalement, pour tout ke 1, p , E, cF, et dimE, =dimF, , donc les sous-espaces propres de M et S sont les
mémes et les valeurs propres de S sont p/’, ..., u; .

Or, la matrice connue est S, donc ce qui précéde se reformule en: les valeurs propres de M sont
ﬁ/%z .fkp ou Ay, A, ..., A, sont les valeurs propres distinctes deux a deux (et positives) de S et le

sous-espace propre de M associé a ,/Xk est le sous-espace propre de S associé a A, .

Ainsi, les valeurs propres et sous-espaces propres de M sont fixés, ce qui détermine completement la matrice M
et donc R est unique.

Finalement :

Il existe une et une seule matrice R symétrique positive telle que R* =S .

Remarquons que si on omet le caractére positif, il existe plusieurs matrices dont le carré est S.

5) Soient A,, A,, ..., A, les valeurs propres positives de A.
Pour tout (A, X) e RxM,,(R),ona:

AX=2X < X+AX=X+AX < (I, +AX=01+1)X.
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Donc, les valeurs propres de I, + A sont 1+A,,1+A,,...,1+A, et, pour tout ke 1Ln , la valeur propre 1+2,
de I,+A,1+A, estde méme multiplicité que la valeur propre A, de A. Ainsi :

det A=A, .. A, et det(l, +A) = (1+A)A+A,) ... A+24,).

On veut donc prouver que si A, A,, ..., A, sont n réels positifs (distincts ou pas), on a:

1+, oy SYA+A)E+A,) . (L+2,) .
Précédons par récurrence sur ne N,

e Pour n=1,soit A, e R, .Onaalors 1+ fa, =1+, =41+, , donc la relation est vérifiée.

e Supposons I’inégalité vraie d unrang ne N . Soit (A, A,,..., A,) e(R,)".

Posons a = r/klkz A, eth= Q/(1+ A)A+N,) ... (L+A,) . Par hypothése de récurrence, ona 1+a<b.

Soit la fonction f définie sur R, par:

1 n 1

f () =@+ A)A+A,) o L+ A )A+E) =" FAh, A —1=bM (L+1)™ —anagnd 1,

La fonction f est dérivable sur R’ , en tant que différence de telles fonctions et, pour tout t e R,

" LI v (@)
f (t) — 1 bn+1(1+t)n+l - _ 1 an+1tn+l ! — i (L) ! _(Ej ! .
+1 n+1

n+1{\1+t t
Onadonc:
f()>0 < (ij””z(ﬁj“” e 222 o poaza
1+t t 1+t t

Et comme 1+a<b,ona b-a>1>0, donc f(t)>0 quand tzbizo.
-a

Ceci prouve que f est décroissante sur {O,i} et croissante sur {bi& oo{ et donc que f admet un
-a

—a

.. a )
minimum en ——. Enfin,on a:

b-a
n i n i
f( a j=b”+l(l+ a )ml_aml( a )nﬂ—l
b-a b—a b—-a
1 1

n n+l _n n+1 _ n

:bn+1 b - _an+1 a . _l: b al _1:(b_a)n+l_

(b—a)"t (b—a)" (b—a)"

Or,onavuque b—a>1, donc (b—a)"* >1 et f(b j>0
-a
Ainsi, le minimum de f sur R, est positif, donc f est positive sur R, etpourtout A, R, , f(A ,)=>0.

Finalement, on obtient pour tout (A, Ay, ..., A, &) € (R,)™ -

f(hp) ="JA+A)A+R,) o A+ ) A+ R, ) = YA, .. -1>0.

n n+1
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Soit :

n“*n+l —

Lm0y o Ak <MY+ A+R,) . @2 )L+ A, ,) -

La propriété est vraie au rang n+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, ce qui prouve que 1’on a bien :

1+Ydet A < g/det (I, +A)

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AAA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A
AAA A AAA A A AAA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN

Exercice 8

1) Larelation < étant une relation d’ordre sur R, < est immédiatement réflexive et transitive.
Reste a voir I’antisymétrie. Soient A,B € E tellesque A<B et B<A.
On aalors pour tout X e R", XTAX < X"BX et X"AX > X "BX, soit :
XTAX=X"BX < X'(A-B)X=X'CX =0 avec C=A-B.

Comme E est un espace vectoriel, CeE=S5, (R), donc C est une matrice symétrique réelle donc
diagonalisable dans une base orthonormée, autrement dit, il existe deux matrices PeO,(R) et
D =diag(™,, ..., A,) (ou les A, sont réels) telles que C=P'DP et pour tout X e R" :

XTCX=X"P'DPX =Y'DY =0
avec Y =PX, qui décrit R" quand X décrit R". Ainsi, pour tout Y e R", Y'DY =0.

En notant (g, ..., €,) la base canonique de R", on a alors pour tout ke 1,n , e, 'De, =A, =0 etainsi, D=0,
donc C =0,, soit A=B. Finalement, < est antisymétrique et donc, c’est une relation d’ordre.

Sionpose A=E, et B=E,,,ona:

"Ae, =1
i = ¢ 'Ae >e'Be
e, 'Be =0
e, Ae, =0

P = e, Ae, <e, Be,
e, Be, =1

Donc, onn’ani A<B, ni B< A etal relation < n’est pas totale.

Finalement :

La relation < est une relation d’ordre non total sur E.

2) Soit (Ak )keN est une suite d’éléments de E, croissante et majorée pour la relation <.
Il existe alors M € E telle que pour tout ke N, A <A _, <M, soit pour tout X e R" :
XTAX<XTA X <XTMX .

Ainsi, pour X e R" réel fixé, la suite réelle (XTAkX)k , est croissante et majorée, donc convergente.

En particulier, pour tout ie Ln , lasuite (e'Ag )  converge.
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Or, sionnote A =(a,; )i j<,»ONA (eiTAKei)k . :(ak ii)k ., etdonc (ak ii)k ., converge vers un reel ;.
" = € " € n € '

De plus, pour tout i, je 1,n tel que i= j, lasuite ((ei +eJ.)TAX(ei +ej))k ., eonverge et pour tout keN :

(5 +ej)TA<(ei +€)=a;; & +a i T,

Mais, A € E, donc A est symétriqueet a,;; =a, ;;, donc:

K,ji?
1
(G+e) Al +e) =a+2a, 43, < ag = (@ +e) Al +e)-a, -]

Et comme les suites (a,;,), .+ (a;;),_, e ((&+e) A(e+e;))  convergent, lasuite (a,, ) converge

keN '
versunreel a ;.

Ceci prouve que la suite (A, ), converge vers une matrice A=(a, ;). i<, € M, (R).

Or, l'application M +>MT est continue sur M,(R), donc A'————>A", mais pour tout keNN,
A €S,(R) donc A" =A ———> A et par unicité de la limite, on obtient A" = A, soit A€ S, (R).

kK—+o

Ainsi :

Toute suite (A, )keN , Croissante et majorée pour <, converge dans E.

Exercice 9

1) Notons A=(g ;). Onveut:
Ac A (R) < VPeO,(R), P *AP=PTAP esta diagonale nulle.

(=) Si Ae A (R), alors pour tous i, je Ln , a;=—a,; eten particulier, pour tout ie Ln , a;=-4a;,
soit a;; =0, donc si A est antisymétrique, elle est a diagonale nulle.

Or, pour toute matrice PeO,(R), on a (PTAP)T =PTAT(P") =P"(-AP=—PTAP. Ainsi, PTAP est
antisymétrique, donc a diagonale nulle.

(<) On suppose ici que pour toute matrice PO, (R), PTAP est a diagonale nulle. En particulier, A est a
diagonale nulle (car 1, € O,(R) et 1 TAl = A).

Soit maintenant pour tous i, je L,n telsque i=j :

0 .. i z
.1 0 0.0 0 0
0 212 0 0 =212 0 i<
o 0 1 o o0
P, = : 0. 0 :
0 1 5
0 V212 0 w0 /2 0 1|«
0 0 0.0 0 1 - :
. : . . 0
0--0 0 0--0 0 00
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Ona R, €O, (R) etsionnote R,"A=(c,,) et B,"AR, =(b,,),ona, avecles a,, nuls: .

Ci= \Ea
i T4 Y
2 donc bli:_ﬁcii—i_ﬁcij:l(aij—i_aji)'
J2 ’ 2 2 2 ’
G i =7ai,j
Or, PTAP est a diagonale nulle donc b;; =0, ce qui donne a;; =—a, ;. Ainsi, A est antisymétrique.

Finalement, on a bien :

A est antisymétrique si et seulement si P AP est a diagonale nulle pour toute matrice orthogonale P.

2) Soit X eker(l,—A).Ona (I,-A)X =0, donc:
AX=X.
Or:
(AX|X)=(AX)TX = XTATX = XT(- A)X =— XTAX =—(X | AX ) =—(AX | X).

Donc, (AX | X)=0, mais comme AX =X, on obtient (X | X)=0, soit X =0.
Ainsi, ker(1,—A)={0}, donc I, — A estinversible.

Alors, (I —A)" et est aussi inversible et (I, —A)" =1 "—AT=1_+ A, donc I+ A estinversible.

Finalement :

I,+Aet I —A sontinversibles.

3) Onpose B=(I,+A) (I, - A).
Avec (I, —A)" =1 +A etde méme, (I,+A)" =1 —-A,ona:
B =[(1,+A (1, -A] =(,-A [, +A ] =, -A[(,+A"] =1, + A1, -~
Or, (I,+A) ' et I, —A commutent. En effet :
(In+A)’1(In—A):(In+A)’1[2|n—(|n+A)]:2(IH+A)71—IH
(In—A)(In—kA)_l:[Zln—(ln+A)](In+A)_1=2(|n+A)_1—|n

Donc, B =(1,—A)*(I, +A) et:
BB" =[(1,+A) (I, = A [[(1,=A (1, +A) =, +A) (1, =AU, = A (1, +A) =, +A) (I, +A) =1,.
Donc, BeO,(R) . De plus :
det B = det[ (1, + A) (1, - A) | =[det (1, + A)] “det(1, - A)
=[det‘(|n+A)]_ldet(|n—A):[det(ln—A)]‘ldet(ln—A):1

Ainsi, on a bien :

B eSO, (R)
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4) Onavu plus haut que B=2(1_ +A)™" —1_, soit:
| +B=2(1,+A)".

Comme (I, +A)™* estinversible :

|, + B estinversible.

De plus :
1, +8) " =[20,+A7]" :%(In+A).

Alors :
A=2(1 +B)*—1I_ =(In+B)‘1[2In—(In +B)].

Donc, on a bien :

A=(l,+B)"(1,-B)

Exercice 10

1) Comme u e S(E), u est diagonalisable dans une base orthonormée de E.

Autrement dit, il existe une base orthonormée de E, B=(e,, ..., €,) telle que :

D =My (u) =diag (A, o, Ay Agyooes Agy ooy A A )

p

ou Sp(u) :{Xl, Aoy ey xp} et A, apparait a, fois dans la diagonale de D (avec o, la multiplicité de A, ).

L
e SiOgSp(u),alors keru={0} et Imu=E, donconabien E=keru®Imu.
e Si 0eSp(u), alors en posant A, =0, on a keru =Vect(e1, s eal) et Imu =Vect(ew1, s en). Comme la

€
réunion de (e, ...,e, ) et (e , €,) forme la base orthonormée B, on aanouveau E =keru®Imu.

o+l 1

Finalement, dans tous les cas, on a bien :

1
E=keru®Imu

2) Comme u e S(E), u est diagonalisable dans une base orthonormee B=(e,,...,e,) de E.

Pour ke 1,n , soit &, la valeur propre associée a e,. Ona A, >0 car ve S*(E) et pour tout x = Zxkek eE:
k=1

U(X)=Zn:xku(ek)=zn:xkkkek donc (u(x)|x):zn:xkxfzo_
De plus : . - “
(U |x)=0 < Zn:kkxfzo < Vke Ln 4 x*=0 (cari,x*>0) < Vke Ln ,ix =0.
Ainsi : -

(U [x)=0 < u(x):ixkkkekzo.
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Donc, pour tout x € E, (u(x) | x) >0, avec égalité si et seulement si x ekeru.
Ces resultats sont les mémes pour v.

Soit x e kerunkerv.

Onaalors u(x) =v(x) =0, donc u(x)+v(x)=(u+Vv)(x) =0, soit x e ker(u+V).

Ainsi : kerunkervc ker(U+v).

Soit maintenant x e ker (u+v).
Onaalors (u+V)(x) =u(x)+Vv(x) =0, donc u(x) =—v(x) et (u(x)|x)=(—v(x)|x)=—(v(x)]x).

Or, on a vu que (u(x)|x)=>0 et (v(x)|x)>0, donc (u(x)|x)=—(v(x)|x) implique (u(x)|x)=(v(x)|x)=0.
Et, d’aprés ce que I’on a vu plus haut, ceci implique u(x) =v(x) =0, soit x e kerunkerv.

Ainsi : ker (u+v) c kerunkerv.

Finalement, on a bien :

ker (u+Vv) =kerunkerv

Pour tout xe E, ona (U+V)(X) =u(x)+Vv(x) e Imu+Imv, donc:

Imu+v)clmu+imv (1)

Ceci implique que : rg (u+v) <dim(Imu+Imv).

Soient x e kerunkerv et yelmu+Imv. Il existe x,X, € E telsque y=u(x)+Vv(x,) et:
(Y1) = (U0x) +V(%,) [ X) = (U06) | ) +(v00) | X) = (% (X)) + (%, V(X)) = (%,10)+ (%, 10) =O0.
Ainsi, (kerunkerv) L (Imu+Imv), donc:
(kerunkerv)+(Imu+Imv)=(kerunkerv)®(Imu+Imv)=(ker (u+v))®(Imu+Imv)cE

Alors :

dim(ker (u+v))+dim(Imu+Imv)<n < dim(Imu+Imv)<n—dim(ker(u+v)).
Avec le théoréme du rang, ceci implique que : dim(lmu + Imv) <rg(u+v).
Ainsi :

rg (u+v) =dim(Imu+Imv)  (2)

Les résultats (1) et (2) permettent alors de conclure que :

Im@u+v)=Imu+Imyv




