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Corriges des TD du chapitre 13

Exercice 1

1) Chaque appel téléphonique est une expérience aléatoire ayant deux issues : on obtient le correspondant
(probabilité p) ou pas (probabilité 1—p). Cette expérience de Bernoulli est répétée n fois de maniere
indépendante : on a un schéma de Bernoulli. Le nombre X de succés, autrement dit le nombre de correspondants
obtenus, suit donc une loi binomiale de paramétres n et p.

La variable X suit la loi binomiale .Z(n, p).

2) a. Si I’événement (X =i) est réalise, la secrétaire a joint i correspondants lors de la premiére vague
d’appels. Elle va donc en rappeler n—i lors de la seconde vague.

Comme X, la variable Y représentant le nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels suit
une loi binomiale de paramétres n—i et p, et donc pour tout k € 0,n—i

Poxiy (Y =k) :(nk_lj p‘@-p)"

b. La variable aléatoire Z =X +Y représente le nombre total de correspondants obtenus apres les deux séries
d’appels. Onaadonc Z(QQ)= 0,n et, avec la loi des probabilités totales, on a pour tout k € 0O,n

P(Z:k):ZP(X:i)P(X:i)(ZZk):ZP(X:i)P(xzi)(Y:k_i)
STAL i n-i n—i k—i n—i—(k—i) _ S(ny(n-i k 2n—k—i
i_o(ijp(l—p) (k_ijp (1—p)" )—g(ij[k_ijp(l—p)

. k n k 2n—k—-i __ n Yz 2n-k < k L i
=iom(kjp (1-p) —[kjp (1-p) ;[i][l_p]
S P Y T L P Y

k 1-p k

Finalement, on obtient :

S

P(Z =k) :@(2"‘ p)[1-2p-p)]"

Et donc :

Z = X +Y suit une loi binomiale de paramétres n et 2p— p°.

Exercice 2

1) Remarquons que N est entier et Np aussi car ¢’est le nombre de boules blanches.

La variable X représente le nombre de boules blanches obtenues a 1’issue d’un tirage donné, donc :

X(Q)= 0,Np .
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Les tirages possibles sont équiprobables, donc pour tout k € 0, Np

Nombre de tirages contenant k boules blanches

P(X =k)= - -
Nombre total de tirages possibles
Enfin, on choisit sans remise de n boules distinctes parmi les N de 1’urne, donc le modéle est celui des

combinaisons. 1l y a (’:) tirages possibles et pour obtenir exactement k boules blanches (donc n—k boules

noires), il faut choisir ces k boules blanches parmi les Np dans 1’urne ('\ll(p) possibilités et pour chacune de ces

NI~ p)

possibilités, il y a ( ) ) possibilités de choisir les n—k boules noires parmi les N—Np=N(1-p) de

I’urne. Il y a donc (Np)(N(l_ )

‘ ok ) tirages contenant k boules blanches et ainsi, pour tout k € 0, Np

o =Ll et

[

Onaa! ~ +2na (Ej , donc pour tout entier b fixé :
e

. Ja 3]
(s

Et:
a a
\2ma (ej e_b a _aln(l_gj X a.b
o br\ape @RI
bl 2r(a-h)| & ' '
o )( : j

! a® .
Donc, a b fixe, ~ —|et,an,petkf|xes:

a—>+x©

(Np)(N(l— p)) (NkIO)k N”_(k(l—k;))”_k |
iy kJUn=k ) ! n-k __nt K1 ek
P(X =k)= (N) — N" k!(n—k)!p(l £)
n n!
Ainsi :
lim P(X =K) =@ 0% (1= p)™*.
Donc :

Lorsque N tend vers I’infini, la loi hypergéométrique tend vers la loi binomiale .%'(n, p).
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2) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur 1,n et S=X +Y .

Ona S(Q)= 2,2n et, avec la loi des probabilités totales, on a pour tout k € 2,2n

P(S=k)= > P(X=iY=j).
i+j=k
I<i, j<n

Comme X et Y sont indépendantes et suivent une loi uniforme sur 1,n , on a, pourtous i, je 1,n

P(X=i,Y:j):p(x:i)p(yzj)zllzizl
nn n
Donc:
1 1 .. 2 .. 1 . . 2
P(S=k)= ). —2=—2Card{(|,1)e 1,n ,I+j=k}=—2CaI’d{(l,k—l)e 1,n }
itj=k n n
I<i, j<n
1 . . 1 . .
== Card{ie Ln ,1<k-i<n{==Card{ie Ln ,k—-n<i<k-1}
n n
~ L card maxLk—n),min(k —1,n) = Mink=Ln)-—maxtk-n)+1
n n
Or:
k-1<n < k-n<l.
Donc:
min(k-Ln)=k-1 < max(Lk—n)=1.
Etainsi,ona:
k—21 quand 2<k <n+1
P(S=k)=1, ”1 )
N8 quand n+1<k<2n
n

Si on représente cette loi pour n=6 (ce qui correspond a I’expérience : lancer de deux dés standards et non
pipés, S est la somme des deux chiffres obtenus), on obtient :

0,18

*
0,16 -
0,14 - * .
0,12 -
* *
0,1
0,08 - ¢ ¢
0,06 - . N
0,04 -
* L d
0,02 -
0 T T 1
0 5 10 15

Ceci illustre bien I’aspect « triangulaire » de la loi. Numériquement, ceci correspond a pour tout k € 2,2n

P(S=2n+2-k)=P(S =K).
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Exercice 3

L’expression de la fonction génératrice d’une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur 2,2n est:

G, (t)= ip(x =Ktk = i“#tk .

=2n-2+1
Soit :
1 2n
G, () =—— > t*
2n-1;

Soient X, et X, deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans 1,n .Onaalors:
Gx1+x2 = leze
Comme X, et X, suivent la méme loi de probabilité, ona G, =G, , donc pourtout teR :
2 n K 2
Gy,.x, ) =(Gy, (1) {z P(X, =Kt j .
k=1
Ceci permet de conclure que toutes les racines de G, ,, sontau moins doubles.
1 2n
Or, si X, + X, suit une loi uniforme sur 2,2n ,ona G, ,, (t) :2—12tk , donc :
11T A2 n— P

2n-2

2n
Gy.x,(=0 <& Dt'=0 o t(t-)D t*=0avect=1 < t*(t*"*-1)=0 avect=1.
k=2 k=0

Comme n>2,0na 2n-1>3, donc X*"'—1 admet au moins une racine et toutes ses racines sont simples (ce
sont les racines (2n—1)*™ de 1’unité). Ainsi, toutes les racines de G, .x, » hormis 0, sont simples. D’apres ce

qui précede, ceci est absurde et ainsi :

X, + X, ne peut suivre une loi uniforme sur 2,2n .

Exercice 4

1) a. Ona N(©QQ)=Net 0<X <N, donc:

X(Q) =N

b. Comme il choisit au hasard son entrée, chaque visiteur a 1 chance sur 4 de choisir I’entrée n° 1 (épreuve de
Bernoulli, probabilité de succés = 1/4). Les k visiteurs se présentent successivement et leur choix est
indépendant de celui des autres. Nous sommes en présence d’un schéma de Bernoulli et donc :

Quand N =k, le nombre X de visiteurs qui entrent par I’entrée 1 suit une loi binomiale de paramétres k et 7

c. Ona (X=n)=U(N=k,X=n) et pour k=k', (N=k,X=n)(N=k', X =n)=, donc la famille
k=n

((N=k,X =n))  forme une partition de I’événement (X =n).

n=
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La loi des probabilités totales donne alors P(X =n) = z P(N =k, X =n), soit :

k=n

P(X =n):§P(N =K)Pyy_, (X =N)

k
Comme N suit une loi de Poisson de parameétre A, on a P(N =k) :ex%. Or, d’apres la question b, sachant

k n k—n
N =k, X suit une loi binomiale de parameétres k et 1 ,soit P,_.,(X =n)= (3 ,ona:
4 (N= n)\4)\4

& A KYLY (3T & LA k(1Y (3
PX=n)=)e"— 2] =N e = (2|2
(X=n kz k!{nj@j (4) kz k!n!(k—n)!(4) (4)
1(1]" oS L (Ej 1(&)" 1(3_7»] e 1(&)” oi
n'\ 4 - (k—=n)! 4 nt\ 4 ) g ki\ 4 ni\ 4

A n
Ainsi, P(X =n)=e * % donc :
n!

La variable X suit une loi de Poisson de paramétre &

2) a. Comme le joueur réussit de facon certaine le premier lancer ( P(S,) =1) mais peut ratier le deuxiéme, Z

vaut au minimum 1 et peut valoir n’importe quel entier supérieur ou égal a 1 (pour tout neN", I’événement
(Z =n) est ’événement : « les n premiers lancers sont réussis et le (n+1)"™ est raté »). Ainsi :

Z(Q)=N"

b. On vient de voir que pour tout neN", I’événement (Z =n) est I’événement : « les lancers 1 et 2 et ... et n
sont réussis et le (n+1)™™ est raté », donc :

(Z=n)=S5,NnS,N..nS, NS, ,

Onaalors:

P(Z=n)= P(Sl NS, N...N§ N S_n+1) = P(Sl) Ps:1 (Sz) Pslms2 (Ss)---Pslmszm...msn,l (Sn ) Pslmszm...msn (S_n+1)'

Par hypothése, P(S,)=1 et pour tout i>2, P, ¢ ¢ (Si)=1,donc P o (S_i)=1—¢1=|_;1.Alors:
1 MO NS i 1 MO MM i i
P(Z=n)=1x1xl...x1x n :
2 3 n n+l
Soit :
n

P(Z=n)=

(n+1)!
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c. Ona:

“n+l-1 &
2 PZ=M)= z(n+1)| ~ (n+1)! Z(n'

n=1

j _1 (par télescopage).

(n+1)!) 1

Ainsi, on a bien :

> +P@E=n=1

Exercice 5

1) Onapourtout me N’ :

P(X >m) = f P(X =k) = i(l— p)“p=@-p)"* pi(l— )"

1

—(-p™ S (- p) = (- ) T

Soit :

P(X =m)=(1-p)""

2) Ona X(Q)=Y(Q)=N",doncsi Z=min(X,Y),onaaussi Z(Q)=N".
Pour tout k e N™ :

P(Z =k)=P(min(X,Y)=k))=P(X =k,Y 2k)+P(X = k+1Y =k)
-3p (xzk,vzi)+_§ P(X =i,Y =K)
=_+pr(x k)P ZP P(Y =k)
=3 (- p)tp-p)p+ 3 (- p)p- p)p

I
=~

i i=k+1

=(1-p)**? p? +2(1- p)“* 22(1 p)"™

=(1-p)**Y p? +2(1- p) " p*(1- p)* Z(l p)’
= (1-p)** P p®+2@1- p)** P p*(1-p)

=(1- p)*“ P p*+201- p)**?V p(1- p)
=(2-p)-p)*“Pp

1-(-p)

Ainsi, pour tout k e N :

P(2=K)=(-P)p- P
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Ona X(Q)=Y(Q)=N",doncsi W=X-Y,onaaussi W(Q)=7Z.
Pour tout k e Z

+ oo

PW=k)=P(X-Y=k)=P(X=Y+k)= > P(X=i+k)Y =i)

i=max(1-k,1)
= f P(X=i+k)P(Y=i)= > @-p)**pd-p)'p
i=max(1-k,1) i=max(1-k,1)
B R i B max(1-k,1) 1
=pa-p? Y [a-p] =pta-pt -t s
i=max(1-k 1) 1-(1-p)
p(l— p)k—2+2max(l—k,1)
= 2 p

Et:
o sSik>0, k—2+2max(l—-k,1)=k—-2+2=Kk ;
e si k<0, k—2+2max(1-k,1)=—Kk.

Soit, pour tout k € Z, k—2+2max(1-k,1) =|k| et:

1— p)¥
P(W = k)=—p(2_ z)

3) Soit (i, j)eN"xZ.Ona:

P(Z=iW=j)=P(min(X,Y)=i,X =Y = j)=P(min(Y + j,Y)=i,X =Y + j)
Si j>0, min(Y +j,Y)=Y,donc :

P(Z=iW=j)=P(Y=i,X =i+]j)=p@-p)~p-p)"" =p*A-p)*"*
Si j<0, min(Y +j,Y)=Y+ j,donc :

P(Z=iW=j)=P(Y+j=i,X=Y+])=P(Y=i—j,X=i)=pl-p)""pd-p)*=p*l-p)*?
Donc :
P(Z=iW = j)=p*(-p)*"?= p*(—py* .
Or:
P(Z=1)P(W=]j)=(@2-p)pl-p)*"" p(;%';y = p’(L-p)* 7.

Ainsi, pour tout (i, j)e N xZ,ona P(Z=iW = j)=P(Z =i)P(W = j), donc:

Les variables aléatoires W et Z sont independantes.

Exercice 6

+o 2

AT H - 1 TP ona-x
1) Remarquons déja que quel que soit neN, ona x"e =0 (—j donc j x"e *dx converge , pour tout
X a

7 - - +o _ - 7 - 7= +o —
réel a. Ainsi, u, :L x"e"*dx est bien défini. De plus, on a déja vu que IO x"e *dx =n!
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Pourtout neN,ona:
k
P(X <n)= ZP(X k) = Ze-M -%z

Or, la formule de Taylor avec reste intégrale a 1’ordre n appliquée a la fonction exponentielle (qui est C* sur
R) entre 0 et A donne :

N (A —t
e—zkl J'O( ) et

= n!

Et en posant x=A—t dans l’intégrale on obtient :

et = f - = —+£ek " x"e* dx
kok' n! Jo

-3 }”—+iex(.|. x"e ¥ dx — _[ xe‘xdx) 2—+—e (n!-u Zn:—+e (1——uj
ko k! n!

k

Donc Zx——e lu et ainsi
= k! n!

P(X Sn)ziun
n!

2) Sipour neN,onpose A =(X<n),ona A c A, et U%NA1 = Q. Par continuité croissante, on a alors :

lim lu = lim P(X <n)= lim P(A)= P(U,..A)=P©@=1.

n4)+00n n—+w

Donc :

n—+oo

3) Comme X suit une loi de Poisson .# (L), ona G, (t) =e**™, donc :

G, (=1 et G, (-)=e?

4) Si B est I’éveénement « X prend une valeur paire » on a:

P(B)= 3 P(X =kK).

Or, pour tout réel t, G, (t) :iP(X =k)t*, donc :
G, () +G, (-1) :ip(x :k)+§P(X =k)(-1)" :fp(x :k)[1+(—1)k]=2§ P(X =K).

k ;;air

Ainsi :

Gy M +Gx (=1)

P(B) = ;
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Donc :

-2\

i . 1+e
La probabilité que X prenne une valeur paire est

5) Si B' est I’évenement « X prend une valeur divisible par 4 », on a:

P(B'):fp(xzk).

4K

Et:
G, () +G, (-1)+G, (i) +G, (- i):fp(x :k)+ip(x :k)(—l)k+§P(X :k)ik+§P(X =k)(=i)¥
=§P(x =K)[1+ (=D +i* + (- i)k]=4+zwp(x =k)
e o
Donc :

Gy () +Gy (-D+G, (()+G, (—i) 1+e?+e 4™ 14e? re’(eM+e™)
4 4 4 '

P(B) =

Et finalement :

1+e # +2e*cosh

La probabilité que X prenne une valeur divisible par 4 est 2

6) Appelons C I’événement « XY est un entier pair ».
Comme X(Q)=N et Y(Q) ={1;2}, XY est toujours entier et :
C=«Xestpair»ou«Yestpair»=Bou (Y=2) = Bu(Y =2).
Onadonc:
P(C)=P(BU(Y =2))=P(B)+P(Y =2)—P(B (Y =2)).
Et comme X et Y sont indépendantes, ona P(BN (Y =2))=P(B)P(Y =2). Ainsi :

—20 —2A _on
P(C)=P(B)+P(Y=2)—P(B)P(Y=2)=1+; +%_1+; %=3+Z |

Finalement :

- 21

La probabilité pour que XY soit un entier pair est 3+e

Exercice 7

Soient a,beN".

L’équation caractéristique associée a (E): y"+(a—-1)y'+by=0 est r’+(a-)r+b=0, de discriminant
A=(a—1)>—4b. La forme des solutions de (E) dépend du signe de A, mais dans tous les cas, I’ensemble des
solutions est un plan vectoriel Vect(f,, f,) ou f, et f, sont deux solutions de (E) non proportionnelles.
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Remarquons que comme a,beN",ona a-1>0, b>0et A=(a-1)°-4b<(a-1)>.

_a-l-4A ‘ _a-l+A ‘
. Sia—1>2%>0,soitA>O,onafl:t|—>e 2 et fit>e 2

Comme 0<+/A <a-1,0na a—1++A>a-1-+A >0, donc limf, =lim f, =0.

a-1

a-1 —
e Sia-1=2Jb>0,s0it A=0,0na fiit—>e 2" gt f,it—>te 2.
Comme a—-1>0,ona limf, =limf,=0.

a-1 a-1

e Sia-1<2Jb,soit A<O, fl:tHe_Z_tcos( |A|t) et fz:t|—>e_;tsin(\/|X )
= Sia>1,0na IET fF'HD f,=0.
= Sia=1,alors f :t— COS(Z«/Bt) et f,:t |—>Sin(2\/5t), qui n’ont pas de limite en + .
Finalement :
Iirp flzlmw f,=0 & a=l.
Or, toutes les solutions de (E) tendent vers 0 en + oo si et seulement c’est le cas pour f, et f,, donc:

Toutes les solutions de I’équation (E) tendentvers0en+w < a=l

Ainsi, la probabilité pour que toutes les solutions de I’équation y"+(A—-1)y'+ By =0 tendent vers 0 en + o est
la probabilité que A=1, soit P(A=1)=P(A>1)=1-P(A=1).

Si p est le paramétre de la loi géométrique suivie par A,ona P(A=1)=p, donc:

La probabilité pour que toutes les solutions de I’équation y"+(A-1)y'+By=0
tendent vers 0 en + oo est 1— p ou est le parametre de la loi geométrique suivie par A.

A A AAA AAA A A A AAA AR AAA AAA A AAA AAA A A A AAA A A AAA A A AAA A A A AAA A A AAA A A AAA AAA A A AAA A A AAA A
A A A A A A A A A A A A AAA A A A A A A A A A A AN AN A A AN A AN AN AN AN A AN A A AN A A

Exercice 8

1) Ona X*: Q—>7Z; o> max(X(m),0) et X : Q—>7Z; o> min(X(v),0).
X* et X~ sont donc des applications définies sur Q, avec X*(Q)=N et X (Q)={-n,neN}.

De plus, pour tout neZ, on a X‘l({n}) e A, donc pour tout ne N :
o (X)EY=X"{HeA ;
e (X)) '({=np)=X"({-n}peA.

Ainsi :

X et X~ sont bien des variables aléatoires.

2) Pour tout @€, X*(w) =max(X(®),0) et X~ (») =min(X(w),0),et:
e Si X(w)>0, X" (®w)=X(w) et X (w)=0 ;
e sSi X(@)<0, X" (@)=0 et X (w)=X(w).
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Soient n,meN. Pour tout oeQ,ona:
we(X*:n)m(x—z_m) PN {X+(w)=mj01X(X(w),O)=
X~ (®) =min (X (w),0)=-

Ceci est impossible si n et m sont tous les deux non nuls, d’ou :

e sinmeN’, P(X"=nX =-m)=0;
e sineN, P(X"=nX =0)=P(X=n);
e simeN, P(X"=0,X =-m)=P(X =-m).

Comme X n’est ni positive presque sirement, ni négative presque sirement, il existe n,meN" tels que
P(X=n)=0et P(X=-m)=0,donc 0<P(X >0)<1.

Onaalors:
P(X"=n,X =0)=P(X =n)

P(X"=n)P(X =0)=P(X =n)P(X 20)
Or, P(X =n)#P(X =n)P(X >0) (sinon P(X >0)=1car P(X =n)=0).

Donc, P(X*=n,X"=0)=P(X" =n)P(X‘=O) et ainsi :

Les variables X et X~ ne sont pas indépendantes.

Exercice 9

0

1) Pour tout ne N", X, suit une loi de Poisson de paramétre _, donc P(X =0)=¢e* % =

" et

P(X,#0)=1-P(X,=0)=1-e™ ~ A

N
n—+oo

Or, an est une série convergente a termes positifs, donc par comparaison :

La série » P(X, =0) converge.

2) Posons A =[] _ (X, #0).Pourtout neN",ona A =(X,#0)UA,, donc A, <A, et par continuité

décroissante, on a :
P(Moe Ui (% 20))=P(N), A ) = lim P(A).

n—+o0

Or, la série Z P(X, #0) converge, donc par sous-additivité :
0<P(A)=P(J,., (X #0))< > P(X, #0).
k

Comme la série Z P(X, #0) converge, son reste Z P(X, #0) tend vers 0 quand n tend vers I’infini et, par le
k=n

théoreme des gendarmes, on obtient lim P(A ) =0 et finalement, on a bien :

P(“neN* Uan(Xk * 0)) =0
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3) Comme les variables X, suivent des lois de Poisson, elles sont toutes a valeurs dans N

Pour tout m e Q, la suite (Xn("’))neN* est donc une suite d’entiers naturels.

Pour que la série an(m) converge, il faut au moins que la suite (Xn(oa))neN* soit de limite nulle. Or, toute
suite d’entiers de limite nulle est nulle a partir d’un certain rang (car |Xn(03)| S% a partir d’un certain rang).

Ainsi, pour que la série Z X, () converge, il faut que la suite (Xn (m))neN* soit nulle a partir d’un certain rang.

Réciproguement, si tel est le cas, la série converge (la suite des sommes partielles est stationnaire).
Ainsi :

Lasérie Y X, (w) converge si et seulementsi (X, (w)) . estnulle a partir d’un certain rang.

Ainsi, on cherche la probabilité qu’il existe ne N tel que (X, =0) pour tout k>n, autrement dit, il existe

neN" tel que I’événement ﬂ (X =0) se réalise. On cherche donc la probabilité de (1) _ (X, =0) ou

ﬂkzz(X .ou ﬂk> , autrement dit P(U ﬂk>n O))

Or:

k>1

UneN*ﬂk>n ﬂneN ﬂk>n ﬂneN Uk>n ﬂneN Uk>n X 750 )

Ainsi :

(UneN mk>n ) 1- P(UneN mm ) 1- P(ﬂneN Uk> X iO):l

Finalement, la probabilité que la série Z X, converge est 1, donc :

La série Z X, est presque strement convergente.

4) Posons pour tout ne N, p, =P(Y =n) et q, =P(Z =n).Onapourtout te [0,1] :

+ oo

G, ()-G, (=3 P(Y =n - X PZ =n' =3 p' -3 q "

n=0

Soit :
G, (t) -G, (t)=Z(pn —g)t".

Par ailleurs, Y et Z sont deux variables aléatoires a valeurs dans N, donc :

P(Y:Z):iP(an,Zzn).

Et:
. > p,—D> P(Y=nZ=n)
P(Y#Z)=P(Y=2)=1-P(Y=2)=1-D P(Y =n,Z=n)=<"" ™
>4, -3 P(Y =nZ=n)
n=0 n=0
Soit :

P(Y¢Z):i[pn—P(Y:n,Z:n)]:i[qn—P(Y:n,Z:n)].

n=0
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Comme pourtout neN, (Y=n,Z=n)c(Z=n)et(Y=nZ=n)c(Y=n),ona:
e P(Y=nZ=n)<p,, donc —[q,—P(Y=nZ=n)|<p,—q, ;
e P(Y=nZ=n)<q,.,donc p,—q,<p,—PY =n,2Z=n).
Alors, pour tout t €[0,1] et pour tout ne N :
—[a,—P(Y =n,Z =n)]t" <(p, —g)t" <[p,—P(Y =n,Z =n)]t".
Or, g,-P(Y=n,Z2=n)>0, p,—P(Y=n,Z=n)>0et 0<t" <1, donc:

[p,—P(Y =nZ=n)]t"<p,—P(Y =n,Z =n)
—[a,-P(Y =n,Z =n)]<—[q,-P(Y =n,Z =n)]t"

D’ou, pour tout t €[0,1] et pour tout ne N :
_[qn _P(Y =nZ :n)]g(pn _qn)tn < pn_P(Y =nZ :n)'
Et en sommant sur n, on obtient pour tout t €[0,1] :

—P(Y £2)<G, (1) -G, () <P(Y #Z).
Et ainsi, pour tout t €[0,1] :

G, () -G, )| <P(Y %2)

5) Pourtout ne N, posons S, = X, +...+ X,,.

On peut alors appliquer le résultat précédenta S, et X, ce qui donne pour tout ne N et tout t [0,1] :

G, -G, (®)|<P(S,=X) (1)

L’événement (S, = X) se récrit [Z Xy ¢Zxkj=[ Z X, 7&0}.

k=1 k=1 k=n+1

+ o0

Or, comme les X, sont a valeurs dans N, on a, pour e Q, z X, (®) #0 si et seulement si I’'un des X, (®)

k=n+1

ne s’annule pas, donc (S, # X) :[ Zw X # Oj = UKZM(Xk #0).

k=n+1

Or, on a vu plus haut que lim P(Ukzn(xk ;tO)):O, donc :

n—+oo

lim P(S, = X) =0.

n—+o0

Avec (1), le théoréme des gendarmes permet alors de conclure que pour tout t € [0,1] :

lim G, (1) =Gy (t).

Or, les variables X,, ..., X, sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de paramétres respectifs A, ...

donc S, =X, +...+ X, suit une loi de Poisson de parametre A, +...+ A, .

.
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Alors, G :t e et, avec A = 1, , ona pour tout t £[0,1] :
n=1

lim G, (t) =",
n—-+ow n

Ainsi, pour tout te[0,1], G, (t)=e*"", donc la série génératrice de X est celle de la loi de Poisson de
paramétre A, donc :

X =YX, suitune loi de Poisson de paramétre A =>4, .

n=1 n=1

Exercice 10

Comme les lois de variables temporelles sont géométriques, le temps est discrétisé, compté en une unité
mystérieuse que nous omettrons dans ce qui suit.

1) L’évenement (Y >K), c’est-a-dire A, attend strictement plus que k (donc k+1 ou plus) pour passer au
guichet, se réalise si et seulement si A et A, passent un temps strictement supérieur a k au guichet (donc k +1
ou plus), c’est-a-dire (X; >k) et (X, >k), ouencore (X, >k+1) et (X, >k+1). Ainsi :

P(Y >k)=P((X,2k+1) (X, >k+1)).

Or, les temps d’attente passé au guichet par les trois individus (qui ne se connaissent pas) sont indépendants,
donc :
P(Y >k)=P(X,>k+1).P(X,>k+1).

Et comme X, et X, suivent la méme loi géométrique de paramétre p, on a:
P(X;2k+1)=P(X, >k+1)= > P(X,=i)= Z p-p)™ = p@- p)* Z(l p)!=pl-p)f———— - (1 %
i=k+1 i=k+1 -

Finalement, on obtient P(X, >k +1) = P(X, >k +1) = (1- p)* et donc :

P(Y > k)= (1- p)*

Remarquons qu’en posant P(Y >0)=1=(1—p)°, on a pour tout k e N" :
P(Y =k)=P(Y 2k)=P(Y >k) = P(Y >k=1) = P(Y > k) = (1- p)** —(1- p)** = (1- p)**[1-(1-p)* |.
En posant q=1-(1— p)?,ona P(Y =k)=(-q)"*q, donc :

Y suit une loi géométrique de paramétre q.

2) Ona Z=Y + X, etlesvariables Y et X, sont independantes : le temps passeé au guichet par A, ne dépend
pas du temps qu’il a attendu (qui ne dépend que des temps passés au guichet par A et A,).

Comme Y (Q) = X,(Q)=N",ona Z(Q)=N"\{L} et pour tout k e N tel que k>2 :

P(Z=K)=2 P(Y = [, X, =k~ )= L P(Y = )P(X; =k~ J).
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Comme Y et X, suivent des lois géométriques de parametres respectifs g et p, on obtient :

P(Z =k) = 2(1 q)'al-p) " p = pad- p)* ZZ[ qj i;lpq(l—p)k‘ZZG:—gj-

p
Or:
q=p < 1-(1-pP’=p < @-p)’=1-p < p=0oul.
Comme pe]0,1[,ona g= p, donc i_—q;tl et:
k-1
)
. 1- 1-p)“ ' —(@A-q)"
P(Z =k) = pa(i— p) 2 ———" —pgttR €9
1-+—4 q-p
1-p
Ainsi :

Z(Q) = N* \{I} et pour tout k € Z(Q), P(Z =k) = pg 2= P)k;_—s—q)“ |

3) Le temps moyen passé par A, a la poste est E(Z) =E(Y)+E(X,).
Comme Y et X, suivent des lois géométriques de parametres respectifs g et p, on obtient :
1 1

E(Z)==+=
a p

Donc :

1

Le temps moyen passé par A, a la poste est ——— +—.
1-@-p) p




