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Corriges des TD du chapitre 12

Exercice 1

1) a. Pourtous p,qeN", p et p—1 sont deux entiers naturels consécutifs, donc I’'un des deux est pair et

p(p-1)

p(p—1) est un entier naturel pair et — est entier naturel.
Comme q est un entier naturel non nul, f [Bj = @Jr g>q=>1 est bien un entier naturel non nul, donc :
aq

f est a images dans N”.

b. Supposons qu’il existe p,qeN" premiers entre eux, tels que p>q=>1 et w+q =3.

Comme p>q>1,0ona0< w =3-0g<2, ce qui donne trois possibilités :
@:O,SOH p=letq=3>p :exclu(car p>q);
w =1, soit p*—p—2=0, qui donne p=q=2 : exclu (car p et g sont premiers entre eux) ;
w =2,s0it p?—p—4=0 : exclu (car cette équation n’admet pas de solution entiére).

Finalement, toutes les possibilités sont exclues, donc :

3 n’a pas d’antécédent par f et ainsi, f:Q, — N n’est pas surjective.

c. i Ona f(r)=f(£j=f(r')=f[£:j,soit:
q q

p(p-1)  _p'(p-1 .
gy AT

p'(p'-D)-p(p-)=2q-2q

p?-p*-(p'-p)=2(q-1q)
(p'+p)(p'=p)-(P'—-pP)=2(9-Q)
(p'=p)(p'+p-1)=2(q-q’)
[p'=pl[p'+p-1=2Ja-q=2]a"-q

bogoo ¢

Etcomme p'>p=1,ona|p'—p|[p'+p-1=(p'—p)(p'+p-1), donc:

(p'—p)(p+p'—-D)=2|q'—q|

ii. Ona p>qg=>1et p'>q'>1, donc:

p+p'-1>q+q'-1>0.
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Et (9+a'-1)°—(q'-q)" =(29-1)(29'~1)>0, donc :
q+q'-1>|9'—q.

Et ainsi :

p+p'—1>|q'—q

Onaalors 2|q'—q|<2(p+p'—1), doncavec (p'—p)(p+p'-1)=2|q'—q|,ona:

(p'=p)(p+p'-D<2(p+p'-1).
Or, p+p'-1>21>0,donc:

p'—p<2

iii. Par hypothése, p et p' sont deux entiers, donc p'—p<2 serécrit p'—p<let p'>p.Alors:
0<p'-p<1l < p'-p=0oul.
Si p'—p=1,alors p'=p+1etlarelation (p'—p)(p'+p-1)=2(g—q’) sesimplifieen p=gq—q".

Or, q'>0 et donc p=qg—q" implique p<gq, qui est contradictoire. Ainsi, p'—p=1, donc p'—p=0, soit
p'=pet(p'—p)(p'+p-1)=2(q—q’) doncaussi q'=q.
Ainsi,ona p'=p et q'=q, soit:

Nous venons de prouver que si f(r)= f(r", alors r'=r, autrement dit que :

f est injective.

d. Soit f:@l—> f(Q,);r— f(r). Comme f est injective, f Dest aussi. De plus, f est surjective par
construction, donc f est bijective. Or, on a vu que f(Q,) =N, donc f(Q,) est finie ou dénombrable.

1 2
f (Q,) est denombrable. Comme Q, et f(Q,) sont en bijection :

Or, pour tout peN’, f(ﬂjzwﬂe f(Q,) et lim M=+oo, donc f(Q,) est infini et ainsi,
p—>+x

Q, est denombrable.

e. Posons Q,=Qn]0,1]. L’application inverse est alors une bijection de Q, dans Q,, donc Q, est
dénombrable. Alors, Q, UQ, =QN R’ est dénombrable.

Or, I’application X > — X est une bijection de QR" dans QR", donc Q~RR” est dénombrable.



PSI* 3

Ainsi, Q" :(@mRi)u(@mR:) est dénombrable, et rajouter un élément (ici 0) ne change pas le caractére

dénombrable d’un ensemble, donc :

Q est dénombrable.

2) a. Remarquons préalablement que pour tout x e R ettout ne N, 10"x-1<d, (X) = LlO" xJ <10"x, donc :
1A
10" 10"
Le théoréme des gendarmes permet alors de conclure que :

lim d (X) =X.
n—>+o 10"

Remarquons de plus que pour tout ne N :
10" x |<10"x<10" (| x |+1) = 10| x|<d,(x)<10"(| x |+1)
Or, 10| x |-10"(| x |+1)=10"(9] x |-1)>0 car | x | >1. Donc :
d, () <10"(| x |+1) <10™*| x |<d, ,(x).
La suite (dn (x))neN est strictement croissante avec d,(x) = LXJ >1.
Soit (x,y) eR* tel que g(x)=g(y).Onaalors:
{d,(x),neN}={d,(y),neN!.
Avec la stricte croissance des suites (d,(x)) _. et (d,(y)) .. ceci implique que :

vneN, d (x)=d,(y).
Alors :
400 _ o d(y)
no+e 10" nose 10"

Ainsi, g(x)=g(y) implique x=y, donc:

& ox=Yy.

g est injective.

b. Soit §:[1,+ [ > g([1,+ oo[) ; X+ g(x). Comme g est injective, § I’est aussi. De plus, § est surjective
par construction, donc § est bijective. Alors, comme [1,+ oo[ n’est pas dénombrable, g([1,+oo[) ne 1’est pas
non plus. Or, g([1,+x[)c.Z(N), donc si .7(N) était dénombrable, g([1,+[) le serait aussi, ce qui est
faux. Ainsi :

Z(N) n’est pas dénombrable.
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Exercice 2

1) Toute tribu de E contenant A, contient aussi E, A et &.
Si on pose 7 ={0,AAE}, ona .7 cE), EeT, E\@=E, E\A=A E\A=A E\E=Q
appartiennent & 7~ et toute union d’éléments de 7 est encore dans 7T .

Ainsi, ‘T est une tribu de E contenant A, et 7 est inclus dans toute tribu de E contenant A. Ainsi :

La plus petite tribu de E contenant Aest 7 ={@, A, A, E}.

2) Posons A ={AcE\A ouA est fini ou dénombrable} .
e Ona E= estfini,donc Ec A.

e Soit Ac A. Alors, Aou A est fini ou dénombrable, et c’est aussi le cas de A et A=A. Donc, Ac A.

e Soit (A,),.y Une suite d’éléments de A. Si A=UneN A ,ona:
xeA < XéA:UnEN'Ah & VneN\xgA < VneN\leA < XeﬂneNR.
Ainsi, A=(1] A, etdonc Ac A pourtout neN.

S’il existe ne N tel que A est fini ou dénombrable, ona A est fini ou dénombrable (car inclus dans A ).

Si pour tout ne N, 5\1 n’est ni fini, ni dénombrable, alors pour tout ne N, A est fini ou dénombrable
(car les A, sont tous dans A). Dans ce cas, A est une réunion dénombrable d’ensembles finis ou
dénombrables, donc est fini ou dénombrable.

Ainsi, soit A, soit A est fini ou dénombrable, donc A=UneNA1 eA.

Tout ceci prouve que :

A= {Ac E\ A ou A est fini ou dénombrable} est une tribu de E.

3) Posons A'={AcE\AouAestfini}. On aencore :

e Ona E=Q estfini,donc Ec.A".
e Si Ac.A' alors, Aou A est fini, et c’est aussi le cas de A et A=A. Donc, Ac A'.

e Soit (A,), Une suite d’éléments de A" et A= ] A .

On peut refaire le raisonnement de la question precédente jusqu’a un certain point.

S’il existe ne N tel que A est fini, ona A est fini (car c’est une partie de A ).

. ~ : : N~ NP 1
Sipourtout ne N, A n’est pas fini, leur intersection A peut étre infinie (exemple : [ | N{0,1+—:J) et
ne n+

tous les A, sont finis (car ils sont tous dans “A'). Or, la réunion des A, n’est pas forcément finie
(exemple : UneN{n}) et ainsi, A:UneN A, n’appartient pas forcémenta A'.

Finalement :

A'={AcE\AouAest fini| n’est pas forcément une tribu de E.
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Exercice 3

1) Appelons A I’événement « la piéce a donné pile » et B, = « on obtient une boule blanche au k™™ tirage ».

Si on a tire pile (resp. face), il y a dans I’urne k boules blanches (resp. noires) et 1 boule noire (resp. blanche)
juste avant le k™™ tirage.

On cherche P(B,) . La loi des probabilités totales donne alors :

1k 11 1

P(BJ)=PARBI+PAR(BI =51 1 2kt 2

Ainsi :

La probabilité de tirer une boule blanche au k™™ tirage est % :

2) On cherche R, (A). La formule de Bayes donne alors :

[

k41’

k
PP 2ksl K
ATy e
2

Ainsi :

La probabilité p, d’avoir obtenu pile, sachant qu’on a tiré une boule blanche au k™™ tirage est Tl
+

3) On cherche P(B, "B, N...NB,). La loi des probabilités totales donne :
P(B,n..nB,)=P(AP,(B,n..NB,)+P(A)P, (B,N..NB,)
1 1
:5PA(Blm...mBk)+EPﬂ(Blm...mBk)

Et, avec la formule des probabilités composeées :
PA ( Bl M Bz M./, Bk ) = PA(Bl) PAmBl (BZ)PAmBlmBZ (Ba) PAmBlmBzm...mBk_l (Bk)

P(B,NB,M..0B ) =Py(B)Ps 5 (B)Ps g 6 (B:) - Prg g (BY)

1 11 1 1
=—X—X—X, . X——=
2 3 4 k+1 (k+1)!
Ainsi :
—_ . . 1( 1 1
La probabilité d’obtenir k boules blanches lors des k premiers tirages est = —+ .
2\ k+1 (k+1)!
Exercice 4

1) Pour ne N, définissons les évenements :
e A =«Alfred I’emporte lors du tir numeéro 2n+1 »;

e B, = «Barnabé I’emporte lors du tir numéro 2n+2 ».
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Pour que A, soit réalisé, il faut que les deux archers ne touchent pas la cible lors des 2n premiers essais
(Alfred rate n fois et Barnabé aussi) et qu’Alfred I’atteigne au (2n+1)*™ tir.

La probabilité qu’Alfred rate la cible est 1— p, et la probabilité que Barnabe rate la cible est 1—p,. Les tirs
étant indépendants, on a :

P(A)=01-p)"@-p,)"p,

Pour que B, soit réalisé, il faut que les deux archers ne touchent pas la cible lors des 2n+1 premiers essais
(Alfred rate n+1 et Barnabé rate n fois) et qu’Alfred atteigne au (2n+1)"™ tir,

Comme ci-dessus, on a alors :

P(B,)=(@1-p)""@1-p,)"p,

2) Notons A (resp. B) I’événement Alfred gagne (resp. Barnabé gagne).
Ona A= UHGN A, et cette union est disjointe, donc :

P(A)=>P(A)=>(1-p)"@-p)"p,=p D [L-p)AL-p,)] .

neN neN neN

Comme p,€]0,1[ et p,<]0,1[, on a (1-p,)L—p,)]0,1[, donc la série geométrique ci-dessus converge
bienet :

1 P
P(A)=p = —
! 1- (1_ pl)(l_ pz) pl + pz - pl pz

De la méme facon :

PB)=P(, B ) =D P(B) = - p)"@-p,)" p, = (1-p)p, > [A-p)A-p,)] =22

neN neN neN - P+ P, — PP, .
Ainsi :
La probabilité pour qu’Alfred (resp. Barnabé) gagne est S S (resp. B v 1 B ).
P+ P, — PP, P+ P, — PP,

3) Si C est I’événement « le jeu ne se termine jamais », alors (A, B,C) est une systéme complet d’événements

(deux de ces évenements ne peuvent étre réalisée en méme temps et I'un ou ’autre est réalisé car le jeu s’arréte
quand Alfred ou Barnabé gagne). Alors :

P(A)+P(B)+P(C)=1.

Or, P(A)+P(B) = i +—P7 BP9 gonc P(C)=0 etainsi:
P+ P, = PP, Pt Py — PP,

La probabilité pour que le jeu ne se termine jamais est nulle.
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4) Le jeu est équitable si et seulement si Alfred et Barnabé ont les mémes chances de gagner, autrement dit si
et seulement si P(A) =P(B).

Or,ona:
P(A)=P(B) = b __PBoBB o popopp, o p=
P+ P, — PP, P+ P, — PP, 1- Py
Ainsi :
Le jeu est équitable si et seulement si p, :1&
M
Ona P ! —-1.Comme p, €]0,1[,si p,>0,5,o0naalors:
1- Py 1- Py
1< p<l < O<l—p1<l = L -1>1.
2 2 1-p
Donc la CNS énoncée ci-dessus ne peut étre remplie. De plus :
Py 1 Py
—=—1>1 =5 ——> R >p, (- < P(A)>P(B).
Chin e P> P, (1- py) (A) > P(B)
Ainsi :
Si p,>0,5, le jeu est en faveur d’Alfred.
Exercice 5

1) Ona E, = «on utilise A pour la premiére fois lors du n™ lancer ».

Si n=1, il faut juste choisir A initialement, donc P(E,) :%.

On suppose maintenant que n>2.

Pour que E, se réalise, il faut que 1’on ait choisi B initialement (probabilite ¥2) et, s’il y a lieu (n>3), obtenu
pile aux n—2 premiers lancers (tous réalisés avec B) et face au (n—1)" lancer (lui aussi réalisés avec B).
Avec la piéce B, la probabilité d’obtenir pile est b (donc 1-b pour face).

Les lancers étant indépendants, on obtient finalement :

1
— ourn=1
5 p

P(E,) =
%b“ (1-b) pourn=>2

Notons A 1’événement : « on choisit A initialement ». La loi des probabilités totales donne alors :
- 1 1
POVh) = P(A)P, (Vo) + P(A)F (Vi) =5 P (Vo) + 5 PR (Va) -

Si on a choisi A initialement, alors pour obtenir n piles lors des n premiers lancers, il ne faut pas changer de
piéce, et donc, obtenir n piles avec la piéce A (probabilité a a chaque lancer, indépendant des autres). Donc :

P, (V,)=a".
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De la méme fagon, on a:
Py (V,)=D".
Et donc :

Pwozgmwmw

2) Les E, sont deux a deux disjoints, donc :

P(U,En)= ZP(E)——+Z b (1 b)_ (1 b)Zb“ (1 b)Zb”—% %1 b)—.

neN” n>2 n>2 n>0

Donc:

P(Une Er) -1

Ona V, = «onaobtenu n piles lors des n premiers lancers », donc :

V_ ., = «onaobtenu n+1 piles lors des n+1 premiers lancers »

n+l

=« on a obtenu n piles lors des n premiers lancers et au (n+1)*™ lancer »

Donc, pour tout neN",onaV, , cV,.Onaalors :

n+1

P, Va)= lim P(V,) = lim —(a +b").

n—+o

Et comme a,b]0,1], on obtient :

P (ﬂneN*V” ) =0

Exercice 6

Notons A, I’éveénement : « la personne n° n regoit I’information initiale ». On adonc p, =P(A,).

Par la loi des probabilités totales, on a, pour tout ne N" :

pn+l P(Awl) P(Ah)P (A}Jrl) + P(A\)P (A}Jrl) pn p +(1_ pn)(l_ p) .
Soit :

P =2p-1)p,+1-p

Lasuite (p,), - estarithmético-géométrique. Ona:

x=2p-Dx+1-p < x=%.

La suite (p, —%)%N* est géométrique de raison 2p—1, donc, pour tout neN" :

1 1
—Z=2p-D" p-=|.
P, > (2p-1 (pl 2}
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Or, p,=P(A)=1, donc pour tout neN" :

Py = 2[1+(@p-1""]

Ona pe]0,1[,donc 2p—1e]-1,1] et:

Iimp—1
"2

n—>+w

Exercice 7

1) Notons P, (resp. Q,, resp. R, ) I’événement : « la puce est en P (resp. Q, resp. R) au temps n ».

Onadonc p,=P(P,), g,=P(Q,) et r, =P(R,). La loi des probabilités totales donne pour tout ne N :

1 1
Pris = P(Pn+1) = I:)(I:)n)PPn (Pn+l)+ P(Qn)PQn (Pn+l) + I:)(Rn)PRn (Pn+l) = Eqn +§rn
1

qn+l = P(le) = P(Pn) PPn (Qn+l) + P(Qn) PQn (Qn+l) + P(Rn) PRn (Qn+l) = % pn + E rn

1 1
i = P(le) = I:‘(Pn)l:)Pn (Rn+l) + P(Qn)PQn (Rn+1) + P(Rn)l:)Rn (Rn+1) = E Pn +§qn

On adonc, pour tout neN :

1 011
X, =AX, avec A:E 1 01
110
111 111
2) Ona 2A+1,=|1 1 1|donc (2A+1,)>=3|1 1 1|=3(2A+1,), cequidonne 4A*=2A+2l,, soit :
111 111
2A* = A+,

Comme deg((X +%)(X —1))=2, la division euclidienne de X" par (X +%2)(X —1) s’écrit pour tout ne N :
X" =(X +%)(X -1)Q, +a, X +B, avec (a,,B,) eR?.

En évaluanten 1 et —%, on obtient :

{ocn+[3n:1 ““:é{l_(_%ﬂ

o, 1B, = ()
-1 + =(-1 n
o ané{m(_g”

Donc pour tout ne N :

Le reste de la division euclidienne de X" par (X +%2)(X —1) est %{1—(— %) }X +%{1+ 2(— %j }
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Ona P=2(X +¥%)(X 1) =2X?*—-X -1, donc P(A)=0,. Alors, pour tout ne N :

A :%P(A)QH(A)+()L”A+B”|3 =a,A+B,1;.

g ) e 31

3) Comme P(A)=0, avec P=2(X +%)(X —-1), ona Sp(A) c {—% ,1}.

Soit, pour tout ne N :

Cherchons les éventuels vecteurs propres.

D’une part :
X ) X 1 0 1 1)x L X 1 1 1)x 0
Ay:—zy caloly:—iyclllyzo
z z 1 1 0){z z 11 1)\z 0
X X 1 0
S Y= y =x| 0 |+y| 1
z —-X-Yy -1 -1
D’autre part :
X X 0 1 1)x X -2 1 1}(x 0
Alyl=|Y leoly:yc -2 1 ||y|=|0
z z 1 1 0)\z z 1 -2)\z 0
-2X+y+z=0 X X
& X-2y+z=0 < |y|=|x|=Xx|1
X+y—-2z=0 z X
Donc:
. 1
E_%:ker(A+E|3j:Vect(el,ez) avec e =| 0 | ete,=| 1
-1 -1
1
E, =ker(A—1,)=Vect(e,) avec e, =|1
1
Comme on est en dimension 3 et dimE ,, +dimE, =3, A est diagonalisable et on a :
-%» 0 0 1 0 1 2 -1 -1
0 -% O0|=P'AP avec P={ 0 1 1]et P‘lz1 -1 2 -1

3
0 0 1 -1 -11 1 1 1
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Onaalors, pour tout ne N :

-%)" 0 0
A=P| 0 (-%)" 0
0 0 1

Et, en faisant le calcul, on retrouve bien le résultat de la question précédente, soit :

142(-%)" 1-(=%)" 1-(-%)"
A" =% 1-(=%)"  1+2(-%)" 1-(-%)"
1-(=%)"  1-(=%)" 1+2(-%)"

4) Onapourtout neN, X, =AX, et:
L4 X0:I3X0:AOXO.
) S' xn = AnX01 a|0I’S Xn+l = AXn — AA”XO — An+1XO.

Ceci prouve par récurrence que pour tout ne N, X, =A"X,, soit:

Po+0y + 1 o[ 2P0y — 1y
Xn:§ Po+0o+1o +§(_Ej —Po+20,+1, |-
po+qo+ro _po_qo+2ro
Enfin, p,+q,+1r, =1, donc:
1 2p,—0,—r
1 1 1 n pO qO 0
ané 1 +§ —E —p0+2q0+r0 .
_po_q0+2ro
. 1Y .
Et comme lim (—Ej =0, on obtient :
. 1
lim Xn=§ 11, qui ne dépend pas de X,.
1

Exercice 8

1) Posons B, =( .. A .

Pourtout neN,ona B, =A UB, ,,donc B, — B, etpar continuité décroissante, on a :

lim P(B,)=P((),..B).

n—+wx

n+11?

Ceci donne immédiatement :

lim P(UanA()z P(A)

n—+ow
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2) a. Comme la série ZneN P(A,) converge, la série Zkzn P(A,) converge aussi et par sous additivite, on a :

0< P(Ukzna)sip(m.

Or, pour n>1, Y P(A) est le reste d’ordre n—1 de la série > P(A), donc lim > P(A)=0. Alors,
n—+ o0 =

k=n
d’apres la premiére question et le théoréme des gendarmes, on a :

P(A)=0

b. L’issue w appartient a une infinité de A, s’il existe une suite extraite (A ),y telle que e A, pour tout

ne N, autrement dit, telle que we ﬂneN A -

Or, o est une application strictement croissante de N dans N, donc pour tout ne N, ¢(n) >n, ce qui implique

que A <. A -Alors, () | A < ﬂneN(Uan Ak): A et donc :
0<P([,. A ) <P(R)=0.
Ainsi, P(ﬂneN Ap(n))=o et donc :

La probabilité que o appartienne a une infinité de A, est nulle.

3) a. Soient n,meN telsque n<m.

Comme les A sont mutuellement indépendants, les A, le sont aussi, donc :

P(ﬂnsksm A‘ ) = Hngksm P(A() = Hngkgm [1_ P(A<)] '

Or, pour tout réel x, on a 1+x<e*, donc avec x=—P(A), on obtient 1-P(A)<e ") pour tout ke N
Avec 1-P(A ) =0, onaalors :

P (ﬂnékém R ) = Hngkgm[l— P(A()] < HKkgm e P(A)

Soit :

PN A) < o Lnan(A)

b. Ona:

A=Nn(UnA) U, (U2 A)=U, (N A).

Si on pose C,=(")_ A, alors on a C,=A NC,, pour tout neN, donc C, =C,, et par continuité

n+l

croissante, ona:

lim PC)=P(U,..C)=P(U,..(N... A))=PA.
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Comme la série ZneN P(A,) diverge (avec P(A,) =0 pourtout neN), ona, pour tout ne N :

m
1 _ 1 _Znsksmp(Ak) —
mILkazzn:P(A*)_+oo = lime =0.

-+

Avec la question a, ceci implique que pour tout ne N :

lim P(),..,A)=0 < PC)=P(N_.A)=0.

m—+o

Comme lim P(C, )=P(A), onaimmédiatement P(A) =0, soit :

P(A) =1

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AAA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A
AAA A AAA A A AAA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN

Exercice 9

1) Ona:
pn+l = P(Aw—l) = F)('AM)PA,1 (AH—I) = pn PA1 (A’H—l) )

Si I’événement A, est réalisé, on n’a obtenu que des boules blanches au cours des n premiers tirages et donc
ieme

ajouté a boules blanches apres chacun des n tirages, donc an boules blanches en tout et, a 1’issue du n

tirage, il y a dans I’urne 2b+an boules, donc b+an blanches. Les boules étant equiprobables, la probabilité de
b+an

2b+an

_b+an
2b+an

tirer une boule blanche au n*™ tirage Py (AL) = et ainsi, on a bien pour tout ne N" :

n+1 n

2) Ona p, = % :% et pour étre compatible avec la formule ci-dessus, on peut poser p, =1.

b+an

2b+an
neN, p, >0.On peut alors poser pour tout ne N :

u, =In [Mj
Py
D’apres ce qui précede :

u, =In Pra :In( b+ an ]:In(b+an)—ln(2b+an)
P, 2b+an

- '”£1+£j+ In(an)-In (1+2—bj— In(an) = |n£1+ ij— In (1+ Z_b]

an an an an
b 2b (1j b (1j
=—-—4+0| = |=——+0| =
an an n an n

.. b L. b . . . s
Ainsi, u. ~ —— et la série — — | diverge vers — oo, donc u_ diverge avec lim U =—o0.
n n k
an an n— -+ =

Alors p,>0 etsi p,>0,alors p,,, = p, >0 (car b>0). Ceci prouve par récurrence que, pour tout
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Or, pour tout neN, u, =In [h] =Inp,,—Inp,, donc par télescopage, on a pour tout ne N" :
n
n-1

du,=Inp,—Inp,=Inp,.

k=0

Ainsi, lim Inp, =—oo et,comme lim p = lim ¢"® on obtient :

n—+o n—+o n—>+o

lim p,=0

n—+ow

Exercice 10

Commengons par définir, pour tout ne N™, I’événement S_ : « on obtient un 6 au n®™ lancer ».

Les lancers sont indépendants et le dé est équilibré, donc pour tout neN", P(S,) :% et P(S,) = %

1) Onveutici P(E,) ou E, =ﬂKk<n§k . Comme les lancers sont indépendants :

P(E)) =P (N Sc)= [T PGS = Hg:@

1<k<n 1<k<n

5 n
P(E,)=|=
€)-(3)

2) Onveutici P(F) ou F, :(ﬂkisn_ls_i)ﬂsk.Toujours par indépendance des lancers :

P()=P((....,5)0s.) <[ T1 P60 Pso=[ IT ()t

I<i<n-1 I<i<n-1

P(Fk) :%(gj 7

Ainsi, pour tout neN" :

Ainsi, pour tout k e N™ :

3) L’éveénement K peut s’écrire :
K = r]neNx En '

Comme pour tout neN", E,, — E,, on a par continuité décroissante :

. _(5Y
P(K):P(ﬂnew En)_nILerP(En)_ lim (gj .

n—+ow

Et comme 0< g <1, on obtient :

P(K)=0
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4) L’événement K : « 6 apparait au moins une fois ». Le premier 6 peut alors apparaitre au 1 lancer ou au
2™ ou ... ouau k™™ ou ... Donc, K peut s’écrire :

K= UkeN* Fk

On aalors:

P(R) =P(U,_ )= lim F>(UMk Fi).

k—+o0

Et comme les F. sont deux a deux incompatibles (le premier 6 n’est obtenu qu’a un seul lancer), on obtient
pour tout ke N :

-3

k K15\t 17 (6 5)¢

_f(Fi):%a(a) 6,5 :1‘(6)
6

P(Uie 1k R ) -

kK—+o

k
Donc, P(K) = lim Ll—(g] le et on retrouve bien :

P(K)=0

5) Ona:
G : « 6 apparait une infinité de fois » ;

H : « 6 apparait a tous les lancers, sauf un nombre fini d’entre eux ».

On va calculer P(G), autrement dit, la probabilité que le 6 apparaisse un nombre fini de fois.

Pour tous neN et keN", notons G, 1’événement : « le dernier 6 est obtenu au n®™ lancer ou jamais pour
n=0 »et G, 1’événement: «le 6 est obtenu au n“™ lancer (s’il y a lieu, c’est-a-dire si n=0) et aucun 6

n’est obtenu entre les lancers n+1 et n+k ».

Ona G, = G,, avec G,,,, =G,, pourtout k e N", donc par continuité décroissante :

keN" n,k+

PG,)=P([(our G )= lim PG, ).

donc avec I’indépendance des lancers :

or, G,, =8,N(N

nl<i<n+k i ) >

P(G,) = P<Sn ﬂ(mnusismk S_' )) =P@,) H P(S_') B %(g] .

n+1<i<n+k

Ainsi, pour tout ne N :

k
P(G,) = lim %(g} -0.

or, G =UneNGn (car si le 6 apparait un nombre fini de fois, il n’apparait jamais ou apparait en dernier au rang
1,0uaurang 2, ou ... ouau k™™ lancer ou ...) et ’union est disjointe.

On a alors (comme dans la question précédente) :

P©) =P(U,..6 )= lim P(U,,, &)= lim {ip(@i)}znﬁ@wozo.

n—+o n—>+oo| <



PSI* 16

Ainsi, P(G) =0 et donc :

P(G)=1

Nous venons de calculer P(G) la probabilité que le 6 apparaisse un nombre fini de fois. Or, I’événement H
peut se reformule en : « non6 apparait un nombre fini de fois ». Le calcule de P(H) est alors le méme que celui

de P(G) en intervertissant % et g quand ils les apparaissent.

On obtient alors de la méme facon que plus haut pour P(G) =0 :

P(H)=0




