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Corriges des TD du chapitre 11

Exercice 1

Pour tout ne N et tout t €[0,1], t" €[0,1] et la fonction f :t+> f(t") est définie sur [0,1].

e Pourtout neN, f est continue sur [0,1] comme composée de fonctions continues (donc 1, est bien
définie).

e Pourtout te[0,1[, lim t"=0, et par continuité defen0, lim f (t)= lim f(t")= f(0).

n—+wx

De plus lim f ()= lim f(Q)=f(). Donc, (f,), converge simplement sur [0,1] vers la fonction

{f(O) quand t €[0,1]
H

qui est continue par morceaux sur [0,1].
f(1) quandt=1

e La fonction f est continue sur le segment [0,1], donc elle est bornée : il existe M € R, tel que |f|§ M.

Alors, pour tout neN et tout te[0,1], <M et t— M est continue par morceaux et

intégrable sur [0,1].

Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée :

. . 1 1 ; 1
iim 1, = tim [*f, @)dt =J‘O[nllrpw fn(t)}dt - [ f Ot

n—+o0

Soit :

lim 1_= f(0)

n—+ow

Exercice 2

L. . + o0 a .
Lasérie > [a,| converge (donc ) a, aussi et a, —0) et S(X) :Z—"Ix .
n-o N:

Comme a, — 0, lasuite (a,),., est bornée : il existe M IR, tel que pour tout ne N, |a,|<M .

n

n
On a alors pour tout xeR, :|i:—”l||x|n <M |X|I et M | |

n: n!

a, , .
—0, donc | X" est bornée et ainsi, le
n! n'

rayon de convergence de la série entiére Z x" est infini, autrement dit :

S est définie sur R.

o =] " s(gedx =] ( jxdx I, ( f nXJdX I @f"(x)jdx

a
avec f (x)= ”' x"e " pour tout ne N ettout xeR.
n!
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Pour tout ne N, la fonction x> x"e™* etdonc f, sont continues sur R (produit).

—x/2 x/2

Deplus,ona x"e*= o (e

X—>+

) et la fonction x+>e ™ est intégrable sur R, . Alors, x+> x"e ™ et donc f,

sont intégrables sur R, .
Et, pour tout ne N ettout X eR,, onapar IPP :
IX X" *dx =] - x”*le‘X]X —_[ " (- (n+D)x"e " )dx=— X" X +(n +1)j “ X" *dx
0 o Jo 0 '
Donc:
R WS B _ TP - x
IO X""e dx—(n+1)j0 x"e *dx.

.. +© . .
Comme x> x"e ™ est positive et non nulle sur R, on a IO x"e *dx >0 et ainsi, pour tout ne N :

rmx”*le‘xdx
U N—
j x"e *dx
0
Avec un produit télescopique, on obtient pour tout ne N :
+o© +o© +o a +o©
nA—X —nl -X —nl —_n Na—X =
_[0 x"e”"dx n.IO e 'dx=n! = IO f, (x)dx n!IO x'e"dx=a,.
Ainsi :
e pourtout neN, f estcontinue et intégrable sur R, ;

o |asérie Z f, converge simplement vers x> S(x)e *, qui est continue (et méme de classe C”) sur R

(car produit d’une somme d’une série entiére et d’une fonction exponentielle) ;

. ZJ'OW| f.|=>"|a,| converge.

Donc :
X > S(x)e * est intégrable sur R, et IOWS(x)e‘de = ZIOM f,()dx=>"a, .
n=0 n=0

Ceci revient a dire que :

I =IO S(x)e *dx converge et vaut Zan :

n=0

Exercice 3

t

t

1) a. L’intégrale | :jom 1dt est impropre en 0 et +co. Mais :

e lim——=1donc t+— —— se prolonge par continuité en 0 ;
t-o0e -1 e -1
t . .
* 7770 (e7"%) etet lafonction t+—>e " est intégrable sur R, .
e — t—>+wo
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+o 1 A
Donc, | =J‘0 1dt converge, autrement dit :

t

| est bien définie.

b. Pourtout teR’, e €]0,1[, donc la série géométrique Z(e’t)n converge et :

+ o0

(1) +© e—’[ 1
e n+1)t =e—t (e—t)n — — ]
nZ:o: ;‘ 1-e' e'-1

D’ou, pour tout t e R, :

t + 00
— t87 (n+1)t
e -1 nzzc;

c. En intégrant par parties, on a pour tout ne N ettout X e R, :

X
J~ X te—(n+1)tdt | _ ite_ (n+1)t n 1 J~X e_(n"'l)tdt
0 n+1 n+170

X X
= |:_ ite(“”)‘} + 1 {_ 1 e(n+l)t:|
n+1 o N+1l n+1 0

- _ 1 X+ l —(n+1) X + l
n+1  (n+1)° (n+1)?

Et en faisant tendre X vers + oo, on obtient pour tout ne N :

1
(n+1)?

J‘ +°°te—(n+1)tdt _
0

Alors, sionnote f :t>te” ™" pourtout neN,ona:
e pourtout neN, f estcontinue et intégrable sur R, ;

e > f converge simplement vers t > R qui, prolongée par continuité en 0, est continue sur R, ;

+ o0 +oo 1
° ZIO |fn|ZZIO fn(t)dt:ZW converge.

Donc:
ot & & 1 &1
jo et_ldt_nzc;.[o fn(t)dt—gw—ng‘?.
Soit ;
2
jm tt dt="
0 e -1 6
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X xInt
2) a. Posons f(x,t)=tI tlzel " ! pour (x,t)e]—1,+[x]0,1[. Ona pourtout xe]—-1,+oo[ :
n n
im— quand x<0
>0t " Int o1
lim f (x,t)=<1im0 quand x=0:=0 et limf(x,t)=xlim =X.
t—>0 t—0 t—1 u—0 u
. =1
lim— quand x>0
t->0|nt

Donc, t+> f(x,t) est prolongeable par continuité en 0 et 1. Alors :

e pourtout xe]—1,+oo[, t— f(x,t) estcontinue et intégrable sur 10,1 ;
e pourtout te]0,1[, x> f(x,t) estde classe C* sur ]—1,+oo[ avec %(x,t) =" =t* ;

xInt

e pourtout xe]—1,+o0], tH?(x,t):e est continue sur 10,1[ ;
X
Enfin, pour tout ae]—1,+ oo[ et pour tout x e[a,+ o[, on a pour tout t €]0,1[ :

‘% (X,t)‘ — e><Int < ealnt — ta .
X

Et t+—>t* positive, continue et intégrable sur ]10,1[ (avec Ioltadt =i1).
a+
Alors :
Jixis [ f(x,t)dt estde classe C* sur [a,+ oof avec J '(x)—j@(x dt = [t 1
' o ’ 0o 0 x+1

Ceci étant vrai pour tout ae]—1,+ oo :

J est définie et de classe C* sur ]—1,+ oo[ avec pour tout xe]—1,+ [, J'(x) =i1.
X+

b. Avec J '(x):i1 sur ]—1,+ o[, on a immédiatement pour tout xe]—1,+ o[ :
X+

J(X)=In(x+1)+k

ou k est une constante.
On a vu dans Iexercice 2)k. du TD 9 que | :% dt=In2, soit J(1)=In2.
n

Or, J=In(1+)+k=In2+k donc k =0 et finalement pour tout xe]—1,+ oo :

J(X)=In(x+1)
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Exercice 4

1
Posons f(x,t)=———.
(1) 1+t>+e
e La fonction f est définie sur Rx R, .
e Pourtout xeR, t— f(x,t) estcontinuesur R, .

ett—

z e est intégrable sur R, , donc I’intégrale
+

e Quel que soit (x,t)eRxR_,ona 0< f(x,t)g1 1
+
Iom f (x,t)dt converge.

Ainsi :

F est définie sur R.

Pour tout (a,b) e R? tel que a<b, ona e ™ <e ® pour tout t e R, avec égalité en t =0 uniguement, donc
f(a,t) < f(b,t) avec égalité en t =0 uniquement et ainsi :

F(a)<F(b).
Ceci prouve que :

F est strictement croissante sur R .

Ona:

oo dt 1 t V]
F(0) = IO i = ﬁ{arctan (ﬁﬂo .

Soit ;

L

2\2

F(0) =

Pour tout (x,t)e R"xR_,ona 0< f(x,t)sfixt:eXt , donc :
e

0<F(x)< rweXtdt = [lex‘} :—l.
0 X X
Donc, d’apres le théoreme des gendarmes :
lim F(x)=0

Onavuque f:(x,t)— est définie sur Rx R et que pour tout xe R, t+ f(x,t) est continue,

1+t +e7™
donc continue par morceaux, sur R, .
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De plus, pour tout (x,t)eR xR _,ona:

1
> quand t=0
f(X,t)Wﬁ(t) =
1 quand t>0
+1?
La fonction ( est continue par morceaux sur R, .
Enfin, pour tout (x,t)e RxR,, ona |f(x,t)|<
R, . Donc, d’apres le theoréme de convergence dominée :
. . +© dt +oo dt + o0
Jim FOo=tim [ =] g = arctant]g
Soit :
. e
lim F(x)==
X —>+ 00 ( ) 2
Exercice 5
. cost e .
1) Pourtout xeR, t |—>t— est definie et continue sur {0 2}, donc f est bien définie sur R, .
+ X
De plus, pour tout ae R,
cost .
e pourtout xe[a,+ o[, t > —— est continue sur 0,%|;
t+Xx 2
cost .
e pour tout te{o,ﬁ] X > —— est continue sur [a,+ oo ;
2 t+X
e pourtout (x,t)e[a,+o[x|0 T ,ona O<&St<&St ett— cost est continue et intégrable sur | 0,— T
"2 t+x t+a t+a
2 cost
Donc, f(x)= j —dt est continue sur [a,+ oo[ . Ceci étant vrai pour tout ae R,

f est bien définie et continue sur R’ .

2) Pourtout xeR’ ,ona:

n/2 COSt n/2 COSt n/2( cOSt cOoSt n/2 —t CcoSt
g(x) = j dtj —dt_j [———jdtzj dt.
o \t+Xx X 0 X(t+X)

Alors, pour tout x e R,
1n
X2

/2 n/2
tcost dt<.[ tcost

-2
|g(x)|=_|.O TR dt——j tcostdt = —

Donc, on a bien :
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Ona:

/2 COSt J'TE/Z cost

n/2 1
9=, - = dt=1(x )——jo costt = f(x) -~

Or, g(x)= O [izj implique g(x)= o (lj,donc:
X—>+wo| X X

X—>+00

g(x)= f(x)—iz 0 [1)

X—>+wo| X

Ce qui implique :

f(x) ~ =

X—>+0 ¥

3) Pourtout xeR’ ,ona:

2cost 1 w2 cost—1
h(x dt — dt= dt.
()= J I t+x IO t+x

Or, —%tz <cost—1<0 sur R, donc sur {Oﬂ d’ou pour tout x e R,

2

16~

dt<=
t+X 2

n21—cost 1J-n/2t

Ihoo| = dt<= j tdt=—

0

Or, I —dt—ln(2+xj—lnx, donc pour tout x e R,

2
.
1

|h(x)|:‘f(x)—ln(g+xj+lnx <

! Hf(x)+lnx—ln(£+xj+In(£+xﬂ ! {n—2+ln(n+xﬂ.
—Inx 2 2 —Inx| 16 2

2
{n— +1In (— + XJD =0, on obtient par comparaison, Iirg fl(x)
x—>0" —n X

Alors, pour tout x<]0,1] :

‘f(x) —4: L £ x)+inx<
—Inx

—Inx

=1, soit ;

Et comme lim (

x—0"

f(x)H~0+ —Inx

Exercice 6

—x? (l+t2)

) e
1) Soit f(x,t)=
) (1) 1+t?

. Cette fonction est définie sur Rx[0,1] et :

e pourtout xeR, t— f(x,t) est continue, donc intégrable, sur le segment [0,1] ;

e pourtout te[0,1], x> f(x,t) estde classe C' sur R ;

e pourtout xeR, t|—>%(x,t) =—2xe ¥ ®) est continue sur [0,1] ;
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e pour tout (x,t) e Rx[0,1], ‘%(x,t)‘s /e(l—ztz) (il suffit d’étudier X > 2xe X ) syr R) et la fonction
+

— Lz est continue, donc integrable, sur le segment [0,1].
e(l+t%)

. L., 1 2 2
Alors, la fonction F est de classe C* sur R, de dérivée x — — 2]0 xe X &gt

La fonction x> e™* est continue sur R, donc g: XH_[Oxe’tzdt est de classe C' sur R. Comme G=g?, G

est aussi de de classe C* sur R et G'=2g'g.

Finalement :

F et G sont de classe C* sur R et pour tout xeR, F'(x) :—ZI:xe‘Xz(l*‘z)dt et G'(x) =26 one‘tzdt.

2) Comme FetG lesont, F+G estdeclasse C* sur R et pour tout xeR :

F'(X)+G'(X) =— 2j:xe’ @t 4 e~ '[Oxe’tz dt =2 (onetzdt -~ '[;xe’(“)z dt) :

En posant u = xt, on obtient I;xe‘(“)zdt :J.Oxe‘uzdu et ainsi, pour tout xe R, (F+G)'(x)=0, donc;

F +G est constante sur R.

X2 (1+t2)

3) Pour tout pour tout (x,t) e Rx[0,1],ona e =e ¥e " <e* donc pour tout xR :

e—x2(1+t2) se1 1 ,
> dtse’xj zdt:Ee’X :
1+t 01+t 4

FO|=F(x)=]

D’apres le théoréme des gendarmes, on obtient immédiatement :

lim F(x)=0

X—>+ 0

, to g2 . R _¢2 1 too g2
Remarquons préalablement que IO e ' dt est impropre en +oo0, mais € = 0 el doncj0 e dt
t—>+w
converge, donc :
2

X 2 2 + 00 2
lim G(x) = lim (jo = dt) =(j0 = dt)

Comme F +G est constante sur R, on a, avec lim F(x)=0=G(0) :

X —>+00

lim [F()+G()]=F(0)+G(0) (jo*‘”etzdt)zzF(O)zjjlfttzzg.

Et comme j;me’tzdt >0, on obtient :
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4) Comme t>e " estpairesur R,ona jjwe“zdt =2L+we‘t2dt , donc :

.[j:e“zdt =Jn

. +og! : .
Remarquons préalablement que IO Idt est impropre en 0 et + oo, mais :

-t

e 1
« — — donc dt converge ;
T I
e' 1 +oo 1
* T Hm[—zj donc '[1 > dt converge.
Ainsi :
I+we—tdt converge.
NG
+ o0 e_t ; .
En posant u =4t dans IO th, on obtient :
+ooe 1 +o0 2
dt—2 S ——dt=2| e “du.
P )
Soit :
+o @
= _dt=+n
.[o \/t_
Exercice 7

1) Pour f € E, posons h(x,t)=e " f(t).

Soit xeR. Comme f €E, lafonction t+ h(x,t) =e ™ f(t) est continue R, . De plus, |f (t)| = O (1), donc
e ™ | f (t)| = O (e™). Or, I’intégrale I0+we’X‘ dt converge (car x >0), ce qui permet de conclure que :
() est bien définie sur R, .

Pour tout keN,ona:

e pourtout teR_,lafonction x> h(x,t)=e ™ f(t) estde classe C* sur R’ avec:

%(X,t) =(-0)ef () ;

k
e pourtout xe R, lafonction tw%h(x t)=(—t)e * f(t) est continue sur R,

k
de plus, a—XT(x,t)

1 +o . o*h
_ k 4— xt Kq—Xxt - k o— xt
_Hom(t e)ett'e™= o (tZJ’ donc IO t‘e”*dt converge et ainsi, t|—>—8xk (x,1)

t—>+o

est intégrable sur R,
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k

* a h - -
e pour tout aeR, et tout (x,t)efa,+o[xR, , on a tHy(x,t) <t*e ®f(t) et on vient de voir que

t > t“e () est continue et intégrable sur R, .

Alors, xajome‘“f(t)dt est de classe C * sur [a,+ o[ pour tout ae R’ , soit pour tout f € E :

() estdeclasse C*~ sur R’,.

De plus, on a pour tout ke N, () : x> J.Om(— t) e f(t)dt.

2) Soit f eE.Onveut lim I;we‘x‘f(t)dt.

Comme f est bornee sur R, il existe M e R, tel que pour tout te R, |f(t)| <M et:

| (£)(X)| :UO“”eth(t)dt‘sj;”\e“f(t)\dt =[Te|f@ldt<M[ et :%.

Ceci donne immédiatement :

lim (£)() =0

3) Soit g:tHS'tlt.

i i « i . . sint
La fonction g est continue sur R’ en tant que quotient de telles fonctions et, comme !mgT:l’ elle se
prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =1.
La fonction ainsi prolongée, renommée g, est continue sur le segment [0,1], donc y est bornée et pour tout

sint : )
te[l,+oo[,ona |g(t)| :|t—|s%sl, donc g est aussi bornée sur [1,+ oof.

Ainsi, g est bornée sur [0,1] et [1,+ oo[, donc sur R, ce qui prouve que :

La fonction t — s'tit se prolonge par continuité en une fonction g de E.

D’aprés la question 1, on a pour tout Xe R, ~(g)'(X) = _[O+OO(— t)e *g(t)dt, soit :

7(9)'(x) = Iom(— t)e Sltﬂdt =— .|.(:°oe‘Xt sintdt = Im(— J';we(‘x”)tdt)
=1Im {—_1 _e(“‘)t} =1Im { X2+' e“e“} =- Im( x2+| j
- X+I 0 X“+1 0 X +1

OO

Soit pour tout xe R, :
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On a alors pour tout xe R, ~(g)(x) =—arctan x+C ou C est une constante d’intégration.
Or, d’aprés la question 2, lim ~7(g)(x) =0, soit —g+C =0 etdonc C =g :

Finalement, pour tout x e R,

(9)(x) = g —arctan x = arctan (lj
X

Exercice 8

1) Posons f(s,x)=e*x*" pour tout (s,x) e R’ xR’ .
e Pourtout xe R, fixé, la fonction s f(s,x) estde classe C” sur R’ avec, pour tout k e N :

akk (s,X)=(Inx)“e*x**.

k
* f - - *
e Pourtout seR’ ettout ke N, x> 2—k(s, X) est continue, donc continue par morceaux, sur R’ .
S

e Pourtout keN,tous a,beR’ telsque a<1<b ettout (s,x)e[a,b]xR’

¢ f *1 pour x<1

|In x|k e
8_(8 X)|=

_ —xys-1
|Inx| X <op(x) = g

|In x| pour x>1

La fonction ¢ est continue (méme en 1 ou elle vaut 0), donc continue par morceaux, et positive sur R’ et :

a

a a, ay ) a :
o pour x<1, @(x)=|In x| e*x**=|In x|k e*x2x2 = 0 (x*) (car I|ng|ln x|k e *x2 =0 par croissances
X—> X—>
. . . 21 a
comparées), et I’intégrale de Riemann onz dx converge (car E—1>—1), donc I 0(p(X) dx converge ;

e *x”* =0 par croissances comparées),

X =+ X =+

o pour x>1, (p(x)=|lnx|ke‘xxb‘1: 0 (le (car lim |Inx|

v d

. . X o0
et ’intégrale de Riemann j —; converge, donc j @(x)dx converge
X

Ainsi, la fonction o est intégrable sur R’ .

Tout ceci permet de conclure que I est de classe C* sur tout [a,b]c R’ (avec a<1<b), donc:

[ est définie et de classe C* sur R .

De plus, on a pour tout k e N, T®(s) = j (Inx)“e*x*'dx pour tout seR’,.

2) Pourtout se R’ on a en intégrant par parties (on vérifie que toutes les intégrales convergent) :

I'(s+l)= 'f(:we‘xxsdx = [ X S] +I sx* e ¥dx = SJ':O x> e *dXx.
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Soit pour tout se R, :

I'(s+1)=sI(s)

3) OnaT() =.|‘Owe‘xdx=[— e‘X];w, donc :

ra) =1

On a pour tout meN", on a I'(m+1)=mI’(m). Une récurrence simple permet de prouver que pour tout

meN", T'(m) =0 et on peut alors écrire pour tout me N" tel que m>2 :

r(m+1) T T(k+1) 14 rm_, o
) =-m = lk} 0 _lklk = F(l)_(m ! = T(m)=(m-1)!

La relation reste valable pour m=1 et ainsi, pour tout meN" :

'(m)=(m-1!

1 +00 1 +o @ ¥ .
Ona F(—j =.[ e*x2 dx =J € dx et d’apres I’exercice 6 :
2 0 0

N
r(ljzx/g

2

Onapourtout me N, ona F(m+gjzr(m+%+l]=(m+%)1‘(m+%).

Avec F(%j =/ %0, une récurrence simple permet de prouver que pour tout me N, F(m +%j =0 et on peut

alors écrire pour tout me N’ :

F(m+§j . r(k+2] r(m+;):m

1 & T
il TRY L i ¥ RE)
Clm+=> O k+= r= k=0
2 2 2
Et:
m-1 m-1 ! !
(k+lj=i (2K +1) = = 1x3x...x (2M—3) x (2M—1) = —— (2m)! - (fm)'.
ko0 2) 2" 2" 2" 2x4x..x(2m-2)x(2m) 2°"m!

Ainsi, pour tout me N’ :
1 1\ 1 (2m)!
Ilm+=|=T|= kK+=|=Jma
(e B -
La relation reste valable pour m=0 et ainsi, pour tout me N :

r(me} )=V G

22" m!
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4) En prenant s =1 dans la relation de la question 2, on obtient T'(2) =T'(2) .

Or, onavu que I" est dérivable sur [1,2], donc on peut utiliser le théoreme de Rolle pour conclure que :

Il existe a.e]1,2[ tel que I'(at) =0.

Onapourtout seR, I'"(s) = I;w(ln x)’e”*x**dx >0, donc :

"' est croissante sur IR, .

Comme T'' est croissante sur R, et s’annule en a.e]1,2[,ona I"'(s)<0 sur ]10,a] et T"'(s) >0 sur [o,+oo].

Alors :

I" est décroissante sur ]0, o] et croissante sur [o.,+ oof.

Pour construire le tableau de variation complet de I', il faut déterminer ses limitesen O et +oo.
On a vu que pour tout meN", I'(m)=(m-1)! donc lim T'(m)=+oo et la fonction I' n’est pas bornée au
m-—+oo

voisinage de +oo. Comme elle croissante sur [o,+ o[, 0na:

lim I'(s) =+

§ >+

On avu que pour tout se R”, T'(s+1) =sT'(s). Or, I" est continue sur R’ , donc en 1, d’ou :
Iirrgl“(s+1) = Iimll“(x) =I@Q=1.

Ainsi, Iingsl“(s) =1, donc:

res) ~ 1 et limr(s)=+ow
s—>0¢g s—0

On obtient le tableau :

s| 0 o +

+ o0 + o0

r \ /

I'(a)

5) Par convexité de la fonction exponentielle, ona 1+u <e" pour tout ue R.

X : X = ; . : .
Avec u=——, on obtient pour tout x[0;m], 0<1-—<e ™. En élevant a la puissance m, ceci donne pour
m m

tout me N" et tout x e[0;m] :
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On a pour tout me N™ et tout x e[0;m] :

(1—1] :exp{mln(l—iﬂzexp{m(—i+ 0 (1D}:ex+m£mw:e*+ o (1.
m m m m-o+o\lm m—+o

Donc:

m
6) Pour tout réel s>0 et tout meN", la fonction xn—{l—ij x*™ est continue sur [0,m] et, en posant le
m

changement de variable t =% (x H% est de classe C*, bijective de [0,m] dans [0,1]), on obtient :

m X " s 1 m 5— st mys—
jo (1--) X ldx:jo(l—t) (mt)**mdt =m jo(l—t) toldt .

m

En intégrant par parties entre ae]0,1] et 1 (t+> (1-t)" et t|—>1tssont de classe C* sur [a,1]), on aboutit & :
S

[fa-tredt= {(1 £)" —} [ T-ma-9m] dt=—(1—a)ma—+mjl(1—t)m-lt3dt.
s s-a
Et en faisant tendre a vers 0 (les intégrales, impropres en 0 seulement, convergent car (1—t)™'t® t~0tS et

(1-t)"t> t~0t5‘1, et, comme s >0, les intégrales de Riemann jots’ldt et Iotsdt convergent), on obtient pour

tout réel s>0 ettout meN" :
! mesge _ Ml imoags
Io(l—t)t dt_sjo(l )™ tdt .
Alors :

Joa-0mtd=T la-nmrdt =" [ @-0™ -1t =- T [ a-y"t e T [ Ta-ym .
D’ou, pour tout réel s>0 ettout me N’ :
Il(l_t)mts—ldt — ljl(l_t)m—lts—ldt .
0 S+m?-o

Pour s >0 fixé, posons alors, pour tout me N :

_(s+D(s+2)...(s+m)
- m!

m

1
jo @A-t)"t>dt .

On a alors pour tout m>2 :

m (s+1)(s+2)..(s+m)
S+m m!

(s+D(s+2)...(s+m-1)
(m-=1)!

1 m-1g4s-1 _ 1 g \M-1gs-1 _
jo(l—t) t*ldt = jo(l )™ Tdt =1

=
Lasuite (I,,)__ . estdonc constante. Ainsi, pour tout pour tout meN" :

| - S”j A-0t-dt = s+ @-rdt = (s+1)—j £+ 1dt = {t} -1

m
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(s+D(s+2)...(s+m) p1

1 . . .
Onadonc | JO (L—t)"t*'dt == et ainsi, pour tout réel s>0 ettout meN" :
m! S

I (1——)m x*tdx = mm!
0 m S(s+1)(s+2)...(s+m-1)(s+m)

7) Soit un réel s >0 fixé. Posons pour tout me N et tout xe R,

0 =X . (x) = (1—%} x** pour xe[0;m]
0 pour X €[m;+ oo

e Pourtout meN", f_ estcontinuesur R, (méme en m, ol elle vaut 0).
e D’aprés la question 5, on a pour tout Xe R, mlinjw f.,(X) =y(X) avecy continue sur R .
e Anouveau d’apres la question 5, on a pour tout meN" et tout x €[0;m], | f, (X)|= f,(X) <v(X).

Ceci reste vrai pour x €[m;+ o[, donc pour tout me N et tout xe R,

[ £, 001 <709
Ety est intégrable sur R, (d’intégrale T'(s)).

Alors,ona:
lim O“O f (x)dx :jo”’y(x) dx =T(s).

m-—+oo

Or, d’aprés la question précédente, on a pour tout me N :

[ 1,00 dx=j’“(1—ijm k=M
0 0 m s(s+1)...(s+m)

Ainsi, pour tout réel s >0 :

m!m®
lim
mo+e §(S+1)...(S+m)

=I(s)

8) On pose pour X e[1;+ o[ :
o(X) = j n(T())dt= j In(r(t))dt - | 1XIn (T())dt
La fonction o est dérivable sur [1;+ oo[ en tant que différence de telles fonctions et pour tout x e[1;+ o[ :

I'(x+1)
rx) )

Or, d’aprés la question 2, on a I'(x+1) = XI'(x), donc pour tout X €[1;+ oof :

¢'(X)=1In (F(X +l))— In(F(X)) = In(

o'(xX)=Inx.
Alors, ¢'(x) >0 sur [1;+ o[ avec ¢'(x) =0 en 1 uniquement, donc o est strictement croissante sur [1;+ oo .

De plus, avec ¢'(x) =Inx, il existe une constante C telle que pour tout x €[1;+ o[, @(x) =xInx—x+C.
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Onaalors lim @(x)=+o0.

X—>+0w

D’aprés la question 4, on a le tableau :

S |1 o 2 + o0
1 + o0
I'(a)
D’ou le tableau de signes :
S 1 2 + o
In(I'(s)) |0 - 0+

Onaalors (1) =Lz|n(1“(t))dt<0 et pour tout ne N tel que n>2, ¢(n) :Inmln(l“(t))dt >0.

Comme pour tout neN", u_ =¢(n), la suite (u,) - eststrictement croissante, strictement positive a partir du
rang 2 et de limite infinie.

: - ) - - - s .
Ceci permet de conclure que la série Zu verifie le critére spécial des séries alternées a partir du rang 2 et
ul’]

donc que :

La série Zﬂ converge.
u

n

Exercice 9

Premiére intégrale

tx

.
1+t°

Posons f(x) = I O+w

Définition :
—tx
e Pourtout xeR_, lafonction ti—

> est continue sur R, .

1+t
—tx

€ < 1 .
1+t 1+t?
e
1+t2

e Pourtout xeR, ettouttelR,,6 0<

—tX

1

Comme jo T

dt converge donc 'fom

dt converge aussi et ainsi :

f est définie sur R, .

Continuité :
—tx

e PourtoutteR_, lafonction x>

> estcontinue sur R, .

1+t
e Avec I’hypothése de domination vue ci-dessus, on peut conclure que :

f est continue sur R, .

Dérivabilité :
—tx —tx t2 —tx

: e Apinrd .
e Lafonction x+>—— estde classe C? sur R, de dérivées successives X > ——— et X >
1+t 1+t 1+t

2
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—tx 2 ot
e Les fonctions t > — —— et t > ——- sont continues sur R, .
1+t 1+t
teitx t —1x
e Pour tout xeR, ~= 0 (e7%) et tr>e™™ est intégrable sur R,, donc tr>—-—— est
1+17]) tose 1+t

integrable sur R _ .

2 41X

e Pourtout ae R’ ettout xe[a,+w[, ona <e “ettr>e ™ estintégrable sur R . Ainsi, f est

t2

de classe C? sur [a,+ o[ . Ceci étant vrai pour tout ae R’

2 —tx

t°e
1+t°

dt.

fest de classe C? sur R’ avec f"(x)= _[

Remarquons alors que pour tout x e R,

= [ LD g g [

—tx l + o0 1
dt=|—=e ™| —f(xX)==-=f(X).
1+t2 [ X } %) X %)

1+ t2 o
Ainsi, f est solution sur R, de :
" 1
(BE): y"+y==.
X
Par ailleurs, soit xe R, .

. sint . N . . ]
La fonction t — —— est continue sur R, et, pour tout Ae R, on a par intégration par parties :

t+x
J-AsmtOI _{_cost} _J-A cost . 1 cosA IA cost
t+X t+x 0 (t+x)? X  A+X (t+x)
1 +oo
PourtoutteR_, COSt2|£ 5 etj converge, donc.[ —dt converge.
t+x)%] " (t+x)?  Jo (t+x)? (t+X)°

. cos A
Comme lim
A—+x A+X

+» Sint .
=0, on peut conclure que IO t_dt converge pour tout xe R, avec :
+ X

+o SiNt 1 -+~ cost
-[0 t+X x_-[

- 0 (t+x)?

Seconde intégrale

+o Sint
Posons alors pour tout xe R", g(X) = j —dt
“ i sint .
e Pourtout xeR , lafonction th— est continue sur R, etonavu que _[ —dt converge.
+ X
sint (e N
e Pourtout teR_, lafonction xr—>t— est de classe C? sur R’ , de dérivées premiére et seconde :
+ X
sint 2sint
- - et X 5
(t+x) (t+x)
sint 2sint

e Pourtout xeR, les fonctions t > —

- sont continues sur R .

et ti—
(t+x)? (t+Xx)
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e Pourtout acR ettout xe[a,+oo[, ona, pourtout te R,

sint |S 1
(t+x)?|" (t+a)?

2sint |§ 2
t+x)°|" (t+a)’

v (t +o dt
Comme j Y] et j convergent, les hypothéses de domination sont vérifiées.

(t+a)

0 (t+a)’

On peut donc conclure que :

g est de classe C* sur R’ avec g"(x) = J'W 2sint dt.

(t+x)°

Or, pour tout Ae R, on a en faisant deux par intégrations par parties successives :

A 2sint sint A cost
J. 3d - 2 +I 2
0 (t+X) L (t+Xx)7 ] O('[+x)

[ sint 1" [ cost J-Asmt
L (t+x)7 ], Ctax t+X
sin A cosA 1 '[Asmt

(A+x)° A+x 0 t+X

Et en passant a la limite quand A— + oo, on obtient :

N © 2sint _1_ +00 m _1
9"(%) = -[ (t+x)° t_x -[0 t+xdt 9(x).

Ainsi, la fonction g est elle aussi solution sur R” de (E).
Alors, f —g estsolutionsur R de y"+y=0, donc il existe (A,u) € R* tel que pour tout x e R

f(X) —g(x) = cosx+usin x = K cos(x—o)

avec K = A2 +p?, cosw=ﬁ ﬁ
B B

Enfin :

et sinp =

. vXeRj,|f(x)|=jo j tht_ = lim f(x)=0;

X—>+x©

e VxeR, fwi@§7msj”Ll£7=1 = lim [ St =0 = lim g(x)=0
0 (t+x) 0 (t+x) X X—>+wd 0 (+X) X =+
+o  COSt
car g(x) = ——_[ g

Ainsi, lim [f(x)—g(x)]= lim Kcos(x—¢)=0 et la seule possibilité pour obtenir cela est d’avoir K =0 (car

la fonction cosinus n’admet pas de limite en + ).

Ainsi, pour tout xeR", f(x)—g(x)=0, soit :
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Exercice 11

Enposant u =/t (avec t+/t estde classe C* et bijective de R” dans R"),ona:

+ o 2u

=, sh(f) o g

L’intégrale est impropre en 0 et + 0.

shu 2
e Comme Img—_l la fonction u |—>h—u se prolonge par continuité en 0, donc I —du converge.
u-0 shu
2u U U 1 ) , e L, ) +odu
e Ona o ~ 4due ", 4ue" = 0 | —; | (par croissances comparées) et I’intégrale de Riemann J. —
shu u—+» u—>+ol U u
+o© 2u
converge, donc I ——du converge.
shu
Finalement, f —du converge, donc :
shu
. +o  dt . .
L’intégrale | :J. existe bien.
° sh(vt)
Ona:
+ 2U + o0 ue_u
=] ——du du
-[0 shu -[0 1-e®
. Y 1 Soa2u o aine -
Or,pourtout ueR,, 0<e " <1, donc T —Ze et ainsi :
—€ neN

| :4J-O+°°(u euZeZnu]du _ 4IO+°°(ZU e(z”*l)“jdu :4_[;00(2 fn(U)jdu

neN neN

avec f (u)=ue @ pourtout neN ettout ueR’.

e Pour tout neN, f est continue, donc continue par morceaux, et intégrable sur R (car définie et

+

continueenOet f (u)= o (ij).

U—+w© 2

u
-u

- . : ue : .
e La série Z f. converge simplement vers une fonction f :u |—>1—th, continue, donc continue par
—e

morceaux, sur R’ .

e Pourtout neN, |f|=f, et:

J~O+°°| fn (U)| du= I;w fn (U)du = J‘OHOU e @y,

. 1 . . .
Les fonctions u+su et u e @D sont de classe C' sur R, et une intégration par parties
n+

donne, pour tout AR,

IAue—(2n+1)udu — u - e (2n+)u IA —~ e (2n+1)u dU
0 2n+1 0 2n+1

A
_|__u 7(2n+1)u g~ @n+hu
C2n+1 +1 (2n +1)

0
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Soit J'Aue‘(zn*l)“du=—ie‘(2”“"‘—%e‘(2“m’*+ 1 ~ etquand A—>+ oo, on obtient :
0 2n+1 (2n+1) (2n+1)

jo |fn(u)|o|u=j0 fn(u)du:m.

11
(2n+1)* 4n?

Et donc, la série ZJ.O+w|fn| converge (car et Z% converge).

On peut alors écrire :

. v 1
jo (% fn(u)Jdu=§jo fn(u)du=z(2n+l)2.

neN

Or:

: L 1 31 3
S Sy Sy Sy Sw inw 4l 45 s

neN

Avec | :4IO+°O(Z f (u)jdu , on obtient finalement :

neN

1=
2
Exercice 10
o () - -
1) On a f(t)t~OXt , donc T t~OXt et Iot dt converge si et seulement si x+o+1>0, donc
- —t t—

J~txf(t)
o -t

Comme f est continue en 1, on a

dt converge si et seulement si x+o+1>0, soit x>—a—1.

tf)  fQ

St oIt

converge, dans les deux cas, I’intégrale

quand f (1) =0 et t\x/lfT(tt): 0 [\/11?] quand f(1)=0.

dt converge quel que soit x.

Comme Il

e

dt converge si et seulement si x>—a —1 et donc :

dt
J1—t

Finalement, I

(1)
o it

La fonction g est définie sur | —a—1,+ o]

2) Remarquons déja que |f| est continue ] 0,1] et vérifie | f (t)| = ||t*, donc on prouve comme plus haut que

jlt |f ()I tf (1)
N

dt converge si et seulement si x >— o —1 et dans ce cas, t — est intégrable sur ] 0,1[ .

Soit h: (x,t) >

xInt
viQ _e" fo , définie sur |- o —1,+0[x]0,1[.

Gt

e Pourtout xe]—-a—-1,+o[, t>h(xt) estcontinue, donc continue par morceaux, sur |0,1[ (car f I’est).

e Pourtout te]0,1[, x+>h(x,t) estcontinue sur |- o.—1,+ o[ (car x+>e*"™ Iest).
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e Soitae]-a—1,+«[.Pourtout (x,t)e[a,+o[x]0,1[,ona:

tf (t t*f(t
I(x, 1) = J|1T(t)|g JJF(t)|'

est positive, continue par morceaux et intégrable sur ] 0,1[ :

t*|f (t)
Ji-t

Tout ceci permet de conclure que g est continue sur [a,+ o0 [ , et ceci pour tout a e ] —a-1,+0 [ , donc :

On a vu plus haut que t —

g est continue sur |—o—1,+ .

3) On reprend les notations de la question précédente.
e Pourtout xe|—a—1,+[, t>h(x,t) estcontinue par morceaux et intégrable sur ]0,1].
e Pourtout te]0,1[, x> h(x,t) estde classe C* sur | —a—1,+ o[ (car x+>e*" I’est), avec:

tintf ()

( t) =
Ji1-t
e Pourtout xe]—o—1,+o[, tH%(X,t) est continue, donc continue par morceaux, sur ]0,1[.
e Soit ae|—oa—1,+oo[.Pourtout (x,t)e[a,+=[x]0,1[,ona:

oh _ vt f@®) _ tInt]f @)
6X(X,t)‘ NN = o(t).

La fonction ¢ est positive et continue par morceaux sur ]0,1[.

1
De plus, comme In est continue en 1, on montre comme plus haut que j o(t)dt converge. Enfin :

a+o-1 a+o-1

o) ~ —pJt“Int=—[at > " 2 Int.

a+0(,—1 a+a_l ] a+a_a+a—1 )
<a+o,0naa+o-— >0, donc Imgt 2 Int=0 et ¢(t) = oo(t(a+°‘ b2y
t—> t—

Comme —-1<

+a-1

Or, l’intégrale Iot(““‘”’zdt converge (car >—1), donc Io(p(t)dt converge et ainsi, ¢ est
intégrable sur ]0,1].

Tout ceci permet de conclure que g est de classe C'sur [a,+ 0 [ , et ceci pour tout a e ] —a—1,+0 [ , donc :

g est de classe C'sur |—a—1,+oo].

4) Sur le segment El} , f est continue donc bornée, et il existe M >0 tel que |f(t)|s M pour tout te[%,l}

Soit ge}o 1 {Pourtout XE]O,—l—OO[,Ona:

2

9(x) = Itf(t) _[:tf\/i)d jlgi/@dt
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Avec t* <1 pour tout t e[1-¢”,1] (car x>0) et [1-¢°,1]c [ } onaalors :

Ll_gz%dt‘ﬁff_ t|f(t)| t<| \/—dt—ZMg

Side plus, x>—a+1, on peut poser x=—ao+1+h et:

rst f(t) ‘ J-l.s t |f(t)| _I“Zt_&jli;(t)' Ioiezth t—‘i}ll|_ft(t)| dtg(l_gz)hﬁSZt_jll'—ft(t)| it

Or, quand X -+, h—>+o et (1-&*)" -0 (car 0<1—¢? <1), donc il existe A>0 tel que pour tout x> A,
ona:

e O (1)

1-¢?)" dt<e
Q- —7=
Finalement, pour tout ae}o,%[ (donc pour e R’), il existe un réel A>0 te que pour tout réel x> A :
“f(t) tf (t)
lg(0)| < jo folt + J_dt g+2Me=(1+2M)s.

Ceci prouve que :

lim g(x)=0




