PSI*

Corriges des TD du chapitre 10

Exercice 1

1) a. L’intégrale jo”’t!”t

. Int . 1 Int 1 Int
Ilm( > j=|lm[——j=— donc t—> —— ,prolongee par continuité en 1, est continue sur R’
t-1(t°-1) o(t+1t-1) 2 t? -

Int

1t —Int et t—> —Int estintégrable au voisinage de 0" ;

. 1
lim | t*° Int = lim Int =0 donc — Int__ 0 115 et t — — est intégrable au voisinage de + .
t—>+o0 _1 t—+ o0 ,\/_ t _1 to+oo| t™ t

Donc:

b. L’intégrale I

B

est impropre en 1.
0 arccos X

X

est continue sur [0,1] ;
arccos x

=2 Sint smt
Pour tout a e[0,1[, j = | = dtet lim=—=1.
0 arccos X t=arccosx ¢ 0 t

Donc :

1 dx
I converge.
0 arccos X

c. L’intégrale J.;wLb est impropre en +oo.

t*(Int)
Si a<l,alors %: 0 ;b et .[mﬂ diverge, donc J.me diverge.
t-+o( t?(Int) 2t 2 t%(Int)
. 1 1 +o (t a+l dt
Si a>1,alors W:tﬁw(WJ et '[2 oR converge car T>1 donc j E 1)y converge.

In X
In2

Si a=b=1,alors pour X >2, _[ Nt In( j >+, donc Lmt(lj—tt diverge.
n n

Si a=1 et b=1, alors pour tout X > ZI 1{ 11 }

o dt
t(Int) “1-b (InX)**  (In2)"* ¢ L t(Int)°

converge quand b >1.

Donc:

vo dt , ,
j ———— converge si et seulementsi a>1 ou (a=1et b>1).
2 t*(Int)
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+=
d. L’intégrale IMO (1+Ej X—a—E dx est impropre en + co.
1 X X
Ona:
(1+£jln(l+ij=(l+ij l—inr 0 (izj =1+i2+ 0 [izj
X X X)X 2X° xo+e( X X 2X° xowe\ X
Donc :

1
(1+ ETX - a—E = e(l%)m[l%j - a—E = e%+2712+“0*°°(712] - a—E =1- a+ﬁ+i+ 0 (ij

X X X X X X2 xorel X2

. 1 _— . 1- .
La fonction x+> — est intégrable sur [1,+ o[, mais XHl—a+—b ne I’est pas sauf si elle est nulle,
X X

autrement ditsi a=b=1. Ainsi :

oo 1\ b . :
L (1+—) —a—— |dx converge si et seulementsi a=b=1.
X X

. , +o .
e. L’intégrale Io sin® xdx est impropre en + oo,

La fonction x> sin®x est non nulle et périodique, donc :

+oo .
IO sin® xdx diverge.

f. L’intégrale jome“zdt est impropre en +oo.

Pour tout x >1, on a en intégrant par parties :

ix?

jxe“zdt:J'Xi_Zite“zdt:[i_e“z} +i_jxize‘tzdt:i_ € —e%jxize“zdt .
1 L 2it 2it VAR 21 X 1t

Et:
e limS_=o0;
X—=>+mo X
1 e 1 +o 1 vol e 1 i Pops
. 2% |7 ¢ et L t—zdt converge, donc L t—ze dt converge(th—ze est intégrable sur [1,+ o).
Ainsi :

Tt
jo e" dt converge.

g. L’intégrale Iomcos(ex)dx est impropre en + .

On fait la méme technique que ci-dessus :

IOMCOS (e")dx = Ioﬂoe’xeX cos(e*)dx = [e’x sin (ex)];w Jrjo+°0e’X sin(e*) dx =sin1+J‘O+°Oe’X sin(e*)dx.

Comme ‘e’*sin (€")

+ 0 + .
<e " et IO e “dx converge, _[0 e “sin(e*)dx converge.
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Ainsi :

Io+wcos (e”)dx converge.

h. L’intégrale .[Omx3sin(x8)dx est impropre en + .

Once again :
j”x%in(xff)dx:j”isﬂ sin (x®) dx :[—icos(xs)r —j”’(icos(xs)jdx
! 1ogx* 8x* . ot l2x

Et les deux termes du membre de droite convergent, donc :

+o0 A
_[0 x*sin (x®)dx converge.

2) Les deux intégrales I —d et I (smxj dx sont impropres en 0 et + 0.

- 2

sin x sin x sin x - .

Ona Img)——l donc x+—>—— et xn—>(—j se prolongent par continuité en 0O, et ainsi :
x>0 X X X

. 2
jlsmx et Jl SInx dx convergent.
o X

1

inx +eo 1 inx ) .
Pour tout xe[l,+ o[, on a o<(S j <= et L — dx converge, donc X|—>[S_j est intégrable sur
X X X

X
[1,+ o[ etainsi:

. 2
+o( SiN X
L (—j dx converge.
X

Pour tous a,b e R’, tels que a<b, on aen intégrant par parties :

b
J- (smxj d _J- ism xdx—K—ljsinzx} _Ib(_ljmosxsinxdx
a X a)( X a a X

ia2 P2 ; P2 P2 ;
_sina _sin b+IbSIn(ZX)dx:SIn a sin b+ijIn(2X)2d
a b a X a b a  2X

Et en posant t =2x, on obtient :

- 2 - 2 - 2 -
b b
J- (smxj g Sin“a _sin b+J-2 Smtdt

X a b 2a
sina sin sin’b
Or, on a Iirrg =lim 0(sm a—j O0x1=0 et lim =0, donc, en faisant tendre a vers 0 et b vers
a— a a— a b—>+wx
) ) . © Sint
+ oo dans la relation ci-dessus, on obtient la convergence de '[ —dt et:

j(%j =[S g
0 X ot
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» Sin X
L’intégrale de Dirichlet est j —dx donc on vient de voir qu’elle converge. On montre que qu’elle est
semi-convergente et vaut =
Exercice 2
e +00 arctant . arctant /2 +oo 1
a. L’intégrale .[1 dt est impropre en +oo, mais o ~ ° et L t—zdt converge, donc

b arctan t
j dt converge.

1

Pour tout x €[1,+ o[, on a en intégrant par parties :

xarctant _arctant " ex  dt arctanx  ex(1 t
j dt= +I ——=arctanl- +_|' -———|dt
1 t? t Lt(t? +1) X i\t t?+1

X 2
:E_arctanx {Int——ln(t +1)} _m_arctanx 1I 2x +1In2
4 X 2 , 4 X 2 \x°+1) 2

Enfin, en en faisant tendre x vers + oo, on obtient :

rooarctantdt_ﬁ 1In2
! t? 4 2

) +o dt 1
b. L’intégral ~ et —dt converge, donc
esre Io 1+t° 1+ oo t® J : I 1+ t3
converge.
Ona:
+o  dt 1 2t-1 3 1
e e e s e
0 1+t 1+t —-t+1 1+t 2t°—-t+1 2t°-t+1
1 2t-1
In(L+t ——Int —t+1)++/3arctan
3{ L=t [ﬁﬂ
= lIn(l;tJ L arctan[2t 1}
3\ te1) B LB,
Soit :
J~+oo dt _ﬂ
o 1+t 33

dx est impropre en O et 1, mais :

im—0X _ 0 et tim—I0X _ jim| x /—1‘X—'”X -
X—0 /1_X2 x—1 fl_XZ x—1 1+x 1-X

dx converge.

. 1
c. L’intégrale J

xIn x
\/1 x?

1 xInx
Donc,J'

I
o 1_ 2
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Avec une IPP, on a pour tout (a,b) €]0,1[* :

,[b xInx J-b — 2X
J1-x2 2 2\1-x?

En posant t =y1—x2 :
bell—xz dx__J-bl—x — 2X IJth Jl_b(

a X _axzzlx ~/1=alt e

_tﬁlﬁi Y g 1+tﬁ
—[]ﬁ—g = E+E —[]\/1?
oz |1 (@+t)? o s 1+t
=[t] e - SN T =[t] ez = In
1-a?
2
10’ —i—a —In (1“1 b ]+In{1+— “1‘6‘}

b a

In xdx:—Hl—x2 In XT +jb A-x dx.

a X

Donc :

2 2
K XINX g =~ JT_bZ Inb+VI—a? Ina+tI_b? —I—a? —In| THYE=0 | o T+N1-a
a fl_x b a

:\/ﬁlnaﬂn(ﬂﬁ) Ina—v1-a? —v1-b? Inb++1-b? —In LHWJ

b

b

:[\/1__2_1} |na+|n(1+\/1_a2)_\/1_a2 —1-b? Inb+ﬂ—ln£@}

_ —a’lna - ~ 5 5 1++/1-b?
_—\/1_7+1+In(1+\/1 a) J1—a? —J1-b? Inb++1-b% —In [ -

En faisant tendre a vers 0 et b vers 1, on obtient :

dx=In2-1

J-b xIn x

a fl_ X2

dh converge,

d. L’intégrale \/tanxdx est impropre en =, mais |, [tan T _h|=+Jcotan
2 2 h—0* \/_ J_

donc j: Jtan x dx converge.

Posons carrément t =+/tan x . On obtient :

I ianx o = j ZIO el J_I ( ~J2t+1 t2+«/_t+1]

_1J+w 20-\2  a+2 N2 2,
220 (2 -2t+1 2 +2t+1 t2-2t+1 2442t 41
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12 1 e 2t-+2 2t +2 1o+ 1 1o 1
Janx dx= _ it (—jm_ (—jdt
IO 2\/§IO t2—J2t+1 t2+2t+1 ZIO t2 -2t +1 ZLO t2 -2t +1
1 N 2-v2 a2 Iw( 1 ]t
2J270 (2 —2t+1 t2+2t+1 ~J2t+1

1 N -2 2442 dt+ij+°° V2
2J270 (2 —J2t+1 2 +2t+1 J2 700 (J2t-1)? +1

Jat+ g
o | et

_[ Onlz Jtan x dx =

Soit :

Sil=

e. L’intégrale t +avt+1+b+t+2)dt estimpropreen +o.Or:
le [ (Vt+ay byt+2)d 0

Jt+adt+1+bt+2=4t|1+a 1+}+b 1+g
t t

Z\/t_[l+a+b+a+2b—a+4b+t 0 (iﬂ

2t 8t? t?

a+2b a+4b 1
=1+a+b 0 | —
= e+ 20t st Hm(tﬁ ]

+oo +o 1 . +oo 1 . .
Comme Jtdt et —dt divergent et ——dt converge, I’intégrale converge Si et seulement si :
J.o Io \ﬁ J.o t\/f g &
1+a+b=0 a=-2
= :
a+2b=0 b=1
Dans ce cas,ona:

+o 2 2 2 +o
) (ﬁ_zm+m)dt=[§tﬁ_z§(t+1)m+§(t+2)ml

:g[t(ﬁ_z t+1+m)+z(m_ﬁ)};‘”

=2 tim [1(4 -2 47 2) 2T 2T - 202D

_2. 4(J' -1)
_§tL"POO t\/_£1 2\/1T \/:J x/t+2+\/t+1} 3

s ()45
3t—>+oo_ 4\ﬁ to+o \E 3

Soit ;

I;w(Jf—ZmMH_Z)dt:_m

3
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f. Pour que la fonction t — soit définie sur 10,1[, il faut que 1+at >0 sur ]0,1].

1
Ja-t)(@+at)
C’est toujours le cas quand a>0 et si a<0, 1+at >0 équivaut a t<—1, donc si —le]O,l[, c’est-a-dire

a a

a<—1, la fonction n’est pas définie sur ]0,1[.

1
Ainsi, il faut que a>—1 et dans ce cas, ’intégrale '[ est impropre en 1.

dt
o JA-0)(L+at)

Iy a deux cas a distinguer.

. dt
e Sia=-1,alors ui diverge.
I 0 Ji- t)(1+at) I, o Ja- t)(l ) Io1 { J
e Sia>-1,alors ! N ! et Ili converge, donc JlL converge
’ Ja-t@+at) oril-a -t JoI-t ’ o JA-t)(1+at) '
Ainsi :
le converge si et seulement si a>—1.
0 ,/(1—t)(1+ at)
Sia=0,0na:
1
= =-2|«1-t| =2.
I\/(l t)L+at) IO V1-t [ ]0
Sia=0:
2
(-tl+at)=1_(1_ay_at?= &\ { (26‘”1“"‘”.
4a 1+a
Alors, en posant x =w, ona(avec 1+a>0):
1+a
1+a
J‘ I dt _[1 dx
*Na- t)(1+at (1+a)? 2at +1— a l+a (1+a) i;a
( x)] [(1 x)]
4a 1+a

. 1- . L 5
Sur ]-1,+ o[, la fonction a|—>1—a est strictement décroissante de +o00 a —1 et vaut 1 en 0. Il faut donc
+a

distinguer deux cas.

Sia>0,o0na 1_—ae]—l,l[ et:
1+a

dx 1 (1—a)
=—=[- arccosx] = —arccos| —— |.

1 dt 1
Io«/(l—t)(uat) Ja Iw/l-x T e a l+a

Si —1<a<0,0na 1—_a>1 et:
1+a

—a

I I“a [argch x]g = iargch (1_—6‘) .
o Ja- t)(1+ at) f f 1 \ﬁ 1+a

Remarquons que la fonction argch n’est pas au programme. ..
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Finalement :
iargch (1—_&1} quand —1<a<0
|a| l+a
FL = 2 quanda=0
0 J(l—t)(1+ at) L 1-a
——=arccos (—j quanda>0
\/5 l+a

g. L’intégrale I;tEJ dt est impropre en 0.

Commencons par effectuer le changement de variable x :% . On obtient :

joltHdt :LWL%JdX.
[ J

+oo | X
Or, pour tout x €[1,+ oo, O<LxJ<x donc 0 <= <= et,comme j converge L de converge.
X
Onaalors:
+ooLXJ n+lLXJ n+1 N n nt 1 1 1
L Z‘[ ZI _1{ 2X2:|n 2; [nz (n+1)2j
1&(1 1 1 1&(1 1 1& 1 1 181
) s —z[———}—z IR
2<\n n+l (n+1)° 25\n n+l) 24 (n+1)7? 2 245n* 2%n
Et ainsi :
2
[t D=2
o |t 12
h. L’intégrale IML est impropre en +o eten0quand A <0
| S et '
SiA>0,0na % ~ Zlk et J‘M% converge (car 2+ >1), donc J'm% converge.
@+t7)@+t") tore t™F O o (1+t9)(@+t")
Sia=0,0na Im%zljmizzf, onc J.m% converge.
0 (1+t7)(L+t") 270 1+t° 4 o (1+t7)(L+t")
SiA<0,0na
1 1 +eo 0t + dt _
—_——— - = etJ' — converge, donc I —————— converge ;
@+t7)A+t") o=t 1ot T@+t9)@+t")
1 _n 1, 1 dt
—— ~ t et I t™*dt converge (car —A >0), donc j ——————— converge.
Q+t)A+t") o0 0 O (1+t°)@A+t")
Ainsi, J.OML converge.

(L+t?)(1+t")
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Effectuons le changement de variable x :% . On obtient :

J‘+°0 dt _J‘+°° X" dx
o (A+t)A+t") Yo 1L+x®)A+xY)
Onaalors:
o0 dt o dt oo t*dt o dt @
2 = + = =—.
IO (L+t5)(1+th) IO (L+t5)(1+th) IO L+t +th) -[0 1+t> 2
Et donc :

.|-+sz£
o (1+t*)(1+t*) 4

dx est impropre en + .

e ven (— 1))
1. L’intégrale L <
Soit X>2et N=E(X)>2,0na:

X (_ 1)E(X) N-= n+1( 1) (x) ( )E(X)
ey e [ =Sy [ e e
- (—1)“[In(n+1)—|nn]+(—l)“In(:\l(j Z( 1) |n(1+ j+( P In()l\l()

Ona N <X <N+1, donc 1s%<1+% et quand X —+o, N —+ o0, donc %—)1 et ainsi :

X
XIer)m( N In(Nj 0.

La serie Z(— D" In (1+ l) verifie de CSSA, donc converge et ainsi :
n

L+°°( D™ i( 1)" In(1+1j

Or, pour tout N e N :

R

n= n= p=1

Ay

p=1

3x5%..x(2N -1)x (2N +1) I 1x3x5x..x (2N =1)x (2N -1)
2x4x%...x(2N -2)x(2N) 2x4x%...x(2N -2)x(2N)

I (2N +1)! o (2N)!
[2x4x..x(2N =2)x (2N)]’ [2x4x..x(2N =2)x (2N)]’

_in| @NADH g _CNY L aEon +1){—2(N2N)!2}2
(2"NY) (2"NY) 277(NY)
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Et avec la formule de Stirling, ona:

(2N)!
22N (N |)2

(2N +1){ } = (2N+Y)

Ainsi S (-1)° In(1+1j—>ln( j donc 3" (- 1)° |n(1+1) |n(3 doi:
T

n=1 n=1
+oo (—1)EX
_[ D dx:ln(gJ
1 X T

1O~ T@) 4y estimpropre en 0 eten + o
X

J. L’intégrale I

On a

fbx) _ o (f(bx)) et comme f est intégrable sur R, , alors x> f(bx) I’est aussi et donc I'intégrale
X

f(2x) dex converge.
X X

[ f (bx)

., +0
. dx converge. De méme, 1’intégrale L
X

dx converge, et donc J':

Soit h>0. Comme J'h (ax)d et J' ( )dx convergent, on peut écrire :

[ f(bx)—f(ax)dxzrw f(bx)dx_rwf(ax)dx
h X X X '

Et en posant t =ax, on obtient :

RIS

h X
On a le méme résultat avec b, d’ou :

J'*‘”M _J. f(t) dt— J- f(t) dt = J'ah f(t) dt .

h
La fonction f est continue en 0, donc pour tout € >0, il existe o >0 tel que pour tout x[0,a],ona:

f(0)—e< f(x)< f(0)+s.

Alors, pour tout he{o,%}, ona 0<ah<bh<a, donc pour tout t e[ah,bh], f(0)—e< f(t)< f(0)+¢,d’ou:

J~bhf(0) sdt_J-hf(t)d J-hf(0)+8 - (f(O)— J-bhdt_J‘ f(t)dt<(f(0) )J-bhﬁl

it t
Or:

bn It b

oy [Int] In(bh)—ln(ah):ln(gj.
Comme In(gj >0, on obtient :

F(0)—g<—r jbhft(t)dtsf(O)+g.

1"
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Ainsi, pour tout £ >0, il existe a'=%>0 tel que pour tout he[0,a'] :

f(0)—g<

1 oh ()
[b)fah Cdt< {0z,
In| =
a
. . 1 oh f(t) .
Ceci prouve que Mrg |n(bth " dt = f(0), soit :
a

|imj“’°de=—f(0)|n Dl tom(2).
h—0Jh X a b

Ainsi :

.[mwdx converge et J.Mde: f(O)In[Ej.
0 X 0 X b

k. L’intégrale Iol% dt estimpropreen Oeten 1.
n
t-1 t-1 t-1
Or, !lngﬁ_o et !m}ﬁ_l donc la fonction t'_)ﬁ est continue sur 10,1 (quotient) et se prolonge par
-0 |n =1 1In n

continuité en 0 et 1. Ainsi, ’intégrale J‘:E dt converge. Pour tout x]0,1[,on a:

xt—1

Hlao Lt

0 Int 0Int Om

J'X idu— Xidt
0 Inu 0nt

0 ( 0It o

Donc:

xt—1
Y
0 Int x Int

Pour tout x<]0,1[ et tout t e[x*,x]<]0,1[,ona tint <O et :

2 2

2 X t X X 1 X
X <t<x = < < = —<—X .
tint tint tint tint Int tint
Donc:
2 2
x X 1 XX X X 1 X2 X
X <[ —dt< [ dt o [ ——dt<[" —dt< dt
“tint ¥ Int “tint x tint X Int x tint
J‘Z dt <J‘ < ZJ-XZ dt
x tInt Jo Int x tint
Or:

IXX2%=[In(Int)]iz = In(ln xz)—ln(ln x)=In(2Inx)-In(Inx)=In2+Inx~Inx=In2.

Et ainsi, pour tout x<]0,1] :
xin2<[*Lat<xIn2.
0 Int

En passant a la limite quand x tend vers 1, on obtient :

—dt_ln2
0Int
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Exercice 3

1) Pour tout xeR’, la fonction t > —

" est définie et continue (car rationnelle) sur [0,1], donc I’intégrale
+X

f —— est défini et F est bien définie sur D=RR’ .
01"+ X

=— ~ — quel que soit t €[0,1]. Nous conjecturons alors que F(x) ~ I:E:i

t° 4+ X X X —>+00

Quand x —+o0,0na

Pour prouver cela, il faut prouver que lim x*F(x) =1. Pourtout xe R’ ,ona:
X =+

i x? T
—1=j0(t3+x2 —1jdt=—j0 szt

3
Et, pour tout t €[0,1], 0< 3t t—z,donc
t*+x* " x

—dt——ZI;tht:

4

Comme lim iz =0, on a par le théoréme des gendarmes, lim (xZF(x)—l) =0 etainsi :

Xx—>+o 4X
1
F, e
© X
Remarquons que cet exercice n’est pas sur les intégrales généralisées, donc est un exercice de 1°" année.

2) Lafonction t— ﬁ est définie et continue (inverse) sur D =R’ , donc on peut I’intégrer entre X et 1
arctan

quel que soit x e R’ et ainsi, F est bien définie sur D=’

La fonction f :t— %—;2 est définie et continue (différence) sur R, . De plus, pour tout t e R,
t® (arctant)
1 1 (arctant)® —t*
ft)==- 2 12 2
t® (arctant) t“(arctant)
Et:
2 2 1 3 3 ? 2 2 4
(arctant)* -t =| t—=t+o(t’) | —t° ~—=t
3 0 0 3 = f (t) T) - —

t*(arctant)® ~O-t4

On peut alors prolonger f par continuité en 0, et ainsi prolongée, f est continue sur le segment [0,1], donc peut y
étre intégrée. Ainsi, f est intégrable sur ]0,1]. On a alors pour tout x e R,

1 1 1 1
F(x)—j m—j (——f(t)jdt_j Xf(t)dt:;—l—jxf(t)dt.

e .1
Comme XH—l—Ilf(t)dt admet une limite finieen 0" et lim ==+, 0na:
X x—>0" X

F(X)Ei
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2 2 1 too o , ..
3) Onat’e" >0 quand t >+ ,donc e’ = o (t_zj et j e "dt converge pour tout réel x. Ainsi, F est
t>+ X

bien définie sur D=R.

Pour tous x, X e R”, on a, en intégrant par parties :

X _x2 _x2
jxe“dtzjx(—i](—zt)e“dt: (—ije“ B | (AN L
x Az 20)° | T 2x ox e

_x2
~ — 0 quand t — + oo, on peut passer a la limite dans la relation ci-dessus,

+oo 2 e
Comme J' e "dt converge et
X

ce qui donne :

e tdt = e’ mie‘tzdt.
X 2X

On peut recommencer. Pour tous x, X e R,

2 X 2
x 1 x( 1 e et x 3 e eX e 3rxe
—etdt=| | -—= |(-2t)e "dt=| - —| Setdt=—r-——-= dt.
Ix 2t I( 4t3j( ) { 4t31 x 4t 4% 4X° 4Ix t*

Donc:

Alors, pour tout x e R,

+ooe 1 3 .p+=e
F(x)=¢" — — ———+—¢" —dt
()= L I J 2x  4x® 4 -[X 4
Enfin, pour tout xe R’ ettout t>x, ona 0<e <e™, donc:
+wdt 1 1 1 1 1
0<e’ —d ——SFx——<0 = F(X)=—+ o0 |=|.
I I t* 4x° ) 2X 0 2X X—>+w(x)
Donc :
1
F(x) ~ —
()XH+302X

4) Pour tous x, X e R", on a, en intégrant par parties :

dt.

n in in X in in
IXCOStd _{m t} +j><S|2tdt=S| _si X+IXSI2t
. Ut X X t

X

Or, lim SNt _g et SN_ o (ij,donc rwS'trZ]t

to+o  t t2 t—+o00 t2

+o COSt
Tdt converge.

La fonction F est donc bien définie sur D=TR’.

Faisons intégration par parties. Pour tout xe R", ona:

j &Stdt_[(mt)(cost) +j (Int)(sint)dt =— (In x)(cosx)+j (Int)(sint)dt.
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Or, (Int)(sint) ~0tlnt donc !ing(lnt)(sint):!irrgtlntzo et la fonction t +— (Int)(sint) peut étre prolongée par
t—> N N
1
continuité en 0, ce qui permet de conclure que _[0 (Int)(sint)dt converge.

Alors, pour tout x e R’ :
Foo=[" &s‘tdt_j COStdt 4 &Stdt_—(lnx)(cosx)q (ntysintydt + [ &Stdt

or, fim[~ (Inx)(cos )] =+ o et nm[j (Intysintyde + [ iﬁdt} ["(ntysintyde+ [ &Stdt donc :

F(X)x:o_ (Inx)(cos x) .

Enfin, comme Iirrgcosx =l,ona:
X—

F(x)xzo—lnx

Exercice 4

1) Comme f est intégrable sur R, , I’intégrale J:w f (t)dt converge et :

lim [“f@)dt=tim [ fdt={ " fOat.
X—>+0wd0 X—>+0wd0 0

or, pourtout xR, [ f(t)dt = [ £ (tydt— [ f (t)ct, donc:

lim [ @dt= lim UO“ fdt— [ (t)dt} = [t odt-[ 7 .

X—>+00

Soit ;

lim [ f(t)dt =0

X—>+owd X

2) Comme f est continue en 0, on a Iirr(l) f(x) = f(0) et donc pour tout £>0, il existe o €]0,1] tel que pour

tout t €[0,a], 0n a |f(t)— f(O)|Ss, d’ou pour tout xe]0,a] :

‘X(Ijgdt—ﬁydtj‘ =‘xj‘jMdt‘ < xjf“(t)t_—zf(o)'dt < xjxat%dt = s(l—ﬁj <e.

(00

Or, pour tout x€]0,0] :
1 f(t)dt—f(O) X[ f(t)dt— X[’ f(o)dt X[ f(o)dt—f(O)
= f(t)dt jf(t)dt [ f(o)dt Lf(o)dt jf(o)dt £(0)

:X(Ij ft(zt) . ft(ZO) dtj+x[f f(t)t—zf(O) dt_f(o)}

o
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En posant A= I Mdt

f(0) (qui est indépendant de x), on a Iing Ax =0, donc il existe a'e]0,1] tel
que pour tout x e[O,oc'], ona |Ax|<e.

Alors, pour tout x€]0,a"] avec a"=min(o, ') €]0,1],0na:

“ 1O 4 f(O)‘ H f(t)dt [ f(o)dt]+Axs

+|AX|SZ£.

x(jj%dt—jj@dt)

xjj?dt—f(O)

Finalement, pour tout € >0, il existe " €]0,1] tel que pour tout x €]0,a"], <2¢.

Ceci prouve que :

lim x 1$dt= £(0)

x—0

3) On avu dans la question 1 que lim IOX f(t)dt= J'[:w f(t)dt.

Onaaussi lim 0“ f(tydt=[ " f (t)dt et donc, pour g(x) = [ :* f(t)dt,ona:

. . 2X X + + o0
lim g(x) = lim UO f(t)dt—jof(t)olt}j0 f@dt-[ " f )t =0
Or, f est décroissante sur R, , donc pour tout xe R
vtelx2x, f@)<fO<f(X) = [ f@dt<g)<[ f(dt.

Ceci donne pour tout xe R,

g(x)<xf(x)

XT(2x)<g(x)<xT(x) < {2xf(2x)329(x)

En remplacgant x par g dans la seconde inégalité, on obtient pour tout xe R,
X
g(x)<xf(x)< Zg(zj.

Et lim g(x)= Ilm Zg( j 0, donc d’apres le théoréme des gendarmes :

X—>+o

lim xf(x)=0

X—>+

4) Sifestnulle, alors u et v le sont aussi et le résultat est evident. On suppose f non nulle dans ce qui suit.
Posons F(x) = jlx f(t)dt.
Comme f est continue sur [1,+ o[, F est de classe C' sur cet intervalle.

De plus, comme f est positive sur [1,+ oo, F est croissante et positive sur [1,+ oof.

Enfin, F(2) =0 et, comme f est intégrable sur R, I’intégrale | :Lﬂo f (t)dt converge, et lim F(x)=1, avec

I >0 car f est non nulle.
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Pour tout x e[1,+oo[, u(x) =—-—+

F(X) et v(x) = ff(x) :

Donc, u et v sont positives, u est de classe C' etv est continue sur [1,+ o[, en tant que quotients respectifs de
fonctions qui le sont.

I I . .
Comme lim F(x)=1>0,0na u(x) ~ — estcomme x> — estintégrable sur [1,+ o[, u I’est aussi.
X

X —>+ 00 X—+0 ¥

Pour tout x €[1,+ o[, ona F(x) = x*u(x), donc :

v(x) =

=2u(x)+xu'(x).

f(x) F'(x) _ 2xu(x)+Xx°u'(x)
X X

Et, comme u est de classe C* sur [1,+ o[, on peut intégrer par parties :
X , X X X F X X
L tu'(t)dt =[tu()]; —L u(t)dt = xu(x)—u(l)—fl u(t)dt =%—L u(t)dt .
Alors :

X i , o[ x o[ w_ X N w
Lv(t)dt_jl[2u(t)+tu(t)]dt_zjlu(t)dujltu(t)dt_zjlu(t)du N jlu(t)dt_jlu(t)du -

Or, lim F(x)=1,donc lim F

X—>+x X—>+w X

=0 et finalement, on a bien :

u et v sont intégrables sur [1,+ o[ et jl+°°u = rwv.

Exercice 5

1) Les solutions de 1’équation homogéne (H):y'—y=0 associée a (E) sont les fonctions x> ke* avec k
constante. Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliéere de la forme
x > k(x)e* ol k est ici une fonction dérivable sur R’ . On a alors pour tout x e R,

k'(x)e* +k(x)e* —k(x)e*=Inx < k'(X)=e *Inx.
On peut prendre k(x) = lee" Intdt et une solution particuliére est ainsi : X+ eX_LXe’t Intdt.

Finalement :

Les solutions de (E) sur R sont les fonctions x > e* (k + lee" Int dt) avec k constante.

2) Ona lim (t’%'Int)=0, donc e'Int=_ o [%j et ainsi, Lﬂoe"lntdt converge.

to>+w to+oo\

X

On peut donc prendre les solutions de (E) sous la forme f, : x> e (a—jme‘t Intdt) ou a est une constante.

Onaalors lim (a—rwetlntdt):a, doncsi a=0,ona f,(X) ~ ae”et f, n’est pas bornée.
X

X —>+00 X —>+00

- 7 Ve + o0 _ -
La seule solution bornée éventuelle est donc fO:XH—eX_[ e 'Intdt, que nous appellerons juste f pour
X

simplifier.
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1 1
Onae'Int ~ Int. Comme jolntdt converge, donc _[0 e 'Intdt converge aussi et f admet une limite finie en

t—0

0, donc est bornée au voisinage de 0. Ainsi, f est bornée si et seulement si elle 1’est au voisinage de + oo.

Pour tous X, X e R", on a en intégrant par parties :
X x gt x gt
j e'Intdt=[—e"' Int]x +j € dt=e*Inx—e*InX +I € .
X X X t X t
-t
Etquand X —+c,0na e *InX —0, donc I ert converge et on obtient pour tout x e R,

j:we“ Intdt=e *In x+j:°oeTtdt.

En recommengant, on obtient pour tout x e R,

I:we“ Intdt=e"

j —dt

Alors, pour tout xe R,

-t

+ o0 1 +ooe
f(x):_eXL e 'Intdt=—1In X—;+e"J‘x t_zdt_

Or, pour tout x e IR, et tout t e[x,+oo[,0na:

e' e vog ! v @ X Lrroe 1
vtE[X,+OO[,O<t—2S t2 = OSJ'X t_zdtgjx —dt_ ™ = OSEIX t—zdtS;
Ainsi, lim e* t—dt— lim 1—0 donc :
X—>+ X x—)+ooX

lim (f(x)+Inx)= lim (——+ej —dtj
Ceci implique que lim f(x) =—oo et donc que f n’est pas bornée.

Finalement :

L’équation différentielle (E) n’admet pas de solution bornee.

Exercice 6

Ici, f2, (f")? et (f")* sont toutes les trois continues sur R .

Soit (a,b) e R* avec a<b. On peut appliquer I’inégalité de Cauchy-Schwarz & |f|et |f"| sur [a,b], ce qui

| (e <(Cr)er)=(L o)) o

f"f estintégrable sur R.

Donc:

Par ailleurs, une intégration par parties donne pour tous a,beR :

j:(f')zz[f'f]‘;—j:f"f ).
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En particulier, pour tout xe R, :
[C(Ey=100f0-F©@F©@-[ Ff.

Comme la fonction (f')* est positive, la fonction X — on(f "? est croissante sur R, .

Si elle n’est pas majorée, alors lim on(f V2 =+00. OrF, IOX f"f admet une limite finie en + oo (car f"f est

X —>+ 00

intégrable sur R ), donconaaussi lim f'(x)f(x)=+o.
Dans ce cas, il existe ae R, tel que pour tout x e[a,+o[,0ona 2f'(x) f(x) >1, ce qui implique :
jXZf'(t)f(t)dtzx—a o (F)Y(x)=x—a+(f)*(a).
Et donc, pour tout x e[a,+ o[, '[X(f)z 2%x2 +oX+p ce qui contredit la convergence de Im f2.
Ainsi, xn—>jox(f ? non majorée méne a une absurdité, donc elle est majorée et, d’aprés le théoréme de la
limite monotone, elle admet une limite finie en + oo, autrement dit :
Iom(f " converge.

Ceci prouve aussi que f'f admet une limite finie L en + oo, donc pour tout €>0, il existe AeR_ tel que
pour tout X e[A,+ oo, |f'(x) f(x)—L|<e.

Alors, pour tout X e[A,+oo] :
(L—s)(x—A)sj: fra)f)dt<(L+e)(x—A) = 2(L-g)x+C_< f(x)*<2(L+&)x+C,.
ou C_ et C, sont des constantes.
e Si L>0, alors avec s=%>0, on obtient pour tout xe[A,+ o[, f(x)*>Lx+C_, ce qui contredit la
convergence de j;w f2.

e Si L<O0, alors avec a:—%>0, on obtient pour tout x e[A,+o[, f(x)>’<Lx+C,, et donc f(x)*<0

pour x assez grand, ce qui est absurde.
Ainsi, L =0 meéne toujours a une absurdité, donc L =0, soit :
limf'f=0.

En considérant la fonction XH_[ (f")? qui est décroissante sur R _, on montre de la méme facon que
0
J: (f"? convergeet limf'f =0.

Finalement, Ijm(f "? converge et, comme (f')* est positive sur R, ceci revient a :

(f")? est intégrable sur R .




PSI* 19

Alors, en faisant a — —oo et b — + oo dans (1) et (2), on obtient, avec lim f ' f _Ilmf f=0:

— 00

oo <)) e =] e

Ceci donne immédiatement :

() < ) eey)

Exercice 7

1) Avec f(x)=Inx,onapourtout neN" :

Rn(f):%kzn;f( J ZI ( j ZI k——ZInn_—Zlnk—lnn

[ aey [ ey nia
Pour tout k e N" :

Vie[k k+1, Ink<int<in(k+l) = |nkgjkk”|ntdts|n(k+1)

En sommant de k=1 a k =n, on obtient pour tout ne N" :

n+1 n+1

Z|nk<j Intdt<ZIn(k+1) = Zlnk<j Intdt<ZInk = 2|nk<j Intdt<2|nk.
L’inégalité de droite reste vraie pour n=0 (soit n+1=1), ce qui nous permet d’écrire pour tout ne N” :

L”lntdtgkzn;lnksjl"”mtdtsjl”lntdt+jn””|ntdtsj1”|ntdt+|n(n+1).
Avec Lnlntdtznlnn—n+1,on obtient pour tout neN" :
nlnn—n+1silnkSnlnn—n+1+|n(n+1).
k=1
Et donc, pour tout ne N :

—1+1§ Rn(f)S—1+l+M.
n n n

Enfin, lim (—1+ 1): lim (—1+1 Mj —1, donc d’apres le théoréme des gendarmes :
n

n— + oo n— +oo n n

lim R (f)=-1.

.l 1 ..
Or, pour tout xe R, j Intdt =x—xInx-1, donc J'Olntdt:—l etainsi,on a:

nlirprn(f)zjolf(t)dt

2) Remarquons que la fonction —f veérifie les mémes hypothéses que f sur ]0,1] (continuité, monotonie et
Ilmx( f(x))_llmxf(x) 0). De plus, R(-f)=—R (f) et I f(t) dt_—folf(t)dt, donc, quitte a

changer f en — f, on peut supposer que f est croissante sur ]0,1].
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Alors, onapourtout neN" telque n>2 et ke L,n-1 :

Vtelk,k+1], f(EJsf( j<f(k+1j f(E)gjk”f(ljdtgf(k_”)
n n n n k n n

En sommant de k=1 & k=n-1, on obtient pour tout neN" tel que n>2 :

SR Ge=g () = S o=l (G

Soit pour tout neN” telque n>2 :
Rn(f)—@slj"f[ijdtsRn(f)—lf(lj o if(1j+ljnf( jdt<R(f)<f(1) LA f(ijdt.
n nJit n n n n n nJi nJt n

Or, en posant u :l, on obtient 1_[1” f (ljdt :J'll/ f (u)du et donc, pour tout ne N tel que n>2 :
n n n n

—

lf[l}jl f(u)duSRn(f)smﬂ'l f (u)du .
n 1/n n 1/n

Enfin, comme I|mxf(x) 0,ona lim lfﬁl) 0, donc:
n

n—>+w n

lim Ff(lj+_f f(u)du}_nm[f(l)q f(u)du} [*fwau.
n

n—>+ol N n—+ow

Et a I’aide du théoréme des gendarmes, on obtient immédiatement :

nlirprn(f)zjolf(u)du

Exercice 8

1) Soient a,beR.Ona (|a|—|b])" =[af* —2Ja|b|+|o =a +b* - 2]ab| >0, donc::

|ab| < (a +b2)

2) Ona L*(1,R)cCM(l,R) et la fonction nulle appartienta L*(1,RR), donc L?(I,R) n’est pas vide.

Soient f,geL?*(1,R) et A,peR. D’aprés la question 1, on a |fg|£l(f2+gz) et

(A +0g)’ = (|uf +pgl)” < (2| £+ ullg]) =277 +g? + 2up| fg <2712 + 1’0 + | £+ 97
Donc :
(kf +;,Lg)2 S(KZ +|MJ.|) f? +(;,L2 +|7¢1|)g2
Et, comme II f2 et _[I g® convergent, II(M ﬂtg)2 converge et Af +ug e L?(1,R).

Ainsi, L*(1,R) est stable par combinaisons linéaires, donc L?(I,R) est un sous-espace vectoriel de
CM(I1,R), ce qui permet de conclure que :

(L*(1,R),+,-) estun R - espace vectoriel.
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3) Notons E, =L?(1,R)NC°(I,R) et (P:(f’g)'_).ﬁ fg.

e Soient f,geE,. Ona vu que |fg|s%(f2+gz). Comme f2 et g2 sont intégrables sur I, %(f2+gz)
I’est aussi, et par comparaison, fg est intégrable sur I. Donc, ¢ est bien définie sur E, et a valeurs dans R .
e L’application ¢ est symétrique (car fg = gf ) et bilinéaire (par linéarité de I’intégrale).
De plus, comme pour tout f eE,, f>>0, on a o(f, f):L f2>0 par positivité¢ de 1’intégrale, avec
o(f, f):L f2 =0 sietseulementsi f2=0 (car f? estcontinue et positive), soit f =0.

Ainsi :

L application (f,g)|—>.|'I f? est un produit scalaire sur L*(1,R)NC°(I,R).

Remarquons alors que [’on retrouve [’inégalité de Cauchy-Schwarz.

A A AAA AAA A A A AAA AR AAA AAA A A AAA A A A AAA A A AAA A A AAA A A A AAA A A AAA A A AAA AAA A A AAA A A AAA A
A A A A A A A A A A A A AAA A A A A A A A A A A AN AN AN AN AN AN A AN AN AN A AN A A AN A A

Exercice 9

1) Posons g(t) :S'Tnt sur R” et g(0)=1.

Pourtout teR", g(t) =

sint _1 (=D’ 2+t z t>" et cette formule reste valable en t =0.

Ainsi, g est développable en série entiere sur R , donc de classe C” sur R. Il en va de méme pour sa primitive
in
qui s’annule en 0, soit X |—>I g(t)dt —I 2dt
- - 1 * *
Par ailleurs, les fonctions t|—>¥ et t+>—cost sont de classe C*' sur R, donc pour tous Xx,yeR’, une

intégration par parties donne :

- y
in - - X
J-ys tdt:{ cost} —choftdt= cosy , cos —jycoftdt.
Xt t ], It y X o Ox ot
1 +eo (It +0 C oS
Or, pour tout te R, COSt <= et j —- converge, donc j lim —y_O I’intégrale
t x 1 X y >+ y

+o© Sl
I Tdt converge et :

X

+oSint COSX +=COSt
j —dt=——- —dat.
x ot X x t
COSX +=cCOSt
Ainsi, f(x) est défini pour tout réel x>0 et f(X)=——- dt.
X

X t2

Ceci prouve aussi que J'Om g(t)dt converge avec :

f(x)= j L”tdt_jx g(t)dt:I;wg(t)dt—j:g(t)dt.
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Comme XHIOXg(t) dt estde classe C” sur R :

f est bien définie et se prolonge en une fonction de classe C” sur R, .

2) Comme tr>t et f, prolongée en 0, sont de classe C* sur R, (avec f'=-g), on peut réaliser une
intégration par parties qui donne pour tout x e R,

j f)de=[tf )] jtf @ dt=[tf ()] +j tg(t)dt
:xf(x)+josintdt:xf(x)+1—cosx

COSX [+= cost
Or, on avu que pour tout réel x>0, f(x)=—-—
X X

COSt +oo COSt

I f(t)dt =cosx— xj

. 1 . . . - . .
Comme tr>sint et t+— e sont de classe C* sur IR’ , on peut procéder a une nouvelle intégration par parties

qui donne pour tous X,y e R,

- y - - -
y cost [smt} _Iy(_ Zsmt)dt:smy_smx+Iy£Sintdt

x t? t? x t® y> o ox2 It

2

. +o0 2t v 2
Or, pourtout te R, st—s et I e converge, donc j t—33|ntdt est absolument convergente (donc
X X

convergente) et :

+902 . +o© 2 . +D‘32 1
‘J‘x t—35|ntdtSJ. ‘t—35|nt dtij t—gdt:?
. siny «
Avec lim —==0, onadonc pour tout xe R,
y—>+x y
“Foydt=1-x( = 30X [ Zsintdt | =1+ 30Xy [ Zsintdt
J.O (t)dt=1—-x| — v +_[X t_33| +T—x ) t—35| .
. sin x to 2 1 1 . too 2. .
Enfin, lim —— =0 et |x I —sintdt|<x—==,donc lim x| —sintdt=0 etainsi:
X—>+wo X x t X X X—> 40 x t

lim Oxf(t)dtzl.

X—>+ 0

Ceci prouve que :

J'Om f (t)dt converge et vaut 1.
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Exercice 10

Posons pour tout x € [1,+ o[, F(x) = I f(t)dt tI_J f(t)oIt

Comme f est continue sur [1,+oo[, la fonction F est de classe C' sur ce méme intervalle, de dérivée f, et,
comme '[HE est aussi de classe C! sur [1,+oo[, on peut procéder a une intégration par parties, qui donne

pour tout x €[1,+ o] :
LX@dt :LX%F (t)ct :[%F(t)lx +th12F(t)dt :@41*%&

Or, lim F(x)=1. Il existe alors Ae[1,+oo[ tel que pour tout xe[A,+ o[, [I|-1<F(x)<|l|+1. Ainsi, F

X—>+ 0

est bornée sur [A,+ o[ . De plus, F est continue sur le segment [1, A], donc bornée sur [1, A].

Ceci prouve que F est bornée sur [1,+ .

Alors, lim @=0 et iz)(): O (iz) Comme [l’intégrale de Riemann rwﬂ converge, l’intégrale
X

Xxotm X X X+ t?

J.:m@dt converge. Ainsi :

L ()dt converge (et vautj (t) —=dt).

Exercice 11

1) Comme O<cost<1 et 0<sint <1 pour tout te}o,ﬂ, les fonctions t+ In(cost) et t+In(sint) sont

définies, continues et négatives sur } 0,% [ . Deplus:

e ti>In(sint) est continue en g et In(sint):ln(%nt)ﬂnt ~ Int, et comme jolntdt converge,

t—0

Tc/2| . d .
IO n(sint)dt converge ;

o tH In(cost) est continue en 0 et pour tout h e}o,g{, In {cos(g—hﬂ: In(sin h) et on vient de voir

que _[ In sin h)dh converge, donc j cost)dt converge.

Ainsi, t In(cost) et t+ In(sint) sont de signe constant sur }0 5{ et _[ n(sint)dt et _[ n(cost)dt

convergent, donc :

t+>In(cost) et t— In(sint) sont intégrables sur }O,E

2{ et | et J sont bien définies.
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2) Remarquons que les changements de variable n’altére pas la convergence des intégrales. Donc, tous les
changements de variable qui suivent ne créent pas d’intégrales divergentes.

En posant u :g—t (avec tr—>g—t de classe C*' et bijective de }Og[ dans }O,g{), ona:

| =— jzzln(sin(g—undt :J.(jlzln(cosu)dt .

Ainsi :

3) Ona:

| +J :IonlzIn(sint)dt+f0nlzln(cost)dt =J-OH/Z[In(sint)+In(cost)]dt

n/2 1 . n/2 . n/2 . T
_I n(sintcost) dt_f0 In(zsm 2t]dt=f0 [In(sin2t)—In 2]dt=j0 In(sin 2t)dt—EIn2
En posant u =2t (avec t+ 2t de classe C* et bijective de }Og{ dans ]0,n[),ona:
/2 ) l n ; l nl2 . m .
IO In(sant)dt:EI0 In(smu)du=EU0 In(smu)du+J.nlzln(smu)du]
En posant v=m—u (avec ur>n—u de classe C' et bijective de }gn{ dans }O,g[), ona:

J.n In(sinu)du:—_[;J n(sin (t—v))dv = I n(sinv)dv.

n/2

Donc, _[ (sinu)du = j n(sinu)du, a|n3|j sm2t)dt—.|‘0 In(sinu)du =1 et finalement :

1+J=1-ZIn2
2

On en déduire immédiatement que :

1=J=-"In2
2




