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Corriges des TD du chapitre 1

Exercice 1

a. Pourtout neN tel que n>2,0onau, >0 et:

2
In(nzun):2Inn+(lnn)2—nln(lnn)zn(zln—n+(Inn) —In(Inn)}.
Or:
lim 11N _g .
oren = limIn(nu)=-w = limn®u,=0 = u,=0 .
(|nn)2 n—+ow n—+ow n2
lim =0
n—+oo n
Donc :

La série converge.

b. Ona (_? —0 (car a>0), donc :
n

unzln(l+sin((_l)nj] In{1+( D", ([( Y’ jﬂ(l)”_ L +o( lj
n® n® n“ n*  2n* n**

- - . -~ - .
Or, la serie 2% verifie le critere spécial des séries alternées (car o.>0), donc elle converge.
n

. . - . 1 .
Alors, 2u, converge si et seulement si la série de Riemann X —— converge, autrement dit :
n

L . . 1
La seérie converge si et seulement si o > E .

c. Onapourtout neN" :

+3n

=3n+1 =3n+2 1 H -2
" L _ N
Bno Bn+l Bn+2 Bn Bl Bne2
1 1 1 1 1 |£( 1 1 ]

= _—— —_— + p—
n 2Bn+1 23n+2 3+l fB3n+2

u3n + u3n+1 + u3n+2 =

Et:
1 1 -1/2 2 -1/2
Refu,, +U,,,, +U =——=2-|1+— - 1+—
[ 3n 3n+l 3n+2] 2\/%( ( 3nj ( 3n]

ot 2w 3w () )
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V3\Bn+2-3n+1_ 3 1
2 Bn+1Bn+2 2 \/3n+1\/3n+2(\/3n+2+\/3n+1)

Eoossiteans

Re [u3n + u3n+1 + u3n+2]

Im [u3n +Us + u3n+2] =

Ainsi :
et Im[u,, +U,,,, +

4\/5 n\/— 3n+2] 12”\/—

1
La série de Riemann X~ —— converge. Alors, les séries ZRe Ugy + Uy +Uss | Zlm Uy, +Ugyg + Uy, | €t
nyvn

donc > "[Uy, +Uy,.; +Uy,,, ] CONVergent.

n
Or, si on pose S, =Y u,, onapourtout n>2 :
k=1

n
Sgy =Up +U, + Z [u3k FUgg +Ug ] ~Ugpy —Uspp
k=1

n
S3n+1 =U +Uu, + Z [usk Uzt U, ] —Us,o
k=1

n
San+2 =Uu +u, + Z [u3k FUyq t u3k+2]

Comme u, — 0, les trois suites (S,,), (S;,.;) et (S;,.,) convergent vers la méme limite et donc :

La série converge.

d. Onapourtout neN", u, >0 et 1:o(un). Comme 2£ diverge, la série 2u, diverge aussi.
n n

. In A ‘- . :
La fonction f :t+ Tt est définie et dérivable sur [1;+ oo[ en tant que quotient de telles fonctions et :

; (t)— Int

Ona f'(t)<0 pour t>e, donc f est continue (car dérivable), positive et décroissante sur [e;+ oo .

2
(Inn)” — + oo donc, par comparaison série-intégrale, S, ~ Ln f (t)dt, soit :

De plus, | f (t)d :E(lntf}n _

(Inn)?
2

La série diverge et S, ~

e. Lafonction f:t— Itn_zt est définie et dérivable sur [1;+ oo[ en tant que quotient de telles fonctions et :

1- 2Int

f(t) =

Ona f'(t)<0 pour t> Je, donc f est continue (car dérivable), positive et décroissante sur [JE;+ oof .
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De plus, en intégrant par parties, on obtient :

R

1

Alors, par comparaison série-intégrale, la série converge et on a, pour tout entier n>2 :

1+Inn Inn Inn 1 Inn Inn 1
0< -R<— & —+-——F5<R <—+-.
n n n n n n n
Inn 1 )
Comme —-=0|—|,0na:
n n
, . Inn 1 1
La série convergeet R, =—+—+0| — |.
n n n
Exercice 2

a. Onapourtout neN" :

1 6 1 1 4
U =% %57 2 2 =6 —+——-
1°+2°+3°+...+n° n(h+1)(2n+1) n n+l 2n+1

Alors :
d 1 4 51 &1 L1
u = +—— =) —+) —-4
n n+1 n n n
_ 1+ 1 (Z 1 _1+ 1 31
o k k2k 2k +1 =2k =2k
2n+11 nl
=2 ——1 ——4 +4+ —
z n+l Z:‘k
2n+l 1 2n+11
=4 ——4 +3+ ——3+——4
DY 2k
n+l 'n+k 2n+1
Or, en posant f (t) :i, on a —:—Z f( j qui est une somme de Riemann. Comme la fonction f
1+ o n+k nio

est continue sur [0,1], ona:

lim Zf[] J.f(t)dt 1d+t =[In@+1)], =In2.

n—>+oonkl

Alors :
lim Zuk lim |3+———a> -2 __ % 1_3_am2.
n—>+006 n—+ow n+1 k:1n+k 2n+1

Ainsi :

La série Xu, converge et sa somme est 6(3—4In2).
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b. Posons f(t)— t | —Inf(t)dt et vn=2%— :f(t)dt pour tout entier n>3.

k=3

D’aprés la question d de I’exercice précédent, f est continue, positive et décroissante sur [e;+oo[ et

2
I, = M Par comparaison série-intégrale, on a pour tout entier n>3 :
In(n+1) n+l Inn
f(t dt<—
n+1 J. ®
En sommant de 3a n>3, on obtient :
n+1 N+
In(k 1) Ink zm_m_g<f ROE (<22
n(k + n =g
f()dt< &
kZ:; kZ;‘f ® Z Ink

I fodt+[" f(t)dt<z [ t@ydesy,

In3 :
Comme v, = X on a pour tout entier n>3 :

j” Fdt<y <3
n 3
In(n+1) pna S O OrA :
De plus, v, —V, :—1—j f(t)dt <0, donc (v,),., est décroissante minorée (par 0) : elle converge.
n-+ n -

n n 2 2 n 2
Enfin, onaj f)dt= 1(|nt)2 _(nn)”_(n3) , donc Zm—w converge vers un réel a et :
3 2 . 2 2 = A

“Ink 1
—="(Inn)*+a+o0(1
2 2( )’ @

. Inn L . ,
On a vu dans que la suite (— est décroissante. De plus, elle converge vers 0 (par croissances comparée),
n n>3

donc la série Zun vérifie le critére spécial des séries alternées donc converge. Et pour tout ne N :

Ink & Ink & Ink Ink & Ink
Zuk Z( DI _zz”__ i

k=1 k=1 k=1 k=1
k pair k impair k palr
“n(2k) & Ink 1 &ink &ldnk
=2 =n2) =4+ =-S5 =
o N A N

Or:

n %—i% [ (Inn)? +a+0(1)} [ (In2n)2+a+o(1)}:%(|nn)Z_%(MZn)zm(l)

_ 4 » 1 2 :_(In2)2
_2(Inn) 2(In2+|nn) +0(1) 5

—In2Inn+0(2)
1 .

Et avec ZE =Inn+y+0(1), on obtient :
k=1

iuk =In2(|nn+y+o(1))—@—ln2lnn+o(1)=y|n2—%+o(l).

k=1
Ainsi :

La série Xu, converge et sa somme est yIn2— ou v est la constante d’Euler.

(In2)2
2




PSI*

Exercice 3

Posons pour tout neN", u_ = 11_[(3k -1 .Ona:
N

e %{H (3 _1)Tn - %{H (%Hu {H (3k)Tn

k=1 k=1 k=1

A4 1T T 04 o

n n
n 7 - n *
Ona n! ~+/2mn (—] , donc on peut écrire n!=g_ /27N (—j avec pourtout neN , ¢, >0 et g, > 1.
e e

Ing, 1

Alors, pour tout ne N", (n!)l/n =e " (2mn)>

Ing,

Ing,

—1 etainsi:

(n1)"" ~ (Znn)zlng.

1 In(2
Et (27n)2n =exp[ n(Z:n)j—)eo =1, donc:

n

(ny" ~=.

e

Par ailleurs, pour tout ne N", 1—3i >0et:
n

1n
L 1 13 1 13 1 11 1¢1 13 1 3
In 1-— ==>In|l-—|==> |In|[l-— |[+—|-= > —==> |In| 1- — =.
ulk_!( BkH ] nkZ:;‘ [ 3kj nk_l[ ( 3kj 3k} nts 3k nkz_;‘{ ( BkJ } Z
2 n
. In(l—ij+i~—1(ij et la série 2% converge, donc[ [In(l—ij+iD converge et :
k=1 neN"

3n 3k ) 3k
S22
n i 3k

. 1. Inn, donc—z1 In_n_)o_
k nigk n

(i)l e - [

1.n
Finalement, on obtient u, ~—3—, soit :
n e

lim H(sk 1)1’“:—

n—>+oon K=1
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Exercice 4

1) Comme u, >0, une récurrence immediate permet de prouver que u, >0 pour tout ne N.

On aalors, pour tout neN :

1 1 1 1
__:un>0 = —>— = U, <Uu,.
u u u u

n+l n n+1 n

La suite (u,),., est donc strictement decroissante. Comme elle est minorée par 0, elle converge vers une limite

. . . . L . ) 1 1 .
( positive ou nulle. Si ¢>0, on obtient en passant a la limite dans la relation de récurrence : Z:L’Jrz, soit

(=0, ce qui est absurde. Donc, (=0.
Par telescopage, on a alors pour tout ne N :

Su :i[i_i}i_i,

k=0 \ U Uy

n
Comme u, — 0", on obtient > u, — + oo etainsi :
k=0

La série Xu, diverge.

2) Onapourtout neN, L u, +i et en élevant au carré :

un+l un
2
1 1 1 1 1
—=|lu +—| =U+2+= = ————=u’+2.
2 n n 2 2 2 n
n+1 un un un+l un

1 1 . .
Etavec ———-— =u’+2, on obtient pour tout neN" :

n+1 n

1 1 ., ;. w2 1 1 L ,
Remarquons que — —— =Uy +2, donc U, = Zuk =— —— —2 et larelation ci-dessus reste vraie pour n=0.
1 0 1 0

Ainsi, pour tout ne N :

4 1 1
W= ——-2n-2

k 2 2

k=0 un+l uO
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On aalors, pour tout neN" :

n-1 n-1
ufzi—i—Zn SN S SR +£Zulf.

o u, U nu, nu; nNis
l n-1

Or, u? -0 (car u, —0) et la moyenne de Césaro —Zuf tend aussi vers 0. Avec u, >0, onadonc :
k=0

%—)2 = 1 —M/E.

nuy Jnu,
Soit :
1
u, ~—
x/2n
Exercice 5

1) Soit un entier n>3. Posons f (x)=x—nlInx. La fonction f est définie et dérivable sur R’ en tant que

difference de telles fonctions et f_'(x) = x=n >0 pour x>n.Deplus, f (n)=nl-Inn)<0 car n>3>e.
X

La fonction f est continue (car dérivable) sur R’ , donc d’aprés le théoréme de la bijection continue :

e sur ]O;n], f eststrictement décroissante de limf =+ a f (n) <0, donc s’annule exactement une fois
O+
sur cet intervalle en un réel x, ;
e sur [n;+oo[, f, eststrictement croissante de f (n)<0 a lim f, =+ o, donc s’annule exactement une fois
+ o

sur cet intervalle enun réel vy, .

Comme (E,):e"=x" < f (X)=0:

L’¢équation (E,) admet exactement deux solutions strictement positives : x, et y, avec 0<x, <Y, .

2) Pourtoutentier n>3, f ()=1>0et f (e)=e—n<0 donc x, €]1;e[ et:
x,—nlnx =0 < nx, _1 Q(Xn)z1
X n n

n

avec g(x) :In_x.
X

La fonction g est définie, continue et dérivable sur [1;e] en tant que quotient de telles fonctions. Sur [1;e], on a

g'(x)= 1- I2n X >0 avec g'(x) =0 uniquement en e, donc g est strictement croissante de g(1)=0 a g(e) = 1
X e

-1

. T . . . . 1 1
Ainsi, g realise une bijection continue strictement décroissante de [1;e] dans {0;—} et sur {0;—] g est
e e

. . X (1 . . (1 L
strictement croissante de 1 ae. On aalors x, =g 1(—) et lim x, = limg 1(—)= Ilgng ‘=1, donc:
n

n n—>+o n—+ow

lim x, =1

n—+owo
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oy : In(l+z 1
3) Posons z, =x, —1. D’apres ce qui précede, z, — 0 et pour tout entier n>3, % ==,
+2, n
In(1+z 1
Comme z, -0, 0na Ind+z) _ z, etdonc: z, ~—.
1+z, n

De plus, x, €]1;e[, donc z, >0. Par ailleurs, ona y, >n, donc pour tout entier n>3 :

Xx -1 z yA
O<u,=——=—"<—".
Ya Yo N

yA 1 .
Comme — ~—-, on peut conclure par comparaison que :
n n

La série 2 u, converge.

Exercice 6

Pourtout neN",ona:

v.,—Vv. =In((n+D)*u, . ,)—-In(nu,)=aln(n+) +Inu, ,—alnn-Inu, =aln (1+ lj+ In {u“”

:ocln(1+1j+ln 1—2+O(%j =a l—iz+o(i2j —E+O(i2j:—i2+o(i2j+0(%j
n n n n 2n n n n 2n n n

Donc:

Ainsi, la série 2(v,,, —V,) converge et donc :

n+1

La suite v converge.

Notons A la limite de v. Onaalors lim n“u, = lim e" =e* =k >0. Comme k n’est pas nul, on peut écrire :

n—+oo n—+oo

Alors par comparaison a une série de Riemann, on a immédiatement :

La série 2u, converge si et seulement si o >1.

Exercice 7

1) a. L’application o est bien définie sur N et a images dans N”.

Pour tout entier ne N", notons k_ et r. le quotient et le reste de la division euclidienne de n par 3.
Ona donc n=3k, +r, =3(k, +1)+r,—3 avec r, =0,10u 2 et:

3k, sir, =0 2k, sir =0

n=:3Kk,+1)-2 sir, =1 = o(n)=44k, +1 sir =1
3(k,+1)-1 sir =2 4k, +3 sir, =2
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Remarquons que si on note p, le reste de la division euclidienne de o(n) par4,ona:

r=0 < p,=0o0u2
r=1 < p,=1
r=2 < p,=3

Soient n,n'e N’ tels que o(n) =c(n’). Onaalors p, =p,. et, d’aprés ce qui précede :

p,=p,=00Uu2 =

pn:pn':1 =

pn:pn':3 =

r=r.=0

n n

{G(H) =2k =o(n’) =2k,
=
r=r

n n'
r,=r,

r=r.

n n

{o(n) =4k, +3=0o(n") =4k, +3
r=r.=2 =

Dans tous les cas, on obtient n=n" quand o(n) =o(n’), donc o est injective.

Soit maintenant N e N” tel N =4K, +p,, est la division euclidienne de N par 4. On a alors :

py=0o0u2 = N:c{gNJ
py =1 = N =G(3¥-+1j
py =3 = N=G(3N4_3+2)

Donc, N admet un antécédent par . Ceci prouve que o est surjective.

Finalement, o est injective et surjective, donc bijective de N” dans N”, donc :

o est bien une permutation de N”.

b. La seérie Zun vérifie le critere spécial des séries alternées, donc :

La série ) u, converge.

n
Posons pour tout neN", S, = Zuc(k) .Onaalors :
k=1

3n

n n

San =D Uogy = Z(Usm—z) Ui TUoa)) ) = Z(”M—s Uy Uy, )

k=1
n

=L

o

j=1 =

=L

D DY ) 1 11
-3 a1 JEJ Z(J4J—3+J4J—1 \2i

{cs(n):4kn+1:cs(n'):4kn.+1 {kn =k
1 = =

|
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Et:

1 1 1 1 1 1 2-2

== 2
J4j—3+J4j—1 J2i 2§ \/1_3+\/_1 V2 isve 2]
4]

Comme la série diverge,ona lim S, =+ o0, etdonc:
\f 3n

n—+oo

La série D u_, diverge.

2) On montre comme plus haut que c est bien une permutation de N”.

La série 2un vérifie le critere special des séries alternées, donc :

La série ) u, converge.

n
Comme plus haut, on pose pour tout neN", S, = Zuc(k) .Onaalors:
k=1

3n n n
Sin = 2 Usg ZZ( o3j-2) TUsj +Uo(31)) Z(“21—1+U41—2 +U41)
k=1 j=1

j=1
n _1\2i] _1\4i-1 _1\4i+l n
o [ e o N S T
=y 2]—1 4)1-2 4] a\2]-1 4)j-2 4]
_ Z ln[i_i]_
21(21 1) 293\ 2j-1 2]

. 1
Comme nILerZu —Zun ,onobtient : lim S, =§n§un :

Comme u_,, —0 (u, -0 et o(n) —+00), on a aussi :

Ilm SSn 1 Ilm I:SSn +U0(3n+1):| - Ilrp SSn+2 - Ilm I:SSn +uo(3n+l) +uc(3n+2)]

n—+o0

Ainsi, lim S, :%Zun,autrementdit:

n—+wo
n=1

+o©
La série > u_, converge,avec » u_., :EZU"'
n=1 n=.

Exercice 8

sin(nt)

n

1) Pour tout neN", les fonctions t+—>t et t>

parties, on obtient :

2

n 2

n n

Iltcos(nt)dt = [tm}l _Ilsi”(”t) dt — {t sin(nt)}l J{COS(nt)T _sinn_cosn—1_
0 n . 0 :

 n n

sont de classe C* sur [0,1] et par intégration par
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Donc, on a bien pour tout ne N™ :

1
u, = Io tcos(nt)dt +v,

. t 1 . .
2) Lafonction f :t+— —— estde classe C" sur }O;ﬂ en tant que quotient de telles fonctions, avec :

sint

sint —tcost
sin’t

f(t) =

Ona tler(} f (t) =1, donc f se prolonge par continuité en 0 (en posant f(0)=1)et:

sint.—tzcost:(Hg(t?)_t(zhg(t)): o) = lim f'(t) =0.
sin’t t"+o(t) 1+o() o

f(t) =

La fonction f, prolongée par continuité en 0, est alors de classe C* en 0, avec f'(0)=0.

Finalement :

La fonction f se prolonge en une fonction de classe C* sur [O;ﬂ .

3) Pourtout neN" ettout t €]0;1], e" =1 et :

.nt .nt .nt
n n _ no it a2(p2 _pa 2
ztcos(kt):tzRe(elkt)=tRe|:Z(elt)k:|:tRe|:e|t eit ;—:|=tRe elt € t(e : € t )
k=1 k=1 k=1 € - 2 -

e2(e2—g 2)

nt (n+1t nt (nt (n+Dt) . ((n+Dt
(et sin o cos 5 sin > sin ?+ > —sin )
=tRe e 2 =t =t

nt
2

)

(t) | ('t a ('t
sin| — sin| — 2sin| —
(ZJ_ (ZJ (ZJ
. (2n+1)t] . t) t
sm( —sin| — il
‘ 2 2)_ 2 sin((zml)t]—it
L[t [t 2
2sin| — sin| —
(ZJ (ZJ
Soit pour tout neN™ et tout t [0;1] :

@n+t) 1
Ztcos(kt)_f[ J (Tj Et

4) Onapourtout neN" :

kzn_;uk = kZ::(J'Oltcos(kt)dt +V, ) = J‘:{Zn_:t cos(kt)} dt+ Zi:vk
o 52 oS o 5
~['f (%jsin((zngl)tjdt—z+§vk
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Avec le changement de variable u =% (t H% réalise une bijection de classe C* de [0,1] dans {O,ﬂ) :
D U= ZJ‘:Z f (u)sin((2n+1)u)du —%Jerk :
k=1 k=1

Comme f (prolongée) est de classe C* sur {Oﬂ on peut intégrer par parties :

n 2n+1 B 2n+1 .

- 2n2+1(1_ f (%)COS(Zn;lJJFJ.O f'(u)cos((2n +1)u)duj——+zvk

k=1

Comme f (prolongée) est de classe C* sur { ﬂ |f | est majoree par un réel M et :

<1+ f (EJ+EM )
2) 2

2n2+1(1_ ; (%jcos[2n2+1j+follz f '(u)cos((2n +1)u)duj—>0.

1-cosn 3
2

n? n

‘1— f (%j cos( 2n2+1j + joﬂz f '(u)cos((2n+1)u)du

Alors :

Par ailleurs, on a pour tout neN", 0<v, =

, donc par comparaison a une série de Riemann

convergente, la série 2 v, converge.

Ainsi :
L. + o0 + o0 1
La série 2u, converge et Zuk =ka -=.
k=1 k=1 4
5) Pourtout neN",ona:
sin(n+1) sinncosl+cosnsinl sinn cosn
= = cosl+——sinl.
n n n n
Donc:
cosn _ _1 sm(n+1)_c?sls|nn= _1 U~ (cotand)y, +—— 1 sin(n+1)
n sinl n sinl n sinl sinl n(n+1)
. i sin(n+1 L . i
On a pour tout neN", sin(n+1) =| ( )|si2 et Ziz converge. Ainsi, la série ZM est
n(n+1) n(n+l) n n n(n+1)

sinn - cosn -
absolument convergente, donc convergente. Comme Xu, =X —— converge, la série X —— converge, ainsi
n n

, . cosn+isinn ]
que la série X —————. Ceci prouve que :
n

in

€
La série X — converge.
n
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Exercice 9

n + 0
Posons S, =>"u, et S=>"u,.
k=0 k=0

Comme (u, ), estdécroissante et a termes positifs, on a pour tout ne N™ et pour tout k e n+1,2n

0<u,, <u,.
Donc :
2n
<> U =S,,-S,.
k=n+1

Or, lim (S,,—-S,)=S-S=0, donc d’aprés al théoréme de gendarmes, lim nu,, =0, soit :

n—+oo n—+ow

lim 2nu,, =0.

n—+o0

On a de plus, pour tout neN, 0<u,,,, <u,,, donc:
0<(2n+1u,,,, <(2n+Du,, =2nu,, +U,, .
Comme 2u, converge, ona u,, — 0 etavec nu,, — 0, on a, & nouveau grace au théoréme des gendarmes :

lim (2n+1u,,,, =0.

n—+oo

Ainsi, lim 2nu,, = lim (2n+1)u,,,, =0 etdonc:

n—+oo

lim nu, =0

n—+ow

Remarquons préalablement que pour tout (p,n) e N® tel que 1< p<n,ona:

L—R Zu —Zu +Upg +ot Uy +U,

k=n+1

En particulier, pour tout neN, R —R ,=u_,>0 donc (R)),, est décroissante et a termes positifs (car
(U,),y Dest). Ainsi, d’aprés le résultat précédent, si 2R~ converge, alors nR. —0.

Par ailleurs, pour tout ne N

n
D ku, =u, +2u, +3U; +...+ (N =1)u, , +nu,
k=0
=, +U, +U;+...+U, ,+U )+ (U, +U; +...+U, , +U ) +..+ (U, , +U ) +U,

_(R R)+(R1 R)+ +(Rn2 Rn)+(Rn—l_Rn)
—ZR -nR,
Ainsi, si 2R converge, alors :
lim (Zku J_ lim (ZR -nR szRk— lim nR, =>'R, .
n—-+oo —>+o k=0 n—+o k=0

Et ainsi :

Si XR, converge alors Xnu, converge vers la méme somme.
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Exercice 10

Comme xe]-1;1], lasérie X x" est absolument convergente.

+ o0 + 00 2
Donc le produit de Cauchy Xu, (avec u, _ZX“ x") converge et sa somme est > u, :(Z x“] .Or:

k=0 n=0

u, —Zxk X" K Zn:x”:(n+1)x“.
k=0

Donc :
+ +© 2
D (n+Dx"=| > x|
n=0 n=0
+ 00 XN+l 1
Enfin, Zx" = lim Zx =——— car |x|<1 etainsi:
e N >+ N—>+:>o 1 X 1—X
+ 0
1
D (n+D)x .
n=0 ( _X)
T AAA A AAA AAA AAA AAA AMA AR AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA ANA AAA AAA AAA AAA AAA AAA ABA AMA AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA AMA ATA AAA AAA AN AAA AAA AMA AMA ATA
Exercice 11

Ona, pourtout ne N :

n

:jl”wdt =[sin(Int)]; =sin(Inn).

Comme lim Inn=+ oo et la fonction sinus n’admet pas de limite en + oo :

n—+oo

La suite (1,),.y n’admet pas de limite.

. x In . — .
Soit f x> L Mdt. Cette fonction est de classe C* sur [1,+ o[, comme primitive d’une fonction C*

sur [1,+oo[. Pour neN’, la formule de Taylor avec reste intégrale a ’ordre 1 appliquée a f entre n et n+1
donne :

f(n+1)—f(n)=f '(n)+j"”(n +1-t) F(t) ot .
Alors :

n [f(k+1)— f(K)] =znj f '(k)+zn"jkk+l(k +1-t)f (b dt.

k=1

Soit, en posant v, =Inn+l(n +1-t)f"(t)dt :

f+)-f@Q=Ff+D=1,,=Du+DVv, = du=l,->V.
k=1 k=1 k=1 k=1
On apourtout neN’" :

v, |= ‘ [ -ttt < [n+1-t frofde< [T ).
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Donc :
Sl rwlde= "] oot
k=1 k=1

cos(In x) +sin (In X)I <2 donc pour tout ne N™ :
2 = 2’ .
X X

s N+ n+1dt_ 1
;IVJSL [Fr@ldes [ =1-—<1.

Or, pour tout x e[1,+oo[, | f"(x)|=

Ceci prouve que la série Zvn est absolument convergente, donc convergente.

n n n n
Alors, comme > u,=1.,-> V., (1), diverge et (kaj converge, la suite (ZUKJ diverge,
k=1 k=1 neN neN

= k=1 k=1
autrement dit :

La série > u, diverge.

Exercice 12

1) Ona, pourtout neN, A’a =Aa —Aa_ , >0, donc la suite (Aa ), estdécroissante.
On veut (a,),. est décroissante, soit Aa, >0 pour tout ne N.
Raisonnons par 1’absurde en supposant qu’il existe N e N tel que Aa, <0.

Alors, comme (Aa,),. est décroissante, on a pour tout entier n> N, Aa, <Aa, <0 et, avec un télescopage :

n-1 n-1 n-1
Aa, =) (a —a.,)< ) Aay, = a,—-a,<(n-N)Aa, = a,-(n—N)Aa,<a,.
k=N k=N k

1l
=z

Et comme Aa, <0, on a lim (aN —(n—N)AaN)=+oo, donc par comparaison: lim a, =+oo. Ceci est

n—+owo n—+o0

absurde car la suite (a,),_, est bornée, donc il n’existe pas d’entiers naturel N tel que Aa, <O0.

Ainsi, Aa, =a, —a.,, >0 pourtout neN etdonc:

La suite (a,),., est décroissante.

Comme la suite (a,),. est strictement positive, elle est minorée par 0 et donc :

La suite (a,),., converge vers une limite positive.

2) Soient n,peN telsque p<n.
D’apres ce qui précéde, on a Aa, > Aa, pour tout entier k <n. Alors, si p<n, onacomme plus haut :

D Aa =a,-a,, >> Aa, =(n-p+1)Aa,
k=p

k=p

Ceci donne ;

nAa, <(p-1)Aa,+a,-a,,
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3) Soitunréel £>0.

Notons lim a,=(>0.Onaalors lim Aa, = lim (a,—a,,)=(-(=0.

n—+o0 n—+oo n—+o
Il existe peN tel que pour tout entier n> p, €—§£an s€+§, donc :

—£—§< a,,<—-Cl+ et ap£C+§.

wl|m

n—+o0

Et, comme lim (p—-1)Aa, =0, il existe aussi N, e N tel que pour tout entier n>N,, (p—1)Aa, sg.
Alors, en posant N =max(p,N,) €N, on a pour tout entier n>N :

o S iyt
3 3 3

Or, on avu que pour tout neN, Aa, >0, donc nAa, >0 et ainsi, pour tout réel £ >0, il existe N e N, tel que
pour tout entier n>N, 0<nAa, <g, ce qui prouve que :

nAa, <(p-1)Aa,+a,—-a

lim nAa, =0

n—+w©

4) Soit neN.Ona:

Zn:(k +1) A%, = Zn:(k +1)(Aa, —Aa,,)
k=0 k=0
:Zn:Aak +Zn:kAak —Zn:(k +1)Aa, .,
k=0

_z c’:lk+1 Z[kAak _(k+l)Aak+l]

k=0
=8, —a,,; — (n +1) Aan+1

Or, lima,, =C¢et lim(n+1)Aa,  =0,donc:

n—+wx n—+o

lim (Z(k+1)A a j_ lim (a,-a,,—(n+1)Aa,,)=a,-(.

n—+ow

Ainsi :

La série Z(n +1)A’a, converge et sa somme est a, — lim a, .

n—+oo

5) Soit neN telque n>2.

Pour tout k eN",ona u, =v, -V, ,, donc:

n n n n
Z au, =a,U, + z a, (Vk _Vk—l) =aU, + z QVy — z Vs
k=0

=a,U, +Zakvk ZaMVk au, +a.v, +Z(ak ak+1)vk

=1 k=0

=l +a,Vv, + z (Aay )v, =agl, +a,v, +(Aay)v, + Z (Aa)v,
k=0 k=1
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Or, pour tout k e N, v, =(k+L)w, —kw,_,, donc :

n-1

D a U, =agUy +a,Vv, +(Aag)Vv, + Y (Aa ) ((k+1)w, —kw_,)
ko0 P

n-1 n-1
=aU, +a,V, +(Aa,)V, + Z (Mg )(k +Dw, — Z (Aa, )k w, 4
k=1 k=1

n-1 n-2
=aU, +a,V, +(Aa,)V, + Z (Aa)(k+1)w, — z (Mg, )(k +1)w,
k=1 k=0

>
N

= agU, +a,V, +(Aa,)v, +(Aa,)nw,, + D (Aa, —Aa, ) (K+D)w,

>S5 x
N -

= aglly +,V, + (A )V, + (AR )W, , + Y ((k+1) A%a, )w,
=1

=~

Par hypothese, (w, ), convergeet lim av. =0,etonavuque lim nAa, =0, donc:

n—+oo n—+oo

lim (au, +a,v, +(Aay)V, +(nNAa, )W, , ) = agu, + (Aag)V, .
-2
Pour le terme ((k +1)A%a, )wk , considérons deux cas, en rappelant que la série Z(n +1)A%a, converge :
k=1

>

e si limw, =0,0na((k+1)A%, )w, = 0 ((k+1)A%a, ), donc "((k+1)A%a, )w, converge ;

n—+w

e si limw =a=0, ona ((k+1)A%a, )w, = a(k+D A%, et ((k+1)A%,)  est positive, donc

n—+o —>+®

(alk +1) A%, )k . estdu signe de o et ainsi, > ((k+1)A%a, )w, converge encore.

n-2
Finalement, la série Z((k +1) Azak)wk converge, donc (Z((k +1)A2ak)wkj converge et ainsi :
n>2

k=1

Lasérie D au, converge.




