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Corrigés de la série 2 - Centrale-Supélec

Planche n° 9

Soient P et Q deux polyndmes non nuls de C [X].

On suppose que P et Q admettent une racine commune A. Montrer qu’il existe deux polyndmes U et
Vde C,_,[X], non nuls, tels que UP+VQ =0.

On pose n=2, et on définit ¢ par ¢(U,V)=UP+VQ . Montrer que ¢ est linéaire de (CI[X]2 dans
C,[X] et exprimer sa matrice dans des bases a déterminer.

Donner une condition sur les coefficients de P et Q pour qu’ils n’aient aucune racine commune.

Si A est racine commune de P et Q, alors il existe deux polyndmes A et B tels que :
P=(X-AMAetQ=(X-A)B.
Comme degP<n,ona degA<n-1donc Ac C,_[X].Deméme, Be C [X].

Enposant U =B et V=-A,onabien U,Ve C [X]et UP+VQ=0.

otk ook
Pour tout (U,V)e (CI[X]Z, ona:

deg0(U,V)<max(UP,VQ)<1+2=3 = oU,V)e C,[X].
Pour tous (U,,V,),(U,,V,)e (31[X]2 et tout (A,n)e C*,ona:

(MU, V) +1U,.V,)) = 0AU, + LU, AV, +uV,) = AU, +pU,)P + AV, +uV,)Q
= }V(U1P+VlQ)+l-L(UzP+V2Q) = }Vq)(Ul’Vl)"‘“(b(Uz’Vz)

Donc, ¢ est bien linéaire de (CI[X]2 dans C,[X].

Une base de C,[X]* est B=((1,0), (X,0), (0,1), (0, X)) etsi B, :(I,X,XZ,X3), la base canonique
de C,[X],ona,enposant P=a+bX +cX et Q=a'+b'X +c'X" :

A= MB,BC 9=

o ST O
o o &R

0
a'
b’
c

S o Qe

sskoskoskoskokok

On a vu que si P et Q admettent une racine commune, alors il existe (U,V)e C,[X 17, non nuls, tels
que O(U,V)=UP+VQ =0, donc ¢ n’est pas injective, soit :

det A=(ac'—a'c)*+(a'b—ab")(bc'—b'c)=0.

Réciproquement, si detA=0, ¢ n’est pas injective, et donc alors il existe (U,V)e C,[X T, non
nuls, tels que ¢(U,V)=UP+VQ =0, ce qui implique que PIVQ . Si deg P =2, alors P admet deux
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racines complexes (distinctes ou pas), et comme degV <1, I'une de ces racines est racine de Q et
ainsi, P et Q admettent une racine commune. De méme si degQ =2. La réciproque est donc vraie
quand P ou Q est de degré 2.

Ainsi, quand degP=2 ou degQ =2, P et Q admettent une racine commune si et seulement si
(ac'—a'c)* +(a'b—ab")(bc'—b'c)=0.

Si P et Q sont de degrés inférieurs a 1, alors :

® i Pou Q est constant (non nul), P et Q n’admettent jamais de racine commune ;

e i degP=degQ=1, on a P=a+bX et Q=a'+b'X avec b#0 et b'#0, et P et Q
admettent une racine commune si et seulement s’ils sont proportionnels, soit a'b—ab'=0.

Planche n° 10

Soit E un R -espace vectoriel de dimension n.

Donner une relation entre 1’ordre de multiplicité d’une valeur propre et la dimension du sous-espace
propre associé. Qu’est-ce qu’un polyndme caractéristique ? Donner le théoreme de Cayley-Hamilton.

Soit ue L(E) et P son polyndme caractéristique. Montrer que si P'(0)#0, alors keru = keru”.

[Pour n=3, montrer que keru=Xkeru’ si et seulement si 0 est valeur propre de méme ordre de
multiplicité de u et u’.] Justifier que cette question est fausse !

Pour les premieres questions voir le cours (la relation attendue entre I’ordre de multiplicité n, d’une
valeur propre A de ue L(E) et la dimension de ker (u—Aid), le sous-espace propre associé est en
fait une inégalité : dim(ker (u—Aid))<n,).

sfskskoskoskookok

Si P(0)#0, alors 0 n’est pas valeur propre de u, donc u appartient 3 GL(E), ainsi que u”, et donc
keru =keru® ={0}.

Si P(0)=0 et P'(0)#0, alors 0 est racine simple de P (n, =1). Alors, 1<dim(keru)<n,=1 et
ainsi, dim(keru)=1.

Si Ae M, (R) est la matrice de u dans une base B quelconque de E, elle est trigonalisable dans
M, (C), donc semblable a une matrice triangulaire de coefficients diagonaux A,...,A, ,0 ou les
A, sont réels ou complexes, mais non nuls, car O est racine simple de P=X(X —A))...(X =7, _,).
Alors, A%, la matrice de u” dans la base B, est semblable 2 une matrice triangulaire de coefficients

2
n-1°

diagonaux A;,...,A_,0 et le polyndme caractéristique de u> est P=X(X —=A))...(X —=A_)), qui

admet O pour racine simple.
Comme plus haut, on obtient alors dim(ker uz) =dim(keru)=1 et comme on a toujours
keru c keru®, on a finalement : keru =keru”.

skokesk skosk skok

Quel que soit u, 0 est toujours valeur propre de méme ordre de multiplicité de u et u” : il suffit,
comme plus haut, de considérer une matrice de u et de la trigonaliser dans M, (C) .
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Planche n° 11

On munit M, (R) de son produit scalaire canonique. Soit Ae M, (R) une matrice vérifiant la

relation (E): A>="A.

a
a) Dans cette question seulement, on suppose que A= (b j A quelle condition sur a et b la

a
matrice A vérifie-t-elle (£) ? Donner les couples (a,b) solutions.

b) Trouver un polyndme de degré 4 annulateur de A.

¢) Montrer que A’ est la matrice d’un projecteur et qu’elle est symétrique.

d) Monter que ker A’ =ker A et InA’=ImA.

e) Soit F un sous-espace de M, | (R). On dit que F est stable par A si pour tout X € F', AX e F.

Monter que si F est stable par A, alors F L aussi.

f) Soit Ye ImA.Onnote F, = Vect(Y,AY,AZY). Montrer que I’application X + AX induit une

isométrie sur F, , puis reconnaitre cette isométrie.

a’—b* —2ab

2ab  a*-b’

a’—b* —2ab a b a’-b*=a
= =N )
2ab  a*-b* -b a 2ab=—-b

a) Ona A’ :( j , donc A vérifie (FE) si et seulement si :

Et:
2 2 3 B 3
a*~b'=a @=a |PEeA a=0  fa=1  |P=7 |b=m
ou 1 A ou ou
2 a=—— a=-—
2 2
Les couples (a,b) solutions sont donc : (0,0), (1,0), (%’_%] et (_g’_%].

b) Ona A>='A,donc A="(A*)=("A)* =(A*)* = A*. Ainsi, P=X"—X est annulateur de A.

¢) On vient de voir que A*= A, donc, en multipliant par A®, on obtient A®=(A’)*=A’, donc A’
est la matrice d’un projecteur et qu’elle est symétrique.

Alors, A’ =A’A="AA donc "(A*)=("A)’ =(A*)’ = A° = A’ et A’ est symétrique.
d) On atoujours ker Acker A’ ckerA* et InA* cImA’ cImA.

Comme A*= A, on aimmédiatement : ker A> =ker A et InA*>=ImA.

e) On suppose F stable par A.

Soit X € F*, donc pour tout Ye F, (X1Y)=0. On veut AX € F*, autrement dit, pour tout
ZeF, (AX1Z)=0.
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Soitdonc Ze F.Ona: (AX1Z)="'X"'AZ="XA’Z = (X IAZZ). Or, F stable par A, donc par A,
et ainsi, A’Ze F , donc (X IAZZ)=0. Ainsi, (AX 1Z)=0, ce qui prouve que F* est stable par A.
f) Remarquons que, comme ¥ € ImA=Im A’ et A’ est une matrice de projecteur,ona A’Y =Y .
On a alors :
(AY1Y)="Y'AY = YA’Y =(Y | A’Y )
= (Y1AY)=(Y1A%Y)=(AYIAY)=q
(AY 1A% )="Y'AA’Y = 'YA'Y = 'YAY =(Y | AY)
(AY1AY)="Y'AAY ='YA’Y =YY =(Y |Y)
(A’Y1A4%Y)="Y (AHAY =YAY = YAY =(YIY); = (YIY)=(AYIAY)=(AYIA%Y)=p.
A:l(AZ):(lA)ZZ(A2)2:A4
Alors, pour tout X =aY +bAY +cA’Y e F,,ona:
IX|* =a* (Y 1Y)+ (AY 1 AY ) +c* (A*Y 1 A%Y )+ 2ab(Y | AY )+ 2ac (Y | AY )+ 2bc (AY | A%Y)
=(a’+b* +c*)B+2(ab+ac+bc)o
2 2 2
|AX||" = |aAY +bA%Y +cAY || =||aAY +bA%Y +cY|
= (Y1Y)+a* (AYIAY)+b* (A’Y | A°Y )+ 2ac (Y | AY )+ 2bc (Y | A°Y ) +2ab(AY | A°Y )

=(a’ +b* +c*)B+2(ab+ac+bc)a,

Ainsi, | X || =||AX || et donc, I’application u, : F, = F, ; X = AX est une isométrie.
e SiY=0, F, ={0} et u, est!'identité.

e SiY#0 et AY=AY,alorsona A=0oul (car Ae Sp,(A) et X*—X est annulateur de A,
donc Spg(A) <{0,1}). Mais, A#0, car sinon, on aurait ¥ € ImAnker A={0}, ce qui est
absurde. Donc AY =Y, F, = Vect(Y) et u, est’identité.

e Si(Y,AY) estlibreet A’Y =aY +bAY avec a,be R, alors :
Y =A’Y = A(aY +bAY ) =aAY +bA’Y = aAY +b(aY +bAY ) =abY +(a+b*)AY .

Donc :

ab=1 b =-1
s = & a=b=-1.
a+b =0 a=-b"

Ainsi, A’Y =—Y—AY . La famille (Y,AY) est alors une base de F, que I’on prend directe,

dans laquelle la matrice de I’isométrie u, est :
_ [0 -1
B=(0 7).

Comme det B=1, u, estune rotation d’angle 6= % (car Tr(B)=2cos0=-1).
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e Si (Y,AY,A’Y) est libre, alors c’est une base de F, dans laquelle la matrice de u, est :

B=

(= ]

01
00].
10

ére éme
1 37,

Cette matrice est orthogonale, de déterminant 1 (il suffit d’échanger la colonne et la
puis la 2™ colonne et la 3™ pour obtenir 7,) : ¢’est une matrice de rotation. On trouve un axe

dirigé par Y+ AY + A’Y et un angle Gziz—; (car Tr(B)=14+2c0s8=0, donc cose=—%).

Enfin,si X =Y—AY ,ona X ABX =Y +AY + A*Y , donc ez%.

.. ) 2
Ainsi, u, estlarotation d’angle ?ﬂ: et d’axe Vect(Y +AY + AZY) .

Planche n° 12

Montrer que pour tout entier >3, P=X"—nX +1 admet une unique racine x, € | 0,1[.

Trouver un équivalent simple a, de x, , puisde x, —a, .

Pour n>3, soit f, : x> x" —nx+1, dérivable sur [0,1] avec f '(x)= n(x""=1)<0 (avec égalité en

N

1 uniquement), donc, sur [0,1], f, est continue et strictement décroissante de f,(0)=1>0 a
f,)=2-n<0 (car n=3). D’apres le théoreme de la bijection continue, f, s’annule exactement

une fois dans ]0,1[ etainsi, P=X"—-nX +1 admet une unique racine x, € |0,1].

sfskoskoskoskoskok

Ona:

n+l

fin(x)=x""—(m+Dx, +1=x""—nx, —x, +1=x"=x"+ f,(x)—x, =(x, - Dx" —x, <0= £, (x,.,)

Et comme f,,, est strictement décroissante sur [0,1], on obtient x, >x,,,, donc la suite (x,),., est

+0

strictement décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle converge vers un réel /¢ < [0,1 [ .

Or, pour tout entier n2>3, f,(x,)=x'—nx,+1=0, donc nx, =x"+1. Avec /<[0,1[, on obtient

. . 0 1
lim nx, = lim (x] +1)=1etdonc: x, ~—.
n—+oo n—>+oo n

skokesk skosk skok

1 1 1 . o
Posons alors €, =nx, —1= n(xn ——j —0 car x, =—+ 0(—) . Larelation x! —nx, +1=0 se récrit :
n n n

en"=(1+¢g)".

Avec la stricte décroissance de f, sur [0,1], on a par ailleurs :

fn(ljz ! >0=f(x,) = l<xn;
n n

nn
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11 1 1Y 1 1.1
e apcr: f,|—+— |=|—*+= | ——5<0=f,() = x <—+—.
n n n n n n n
1 1 1 . r .. .
Donc —<x, <—+—,soit: 0<ng, <—. Ainsi, ng, >0 etcomme €, -0 :
n n o n n
n =1 n __ _nin(l+€,) __ neg,+o(neg,) 1 1
n'e, =(+¢ ) =e =e -1 = en~y.

Ainsi, x, =l(1+sn)=l(1+i’z+o(iﬂj), soit : x, :l+ ’}H +0( ’}“j'

n n n n

Planche n° 13

Soit pe ]0,1[. On se donne une piece qui tombe sur pile avec la probabilité p. On la lance jusqu’a
obtenir deux fois pile et on appelle X le nombre de faces obtenus.

a. Donner la loi de X.
b. Montrer I’existence et donner la valeur de I’espérance de X.

c. Si X =n, on place n+1 boules numérotées de 0 a n dans une urne. On pioche une boule au
hasard et Y désigne le numéro de la boule piochée. Donner la loi de Y et son espérance.

a. Ona X(Q)=N. Soit ne N. Pour que (X =n) se réalise, il faut avoir fait n+2 lancers et

obtenu exactement une fois pile lors des n+1 premiers lancers et pile au (n+2)*™ lancer.

Si, pour tout k€ [1,n+1], on note (P, =k) I’événement : « on a obtenu pile aux k™ et (n+2)*™
lancers et face sinon », ona P(B =k)=p*(1- p)" et:

n+l

P(X=n)=Y P(R=k)=(m+1)p*(1-p)".

k=1

b. Sous réserve de convergence, on a :

E(X)=>nP(X =n)=) n(n+D)p’(1-p)" = p*(-p)D n+DA-p)".

n=0 n=1 n>1

Or, si on pose f(x)sz’Z :%,fest C~ sur |—1,1[ et pour tout xe |—-1,1] :
—Xx

n20

f'x)= znx"_l = Z(n+1)x” = et f"(x)= zn(n_l_l)xn—l _ 2

nx1 n=0 (1_x)2 n=1 (1_)(')3 .

. 2 )
Ainsi, Zn(n +D)(A-p)~ = ? et donc, X admet une espérance qui est :
nx1

E(X):Zl__p.
p




PSI*

c. Ona Y(Q)=N.Soit ke N.

Pour pouvoir avoir Y =k, il faut que X >k et dans ce cas, pour X =n=k, les n+1 numéros sont

équiprobables, donc F,_, (Y=k)= R On a alors, avec la loi des probabilités totales :
n
P(Y=k)=D.P(X=n)P,_,( )=> (n+D)p*(1- p) —
n=k n=k
2 n 2 k 1 k
=p 2 (U=p)'=p(-p) ———=pl-p)
;‘ 1-(-p)
Et:
_ 1- 1-
E()=SkP(Y=k) =Y kp(i-p) = p-p)S k(- py- =—L4=P) __1=P
k=0 w2l 21 (1—(1—]9)) p
Planche n° 14

Soit (X,) . une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de parametre

€]0,1[. On pose S, :sz , T :SL et m, = E(T)) si elle existe.

n
k=1 n

a. Calculer E(X,) et E(S,).

1
b. Montrer que m, <—.
n

X 1
c. Montrer que pour tout k € [[1, n]] , E (S—"j =—
n

n

S —
d. Montrer que E (S—"j vaut 1+umn quand k >n et K sinon.
n p hn

a. Ona E(Xl)zl:E(Xk) pour tout ke N” et E(Sn):ZE(Xk):ﬁ
p p

k=1

b. Ona S,(Q)={ke N'\k=n},donc Y P(S,=k)=1et:

k=n

mn=Z%P(Sn:k)SZ% ZP -1

k=n k=n N>y n

(%H Jeeli)
o0 = o)

c. Comme les X, suivent toutes la méme loi, les —= aussiet E

Alors, pour tout k€ [1,n] :

T
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d. Si k<mn,ona:

| e |op[ Xt X g Ay g K| ogp| 2|2
S, S, S, S, S ) n
Sik>n,ona:

X+.+X +X +.+X X  +..+X X X
E S =E| - e Ll=E| 1+ % =1+ E| =2 |+ 4+ E| £ |.
SV! SV! SV! SV! SV!

X X
Comme, plus haut, on a E [%j =.=F [S—"j De plus, comme k¢ [[l,n]], les variables X, et

n

n

. 1 .
S, =X, +..+ X, sontindépendantes, donc X, et 5 aussi, donc :

n

X 1. 1. _m,
E(S—J—E(XkSJ E(Xk)E(SJ E(X)ET) o

n

n n

Et ainsi :

Sl i~ o X ~ X |_ _oom,
E(S—j_1+ZE(SJ_1+(k n)E(S J—1+(k n)—=.

n i=n+1 n p

Ainsi, on a bien :

k quand k<n
S 1+ﬂmn quand k>n
p
Planche n° 15
Soit f:R* = R la fonction définie par :
Flx,y)= 1+yx2 quand y =0

0 quand y<0

a. La fonction fest-elle continue ? de classe C' ? Déterminer ses lignes de niveau.

b. On consideére une droite D, de R*, de pente o et passant par le point P =(1,1). Soient S la
surface de R’ d’équation z= f(x,y) et C la courbe tracée sur S et dont la projection
orthogonale sur le plan d’équation z=0 est D,. Soit M un point de C. Déterminer la
tangente 2 C en M.

définie sur R?, est rationnelle, donc elle est de classe C' sur R?.

a. La fonction (x,y) Y 5
I+x

Alors, fest de classe C' sur R*\A avec A={(x,0), xe R}.
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Pour tout ae R :

lim ——=0=f(a,0)= lim Sley)y= dim o f(xy).

(x,)—=(a,0) 1 + x2 (x,y)=(a,0" (x,y)—(a,07)

Donc, f est continue sur A.

) 1
Par contre,ona lim a—f(x, y)=
(x,)—(a,0") ay 1+x

# lim a—f(x,y)zo, donc fn’est pas C' en (a,0).

> =@ dy

Ainsi, fest continue sur R” et de classe C' sur R*\A.

skeokeskeoskosk sk
Soit ke R . Appelons £, laligne de niveau £, = {(x, yeR?, f(x,y)= k} :

Onadéja £, =D quand k<0 et L,=RxR_.

Pour Kk >0,o0na:

xyel, o fy=—2s=k o y=k(l+x’).
1+x

Donc, quand k >0, L, est la parabole d’équation y =k(1+x7).

b. L’équation réduite de D, est y=o(x—1)+1, donc la courbe C peut étre paramétrée par :

X
C:{a(x=1+1
f(xo(x=1)+1)
Si elle existe, la tangente 2 C en un point M (x, ax-D+1, f (x, oc(x—1)+1)) de C passe par M et
est dirigée par T(1,0, g'(x)) avec g(x)=f (x,o(x—-1)+1).

e Sia=0,ona gx)=f(x1)=

et T(I,O,—(lz—xz)zj pour tout xe R.
+x

1+x°
1
| 0 quand x<1——
e Sia>0,0ona a(x—1)+1<0 quand x<1-—, donc g(x)= <.
o a(x—-1+1 1
———5— quand x>1-—

1+x o

— o’ +2(oc—1)x+ocJ
our

Alors, (1,0,0) pour tout x<1—l (la tangente est D,), T|1,q, —
(04 I+x)

. | )
tout x>1—— etil n’y a pas de tangente quand x =1—— (il y a deux demi-tangentes).
o o

. 1 . . .
e Sia<O,ona a(x—1)+1<0 quand x>1——, et c’est le contraire de ci-dessus (et toujours pas
o

de tangente quand x = 1—l ).
o
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Voici ’allure de S :

Planche n° 16

On cherche a résoudre 2xy'(x) =2 y(— x) =—; 1
X+

Montrer que toute fonction f de R dans R se décompose de maniere unique en la somme d’une

fonction paire et d’une fonction impaire.

Montrer que le probléme, sous certaines conditions supplémentaires que 1’on précisera, se ramene a
deux équations différentielles d’ordre 1 et résoudre.

PACL S AGE)]
2

La premiere question est du cours : pour tout f:R >R, f=f +f avec f, x>

SO - f=x)
2

paire et f,: x> impaire.

skokeskoskosk skok

Soit f une éventuelle solution du probleme sur R . La fonction f est alors dérivable sur R et, avec
les notations ci-dessus, f, et f; le sont aussi avec f,' impaire et f;' paire.

On alors pour tout xe R :

Y o xf,,'(X)+xfi'(x)—fp(_x)_fi(_x):l 2x
2x"+1

1
& xf, D+f, D= f,W+ () ="

2xf(0)=-2f(=x)=

x*+1
X
+1

Or, f,' et f,' sont respectivement impaire et paire, donc x> xf,'(x) et x> xf;'(x) est sont
respectivement paire et impaire.

Ainsi :

I x

& [, 0= f,00 6 0+ f0] =05

X
x*+1

2xf(0)=-2f(=x)=

paire impaire

10
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1
Comme x — — 5
2 x +1

fonction paire et d’une fonction impaire :

est impaire, on obtient, grace a 1’unicité de sa décomposition en somme d’une

xf, ()= f,(x)=0
X

B T R Xﬁ»'(x)+ﬁ(x)=%z
X

X
+1

Donc, f, est solution paire sur R de (E): xy'—=y=0 et f, est solution impaire sur R de

1
E): xy'+y=— .
(E)): xy'+y I

Les solutions de (E,), sont les fonctions x + kx avec k constante. La seule solution paire est donc

la fonction nulle.

En remarquant que x> xf,'(x)+ f,(x) estla dérivée de x> xf,(x) (qui s’annule ne 0), on a pour

tout xe R :
xf(x)—lj" L ogr=dme+
" 2007 +1 4 '
1In(x*+1) .
Remarquons que la fonction g:xH <4 X quand xe R est définie et impaire sur R, et

0 quand x=0

dérivable sur R”.

In(x*+1 -
@A) 5 D o
X = n+l
au voisinage de 0, donc entre autres dérivable en 0 et donc, g est dérivable sur R, donc est I’'unique
solution impaire sur R de (E,).

De plus, pour tout xe |—1,1], , donc g est développable en série entiere

1 In(x*+1) «
. . ——— = quand xe R
Finalement, la seule solution est g : x+> < 4 X .
0 quand x=0

11




