PSI*

Corrigés de la série 5 - CCINP

Planche n° 19

2n 1
I) Donner un équivalent de u, = z —= quand n tend vers + oo.
k=n+1

II) Montrer que (P1Q) =Y P*1)Q" (1) estun produit scalaire sur R,[X].

k=0
Montrer que E:{Pe R [X ],P(l):O} est un sous-espace de R [X], donner sa dimension et
calculer d(1,E).

I) Pour tout ne N°

e es L LS L8 (k)

k=n+1 k k=1 n+k n k=1 1+ﬁ n - n
n

avec f:tH> , continue sur [0,1]. Comme [I’expression —z f ( j est une somme de
n

1
NIEN ’ nio

Riemann de f, on a :

lim

Hm( Hmnzf( j jf(t)dt_fﬁfr_t:z(\/i—l).

Alors :
u, ~ 22 =D

kot skokoskoskok sk

II) L’application (P,Q) > (PIQ)=ZP”‘)(1)Q“‘)(1) est définie sur R [X], a valeurs dans R,

k=0
clairement symétrique et bilinéaire (par linéarité de la dérivation et du X).

De plus, pour tout Pe R [X],ona (PIP)= Z:(P(")(l))2 >0 et, avec la formule de Taylor :

k=0

(PIP)=0 < Vke[0n], PYD=0 & P= ZP(I:(D(X D =

k=0

Finalement, (P,Q)> (P1Q) est une forme bilinéaire sur R [X], symétrique, définie, positive,
donc c’est bien un produit scalaire sur R [X].

s sk skoskoskokok

On a Oe E et, toute combinaison linéaire de polyndmes s’annulant en 1 s’annule aussi en 1, donc
E={PeR,[X], P(1) =0} est bien un sous-espace de R [X].

De plus, Pe R, [X] appartient a E si et seulement si 1 est racine de P, donc si et seulement s’il se
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factorise par X —1, donc :
E={(X-DQ,0eR,_[X]}=Vect(X -1, X(X -1, X*(X =D, ..., X" (X -1)).

Ona (X-LXX-D,X*(X-D,.., X" (X-D)=(X-1LX’-X, X =X’,..,X"=X""), donc

cette famille est libre car échelonnée en degrés. Comme elle est génératrice, c’est une base de E et
comme elle contient n—1 polyndmes :

dmE=n-1.

sk skoskoskoskoskosk
Remarquons que pour tout Pe R [X],ona (P | 1) =P(1).Donc, E =(1)*, soit E* =Vect(1).
Si p, estla projection orthogonale sur E, ona d(1,E) = ||1— Dr (1)|| et comme le E*, on obtient :

d(LE)=|1]=1.

Planche n° 20

I) Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur le plan d’équation x—2y+z=0 dans la base

canonique de R’.
II) On lance n fois un dé et on note X, le chiffre obtenu au k™ lancer.
Donner la loi et la fonction de répartition F'de X, .

Donner, en fonction de F, la fonction de répartition F, du maximum M, atteint au cours des n

lancers. La suite (F,) converge-t-elle ? Uniformément ?

Mémes questions pour le minimum m, .

I) Posons :

H :{(x, y,2)e R, x=2y+z :O} :{(x, y,—x+2y), (x,y)€ Rz} = Vect (u,v)
avec u=(1,0,-1) et v=(0,1,2).
Le vecteur w=(1,—2,1) est normal 2 H et (u, v, w) est une base de R’.
Soient B =(e,, e,, ¢,) la base canonique de R’ et p la projection orthogonale sur H.
On a, pour tout je{l1,2,3}, e, =a, u+a, v+a, ,w,donc:

—a, w.

p(ej)zal’ju+a2,jv=e y

J

2
, donc :

De plus, (¢, 1w)=a,  (wlw)=a, |w

(ej Iw)

2
[

1
ple,)=e;— w=ej—g(ej|w)(el—262+e3).

Soit :
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1 1
ple) =e —g(el —2e, +e;) =g(5e1 +2e, —e;)

5 02 -1
P(ez):ez+%(el—2e2+e3):%(e+e2+e3) = MB(p):é 2 2 2
-1 2 5

1 1
p(eS)=eS—g(e1 —2e, +e;) =g(— e, +2e, +5e,)

kot skokoskokok sk

II) Remarquons que les lancers sont indépendants, donc les variables X, sont indépendantes.

Pour tout ke [[l,n]] , X (Q)= [1,6]] et les faces du dé sont équiprobables, donc pour tout i e [1,6]] :

On a pour tout xe R, F(x)= P(X . S x) (Ies X, suivant toutes la méme loi, elles ont toutes la

méme fonction de répartition F) et :

0 quand x<O0
F(x)= E(Tx) quand 0<x<6.

1 quand x>6

koo skoskoskoskoskosk
On a M,(Q)=[16] et pour tout ie[1,6], P(M,<i)=P(X, <i, X,<i,..,X,<i). Comme les
X, sont indépendantes, on obtient P(M, <i)=P(X, <i)P(X, <i)..P(X, ) et comme les X,
suivent toutes la méme loi, P M, <z [P Si :| . Ainsi, pour tout x€ R :
F,(x)=(F(x))".
Pour tout xe ]—o,6[, on a 0< F(x)<1, donc nl_i)r?w(F(x))" =0 et pour tout xe[6,+[, on a

F(x)=1,donc lim (F(x))" =1. Ainsi, (F,) converge simplement vers f telle que :

0 quand x<6
f(x)=
1 quand x>6

On a de plus, pour tout xe R :

0 quand x<0
F(x)—-f(x)= (E( )j quand 0<x<6

0 quand x=>6

Donc,

< (%) et comme lim (éj =0, la convergence est uniforme.

n—o+eo\ 6
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s sk skoskoskokok

Pour xe R, I’événement (m, < x) est réalisé si et seulement s’il existe k€ [1,n] tel que (X, <x),

autrement dit (X, < x) ou (X, <x) ou...ou (X, <x) estréalisé. On a donc :

(m, <x)= Ukeﬂl,n]](xk <x).

Alors, (m, <x)= ﬂke[[l ,,]](Xk < x), donc, avec I'indépendance des X, , donc des (X, <x) :

P((m, <x))= P(ﬂkeﬂl,n]](xk < x)) [T P((X ).

Comme les X, suivent toutes la méme loi, on a P((Xk < x)) = P((X1 < x)) pour tout k€ [[1,n] et:

P((m, Sx)):[P((Xl g))}" —[1-P(X,<x)] =(1-F®)".

Finalement, si G, est la fonction de répartition F, de m, , on obtient :

G,(x)=P(m, <x)=1-P((m, <x))=1-(1-F(x))".

Ona:
1  quand x<1
1-F(x)= I—E(Tx) quand 1<x<6,
0 quand x=>6
n 1 quand x<1 .. .
donc (1-F(x)) —_— et ainsi, (G,) converge simplement vers g telle que :
" 0 quand x>1

0 quand x<1
g(x)=
1 quand x2>1

On a de plus, pour tout xe R :
0 quand x<1
E(x)

G,(x)—g(x)|= (1— j quand 1<x<6

0 quand x>6

Alors,

n—o+e\ 6

G,(x)— g(x)| < (%j et lim (gj =0, donc, la encore, la convergence est uniforme.

Planche n° 21

I) Une matrice M € M,(R) vérifie M>+41,=0, et S='"MM =M 'M .

. 1
Trouver un polyndme annulateur de degré 2 de S. En déduire que EM est orthogonale.

4
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Déterminer toutes les matrices M de M, (R) vérifiant M*+41, =0, et 'MM =M 'M .

II) Etude de I'arc paramétré (x(t)=l+ln (2+t),y(t):t+1j. On précisera en particulier les
t t

tangentes paralleles aux axes du repere, les branches infinies, les points particuliers de I’arc.

I) Ona S*=(MM)M 'M)="MM*'M et M*+41,=0,,donc M*> =—41, et ainsi :
S*=—4('M)’ =-4'"(M*)=-4'(-41,) =161, = S*-16I,=0,.
Donc, X*—16 est un polyndme de degré 2 annulateur de S.
Comme X’ —16=(X —4)(X +4),0na Sp(S) c{-4,4}.
De plus, si A€ R est une valeur propre de S, et X (non nul) un vecteur propre associé, on a :
‘XSX = 'XAX)=A|X|[ = "'X 'MMX =" (MX)MX =|MX|" = A>0.
Donc, Sp(S)c{4}.

Enfin, 'S="C'MM)="M'('M)="MM =S, donc S est une matrice symétrique réelle : elle est
diagonalisable. Et comme sa seule valeur propre possible est 4, S est semblable a 4/, , donc :

S=41,.

1 o1
Onadonc ‘MM =M'M =41,,d’ot 'NN=N'N=1, avec N :EM et ainsi, EM est orthogonale.

sk skoskok kock
Soit M € M, (R) vérifiant M>+41,=0, et S='MM =M'M (s’il y en a).
. . 1 . . .
On vient de voir que N =§M est orthogonale (donc inversible) et on a M>+41I,=0,, soit

N?=—1,=-"NN. Ceci donne ‘N =— N, donc N est antisymétrique. Comme elle est 2x?2 :

0 1
N=a .
-1 0
Alors, N’ =—a’I, etcomme N°=-1,, on obtient a’ =—1 et ainsi, N:i(

A4=2N=i2(0 q.

0

1
j, donc :
0

-10

L . 0o 2
Réciproquement, M = i( 5 0)’ ona 'M=-M, donc commute avec M et M? +41,=0,, donc

. N 0 2 0 -2
les solutions du probléme sont : et .
-2 0 2 0

e s sk skoskoskokok

II) Notons % la courbe recherchée. On a :
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x0)=%44n(2+t)

YOy =141
t
L’ensemble de définition est D=]—2,0[ U ]0,+ oo[.

;Hﬂ=—é+-1 zatna—m
t° 2+t t°(2+1)
1 _@+Dbe-D

Les fonctions x et y sont C”™ sur D et . On obtient le tableau :

y'(t)zl—t—z 2
t -2 -1 0 1 2 + 00
0| + o0 - T 0+
-1 + o0 + o0
— 0 — o0 1/2+In4
-2 + 0 + 00
A/ NN e
52 o 2
y'(t) + 0 - - 0 +

. . 5
e t——2 :Asymptote horizontale A, d’équation y =— 5 ¢ est au-dessus de A, .

e t=-1 :Point stationnaire, tangente dirigée par u (3,2).

e t—0: % —1 et y(t)—x(t) = —In2, donc asymptote oblique A, d’équation y=x—1In2.
x(t

Et y(t)—x(t)+In2 ~ % ,donc % est au-dessus de A, en 0" et en dessous en 0.

e ¢=1:Tangente horizontale.

e =2 :Tangente verticale.

pi0)
x(1)

® (>4 — 4 oo, donc branche parabolique.

On obtient la courbe suivante.
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Planche n° 22 (ENSAM)

- X

dt , est continue et décroissante sur ]0,+ oof .
t

I) Montrer que f, donnée par f(x)= JTW
Calculer f(1).

t

1+
1 )

Montrer que pour tout réel x>0, f(x+1)+ f(x)=— et trouver un équivalent de fen O.
X

Trouver la limite et un équivalent de f'en + oo.

IT) Montrer que f, défini par f(M)=M +Tr(M)I, est un endomorphisme de M, (C) et déterminer
les dimensions de ker f et Im f .

Déterminer un polyndme annulateur de f de degré 2.

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Bijectif ? Si oui, calculer f~'.

—-X

. . t . ..
I) Soit xe ]0,+ o[ . La fonction 7 — 1— est continue et positive sur [1,4 oo .
+1

t 1 +eo dt e
De plus, ~ - et I converge car x+1>1, donc, f est définie sur ]0,+ oo .
1+t {4 oo tx+ tx+1

- X

. t .
Pour tout e [1,+ o[, la fonction xl—)l— est continue sur 0,4+ oo[ et pour tout a€ ]0,+ o[, ona
+1
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pour tous (x.1)€ [a,+oo[ x[1,+ o[ 0<+—<-— et [~
1+t 1+t U141t

dt converge. Alors, la fonction f est

continue sur ]0,+ oof .
-b -a
< t
I+t 14t
croissance de I’intégrale, on obtient f(b) < f(a) et ainsi, f est décroissante sur ]0,+ oo .

Pour tout (a,b)e ]0,+o[*> tel que a<h, on a

pour tout r€([l,+oo[, donc par

s sk skoskoskokok

Ona:

v 17! b 1 t ]
=) [ el (- Jae ()| we

e sk sk skoskoskokok

Pour tout réel x>0 :

FG+D+f () =jf°°t

o]
+I Et‘j 1+1

Alors, f(x)= l — f(x+1) et comme fest continue en 1, on a lirrg) f(x+1)=f(1)=In2,donc:
x X —>

e ] L
1 - X X

1

lim f(x)= lim (l—f(x+l)j feo et f(x) ~ L.
x—0" x—0"\ x

x—0" x
steskoskoskoskeskoskeok

—-Xx 1 1

t e - - x
dt,posons u=t",soit t=u * et ——u “du=t"dt.
t X

Soit xe ]0,+oo[ . Dans I’intégrale j:”
Alors :

Quand x —» +oo,0ona u"’* =1, d’ou I'idée de poser :

1 1 pl—u"™
RO du——| —du=— —= |du=—
S -[01+u j j(l+u 2) 2x 701 +u"”

Et, pour tout u € ]0,1] :

Tl+u” 1+u” T x
Donc :

1 1 1
0<f(x)——<——| hudu=—.
f ) 2x 2x2J‘0 2x*

2X x>+

Ainsi, f(x)=i+ 0 (lj,soit:
X

lim (=0 et f(x) ~ -

x>+ Dy
skoskokeoskeskeskoskok
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II) Comme la trace est linaire, M +> Tr(M )1, est un endomorphisme de M, (C), donc f aussi.
Soit M € ker f .
On a f(M)=M+Tr(M)I,=0, et en prenant la trace, ceci donne (n+1)Tr(M)=0. Ainsi,
Tr(M)=0 etdonc M +Tr(M)I,=M =0, . Alors, ker f ={0,} et fe GL(M,(C)), soit :
ker f ={0,} (de dimension 0) et Im f =M, (C) (de dimension n*).
ko ok ok %
Prenons M € M, (C) et posons N=f(M)=M +Tr(M)I,.Ona:

Tr(N)=Tr(M)+Tr(M)xn=mn+1)Tr(M).
Donc :

fz(M):f(N):N+Tr(N)In =M+Tr(M)I, +(n+DTr(M)I, =M +(n+2)Tr(M )1, .
Ainsi :

Tr(M)In:f(M)—M:%(fZ(M)—M) = fAM)—(n+2)f(M)+(n+1)M =0, .
n

Ceci étant vrai pour tout M € M (C), un polyndme annulateur de fest :

P=X’-(n+2)X +n+1=(X -1)(X —(n+1)).
koskeskeskskskskk

Comme P est scindé a racines simples (n+1#1),f est diagonalisable.

On a vu plus haut que fest bijectif et pour tout M € M (C),si N=f(M),ona:

M =N—LTr(N)1n.

N=M+Tr(M)I,
n+l1

Tr(N)=nm+D)Tr(M)

Tr(N)

Donc, f_I:NHN—
n+l

I .

n

Planche n° 23

I) Des variables aléatoires mutuellement indépendantes (X ) suivent toutes une loi de Bernoulli

de parametre pe ]0,1[. Déterminer la loi de S, = ZX ‘-

k=1
On se donne une variable aléatoire N a valeurs dans N telle que N +1 suive la loi géométrique de
parametre p.

n=k

Calculer, pour tout k€ N et tout xe ]—1,1[, la valeur de Z(Z] i

Déterminer P (S, =k) pour tout entier naturel .
II) Soit M € M, (C) vérifiant M> +'M =1 .
Montrer que si P est un polyndme annulateur de M, toute valeur propre de M est racine de P.

9
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Montrer, sans utiliser le théoreme spectral, que si M est symétrique, alors elle est diagonalisable et
que Tr(M)xdetM #0.

Dans le cas général, montrer que M est diagonalisable et symétrique si et seulement si 1 n’en est pas
valeur propre.

I) S, suit laloi binomiale de parametres n et p (c’est une cours).

sk sk skoskoskokok

On a, sous réserve de convergence :

) - + o0 n! - 1 + o0 ek
XT=yY ————— X" =—>» n(n-D....n—k+Dx"" .
Z(kj Z:k!(n—k)! k!,,Z:k: ( )L )

n=k n=k

Si on pose f(x):Zx” :%,fest de classe C” sur ]—1,1[ et pour tout ke N et xe |-1,1] :
n=0 —X

k!

)k+l :

fP= in(n—l)...(n—k +Dhx" ™ =

(I—-x

Donc, pour tout ke N et tout xe |—-1,1[ :

< n n—k 1
z X = k+1 °
n—k(kj (1_x)

kot skokoskoskok sk

Pour que (S, =k) soit possible il faut que N >k et avec la loi de probabilités totales, on a :

P(Sy=k)=3 P(N=n)B,_ (Sy =k)= 3 P(N+1=n+1)P(S, =)

n=k

=S a-pyp| | pra-pt = pra- ey " fa- pr ]
n=k k n=k k

Comme pe]0,1[, (1-p)*€]0.1[ done f@[a—p)ﬂ"'k = et ainsi :

o - [1_(1_p)2}k+1

P(S, k)= pra-p* 1-p)

N ™) [1_(1_ p)2]k+1 (2- p)k+1 ’

koo skoskoskoskok sk

II) Si P est un polyndme annulateur de M, toute valeur propre de M est racine de P : c’est du cours.

seskeoskoskoskokoksk
Si M est symétrique, alors la relation M*+'M =1, se récrit M>+M =1, soit P(M)=0, avec
P=X?+X—1. Or, P est scindé a racines simples (—%(1+\/§) et —%(1—\/5)) dans C[X], donc
M est diagonalisable dans M, (C) .

koo skokoskoskok sk

Montrer que Tr(M)xdet M # 0 revient a montrer que detM #0 et Tr(M)#0.

10




PSI*

Comme Sp(M)C{———— 5, ——+ f} 0¢ Sp(M), donc M € GL (C) et detM #0.

De plus, Tr(M)= k(————\/_j+(n k)(——+ J_j avec kzdimke{M—(—%_l\/gjln]

Alors, Tr(M ) =— n%+§(n — 2k)\/§ 0.
ko ok ok %
On veut : (M diagonalisable et symétrique) < 1¢ Sp(M).
Or, on vient de voir que si M est symétrique, alors elle est diagonalisable, donc il faut prouver :
(M symétrique) < 1¢ Sp(M).
On vient aussi de prouver que le sens direct est vrai. Montrons alors le sens réciproque.
On suppose que 1¢ Sp(M).
Remarquons qu’ne transposant M > +'M =1, on obtient (‘M)*+M =1, soit (M) =1 —M et:
M*+'M=1, = (MyY=(I,-M*)Y=1-M.
Donc, P=(X’-1)’+X-1=(X-1)X(X*+X —1) est annulateur de M et comme l¢ Sp(M),
X(X?*+X —1) est annulateur de M.

Si 0e Sp(M), alors M est n’pas inversible, donc ‘M non plus et il existe un vecteur X non nul tel
que ‘MX =0. Alors, (‘M) X +MX =MX =] X=X, donc le Sp(M), ce qui est absurde, donc
0¢ Sp(M) et X*+ X —1 est annulateur de M (car X (X*+ X —1) I’est).

Ainsi, M>+M =1 =M’ +'M ,donc M ='M et M est symétrique.
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