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Corrigés de la série 4 - CCINP

Planche n° 14

I) Pour ne N tel que n=3, on cherche a déterminer les matrices A symétriques réelles de taille n

telles que A’ +4A° +5A=0,. Montrer que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont
racines d’un polynome de degré 3. Conclure.

+eo dt .. .
IT) Montrer que f(x)= j ——— est définie et continue sur R _ .
X+t

a bx+c

3 1
Trouver a, b et ¢ réels tels que 7= +— .
1+ x x+1 x"—x+1

En déduire f(0) et calculer la limite de fen + .

I) Soit A une solution. A est symétrique réelle, donc diagonalisable.

P=X’+4X’+5X estannulateur de A, donc les valeurs propres de A sont racines de P.

Or, les valeurs propres de A sont toutes réelles et la seule racine réelle de P est 0, donc la seule
valeur propre de A est 0 et comme A est diagonalisable, elle est nulle.

Réciproquement, la matrice nulle est bien solution, et ainsi, la seule solution est la matrice nulle.

sk skoskoskoskoskosk
. 1
IT) Sionpose g(x,f)=———,ona:
I+x +1

® x> g(x,t) estcontinue sur R, et #+— g(x,7) est continue sur R .

7 et 1> 3

1+¢

1 .
e Pour tout (x,)e R, xR, , 0<g(x,1)< N est intégrable sur R, (car
. L s 1
continue sur R, et équivalente a 7 — — en + 0.
£

Ainsi, fest bien définie et continue sur R, .

kot skokoskoskok sk

1 1( 1 x=2 j
Ona: T== - .
1+ x 3\x+1 x"—x+1

kot skt sk skok sk

+=1( 1 1 2t-1 +oo
A j 1+7 IO E(E_z—mj :_I (t+1 2t2—t+1j _j P —t+1

(e +M+I+w 2t e s [ o
Je—r+1)], 70 @@= 43 e ) W+3 |3 B, 3B
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On a vu que J-W du3 converge. Alors, pour tout x>0 :

O 14u

+eo  dt +oo xdu +e  xdu 1 ¢+~ du
x)|= X)= _— = — < _ .
|f( )| F&) -[0 T+ +£ = do 1407 + X’ j" X+ xu’ xzjo 1+u’
Et tim - [ "% —0,donc: lim f(x)=0.
x>+ y 0 1+u X—+oo
Planche n° 15
In x

I) Donner le domaine de convergence D de la série de fonctions ZMn telle que u, (x)=

X'Inn
Converge-t-elle normalement sur D ? On note S sa somme et R, le reste d’ordre n.

1 . ) .
Montrer que |R, (x)| < TPYAETY et en déduire que S est continue. S est-elle intégrable ?
n

(n+1)

II) Déterminer un polyndme annulateur de A réelle, non nulle, carrée de taille 2 et telle que A*="A.

Déterminer les valeurs propres de A si on suppose que 0 en est une.

1
Montrer que A est orthogonalement semblable a (O Oj .

I) Pour tout n>2, u, est définie sur R . Soit xe R’ .

) 1 ) ) .
e SiO<x<l,ona—>1,donc lim u, (x)=+o et ZLtn (x) diverge grossierement.
X n— +oo >0

e Six=1,onau,(1)=0 donc ZLtn (1) converge.

n=2

e Six>l,ona l<1,d0nc u,(x)= o ( ! j et Zun(x) converge.
X

2
note\n n22

Ainsi, D =[1,+ o[ .

e sfe sk skoskoskokok

Soient n>2 et xe ]1,+[.Ona:

Rn(x)|=Rn(x): z u, (x) = z Inx < Z In x

k=n+1 k=n+1 -xk 11’1 k - k=n+1 -xk ll’l (I’l+1) .
Et:
1
5 Inx _ Inx (ljk_ Inx 1 1 1 Inx
I+ In(m+D) S\ x In(n+1) 1_1 In(n+1) x" x—1
X
. Inx ) . .. . Inx .
L’étude de xl—);, montre que cette fonction est strictement décroissante de )ICILI(I)EZI a
lim ln—x=0,donc pour tout xe€ |1,4 oo, 0<ln—x<1.
Xotes x— X—
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1 ) )
Comme 0 <—- <1, on obtient bien :

X
R,(x)|< ﬁ
Ceci reste vrai quand x =1, car |R,Z (1)| =0.
skoskoskeoskeskeskoskok
Comme lim _ =0, I'inégalité ci-dessous prouve la convergence uniforme de ZMn sur D.

no+eIn(n+1)

Comme toutes les fonctions u, sont continues sur D, la fonction S est continue sur D.

kot skoskoskoskok sk

On vient de voir que ZLtn converge sur D et que la somme § est continue sur D.

. o 1
De plus, u, est continue et intégrable sur D, car u, (x)= o (—j et:

X— +oo ):1»5
+ o0
Jl

+oo 1 +oo |
u, (x)|dx = L u, (x)dx = l_J-l i

nn

dx.

n

X

Or, par parties :

—n+l A -n A
_[Ax_"lnxdx: al In x —IA Y dx=|- In x — = 12 - -
! -n+l1 .t -n+l (n—1)x" (n=1)"x"" |,

Et en faisant tendre A vers + oo, on obtient, I r=Inx dx = ! -, et:
X" (n=1
Jﬂrm un(x)|dx=+.
1 (n—=1)"Inn

na m = HOM(%) , donc Zjl+w|un (x)| dx converge.

Ceci permet de conclure que S est intégrable sur D, avec :
+oo Fe 1
Sx)ydx=) ————.
-[1 ) ;(n—l)zlnn

kot skoskoskoskok sk

II) Ona A*="A, donc A*=("A)°’="(A*)="("A)=A, ainsi X*—X est un polyndme annulateur
de A.

Comme A est 2x2, elle admet au plus deux valeurs propres (réelles ou complexes).

Si 0 (réel) est valeur propre, alors ses deux valeurs propres sont réelles et ce sont des racines de
X*— X (qui est annulateur de A). Ainsi, les valeurs propres possibles de A sont O et 1.

Enfin, si 0 est la seule valeur propre de A, alors son polyndme caractéristique est X* et A’ =0,
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d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton. Mais alors, ‘A=A =0, et donc A est nulle, ce qui n’est
pas. Ainsi, les valeurs propres de A sont O et 1.

Comme A est 2X2 et posseéde deux valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable et donc, il

_ 10) L {10y . (10)
existe Pe GL,(R) telle que A=P P~ . Alors, A=A"=P P =P P =A.
00 00 00

Finalement, A est symétrique réelle, de valeurs propres 1 et 0, donc d’apres le théoreme spectral, A

10
est orthogonalement semblable a (0 Oj .

Planche n° 16

2x+1 b
I) Trouver a, b et c tels que x—2:g+_+ ¢ =
x(x+1)” x x+1 (x+1

1 .
On admet que Z_z = % . Montrer que I'intégrale I;tE (% dt converge et la calculer.
t

n=1 1
I n 1 - n
. ) . 2 n-1 2 - n-1
IT) Pour un entier n pair tel que n =2, déterminer le rang de A, = ) } R
n 1 n - 1

Montrer qu’une matrice et sa transposée ont méme spectre.

Montrer que A, est diagonalisable, donner ses éléments propres.

I) Ona:
2x+1 1 1 1

x(x+1)% x x+1 (x+1)?>°

e s sk skoskoskokok

Pour tout re 10,1], l21 donc E(lje N°.
t t

. 1 1
De plus, pour tout ne N , on a E(ljzn pour ——<t<— et:
t n+l n

1 1
”ltE(ljdtz "ontdt =2 iz— ! . _1 2"“2 ~L2.
— t — 2l n° (n+1) 2nn+1) n

n+l n+l

. 1 . = (1 :
Comme la série Z? converge, la série Z I N tE (;j dt converge aussi.

n+l

R B 1 1 1 1 .
Or, pour tout ne N, z.[’j tE| - dtz.[ tE| - |dt et t+—>tE|— | est positive sur ]0,1], donc
P t I t t

k=" k+1

+ o0 l + o0
Iintégrale .[ltE ! dt converge, avec : J-ltE 1 dt=Zj"l tE ! dt = lﬂ
0 t 0 t Pk t ~2 n(n+1)’

1
n+l
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Avec la question préliminaire, on obtient :

| 1 1 1 131 1 1< 1 1 1S 1
IIE( jdt__z{"_+(n+1>2}52["_}+52<n+1) 2 Enz_"z_

‘mln n+l ‘mln n+l p
Soit :
(1 T’
j tE| = |dt=—.
0 t 12
skskoskskskekkek
n
. . . 2 n-—
II) Comme n =2, A posséde au moins deux colonnes distinctes, C, =| . | et C,=| . |, et toutes
n 1

les autres colonnes valent soit C,, soit C,. De plus, C, et C, ne sont pas proportionnelles (sinon on

aurait =—(n+1)=0, qui est faux), donc pour tout entier n =2 :

n—l‘
rg(A)=2.

kot skokoskoskok sk

Soit Me M (R).Ona:

X, =det(XI, —'M)=det('(XI,-M))=det(XI, -M) =Y,

kot skokoskoskok sk
Comme rg(A,)=2,ona dim(kerA4, )=n-2.

Comme n>2 est pair, on peut poser n=2p avec pe N etsionnote (e,,...,e,) la base canonique
de R" et u I’endomorphisme de R" canoniquement associé a A, on a, pour tout ke [[2, p]]
u(ey ,—e)=0 et u(e, —e,)=0,donc (e;—¢,...,e,, ,—€,€,—¢,,...,e,, —e¢,)) estune famille libre

de n—2 vecteurs du noyau, donc une base de ker A .
On remarque de plus que :

u(e,+e,...+e,  +e,)=(p+pn)e +(2p+pn-1)e,..+(p+pnle,  +(2p+pn-1))e,
_n(n+1)

(e,+e,..+e,  +e,)

Donc, n(n2+1) eSp(A,) et e +e,...+te,  +e, € ker(Aw — n(n2+ D Inj.
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1 1 2 3 - n\1 1-243—-..+(n—-1)—n 1
-1 n n—-1 n=-2 - 1] -1 n—(n-1)+..—-3+2-1 -1
Par ailleurs, ‘A | 1 |=|1 2 3 - nfl 1l |=[1-243—-...+(n—-1)—n =—% 1
-1 n n—-1 n=-2 - 1){—-1 n—(n-0)+..—-3+2-1 -1

Donc, — ge Sp('A,)=5p(A,) etlarésolution de A X =— % X donne :

ker(A71 +%I"j = Vect(— ne, +2e,...—ne, | +2e,).

nn+1)

On a dim(kerA,)=n-2, dim(ker(An+§InD:1 et dim(ker(An— InDZI. Comme la

somme de ces trois dimensions ne doit pas dépasser n, on a dim[ker(An - n(n2+ D I, D =1.

Finalement, A, est diagonalisable et :

ker A, =Vect(e3 Ty €y, T, €T, 0 —ez)

Sp(A,)= {0, —g, n(nT-l-l)} avec ker(Aw +%Inj = Vect(—ne, +2e,...—ne, , +2e,)

nn+1)

Inj =Vect(e, +e,..+e,  +e,)

ker(A71 -

Planche n° 17

I) Montrer que la série de terme général u, =In (2n +(=1" ) —In(2n) est semi-convergente.

II) Soit Ae M, (R). Montrer que A est symétrique a valeurs propres positives, si et seulement s’il

existe une matrice Be M (R) telle que A='BB.

I) Pourtout ne N ,ona:

RN PRETA RETSE R
2n 2n 8n n

. " 1 -=n" .. os .
Alors, si v, =u, — ,ona v, ~——- donc Z\/n converge et z vérifie le critere spécial
n 8n 2n
(o ) (=1" »
des séries alternées, donc converge. Comme u, = 2— +v,, la série Z u, estconvergente.
n

Par contre,

un| ~ % et Z% diverge, donc Z

pas absolument convergente, donc est semi-convergente.

u,| diverge, ce qui prouve que la série ZMn n’est

e s sk skoskoskokok
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II) (=) On suppose que A est symétrique a valeurs propres positives.

Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée, autrement dit, il
existe Pe O(n) et D =diag(A,...,\,) avec (A,..., A )e R" telles que A='PDP.

Or, Sp(A)={A,,...,A,} cR,, doncsionpose A="A= diag(\/ki, s \/E), ona 'AA=A>=D et:
A="P'AAP ="(AP)AP="BB avec B=AP.
(<) On suppose qu’il existe une matrice Be M, (R) telle que A='BB.

On a alors 'A="'('"BB)='B'('B)='BB=A, donc A est symétrique et, pour tout Ae Sp(A), si
Xe M, (R)\{0,,} estun vecteur propre associé aA,ona AX ='BBX =AX , donc :

2
Iax |} |

IxI°

'XAX =X 'BBX ="(BX)BX =|BX| =A'XX =A|X|" = A= 0 (car | X]#0).

Ainsi, A est symétrique a valeurs propres positives.

Planche n° 18
I) Soient n variables aléatoire indépendantes X, X,, ..., X, suivant chacune une loi de Bernoulli de
) 1 1 ) ) ) ) )
parametres respectifs 1, 5, ...,—. Soit la variable aléatoire N qui vaut 0 si X, =X,=..=X =1 et
n

min{k e[Ln]. X, = O} sinon. Déterminer la loi de N.

II) Montrer que H, plan de E, un K -espace vectoriel de dimension 3, est stable par ue L(E) si et
seulement s’il existe e K tel que Im(u—Xid)c H .

-1 2 -3
Trouver les sous-espaces de R® stables par A= -2 5 2
-32 0
I Ona N(Q)=[0,n] avec:
0 siX,=X,=.=x =1 [0 SHX=X=.=X =]
=9 . . =31 s X, =0
mm{ke[[l,n]],Xk=O} sinon )
k st X =.=X_=1letX =0 Vke[Z,n]]
Alors, pour ke [0,n] :
P(X,=X,=..=X,=1) pourk=0
P(N=k)=<P(X,=1) pourk=1
P(X,=..=X,,=1,X,=0) pourke[2,n]
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Et comme les X, sont indépendantes, on a :

P(X, =1)P(X,=1)..P(X :1):% pour k =0

P(N=k)=4P(X,=1)=0 pourk=1

- T h-DIU &
Soit :
1
- pour k=0
P(N=k)= k”'l
= pour k€ [1,n]
Remarquonsquel’onaZP(Nzk)=i+ E=l+2‘ I 1 =l+1—l=1.
o n! = k! n! S(k-D! k') n! n!
koo skoskoskoskoskosk

II) Soit H un plan de E, K -espace vectoriel de dimension 3 et u€ L(E). On veut :
u(HycH & 3rekK, Im(u—Aid)cH .
(=) On suppose que u(H)c H .

Soit (e, e,) une base H, complétée en une base de E, B =(e,, e,,¢;).
X X X

Comme u(H)c H , la matrice de u dans B ala forme suivante : M, (u)=| X X X|.
0 0 A
X X X
Alors, My(u—Aid)=| X X x|, ce qui montre que Im(u—Aid)c H = Vect(e,, ¢,).
0 0O

Ainsi, il existe Ae K tel que Im(u—Aid) c H .

(<) On suppose qu’il existe Ae K tel que Im(u—Xid)c H .
Ona:
HcE = —-Md)H)cu—-Md)E)= Im(u—?»id) cH.
Donc, (u—Aid)(H) < H et pour tout xe H :
u(x)=w—-Nd)(x)+Axe H .
—

eH
Et ainsi, u(H)c H .

ko skoskoskoskok sk
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Onay, =X —4X?-14X +41 et 'étude de x> x’ —4x* —14x+41 sur R montre que Y, admet
trois racines réelles distinctes : a, b et c. Ainsi, Sp(A)={a,b,c}. Sion note D, =ker(A—AL,), alors
D

a’

D, et D, sont des droites et ce sont les sous-espaces propres de A.
La dimension d’un sous-espace de R’ stable par A est comprise entre 0 et 3.

e {0} et R’ sont stables par A (dimensions 0 et 3).

e Toute droite stable par A est incluse dans un sous-espace propre, donc il y a trois droites stables
parA: D, D,, D (dimension I).

e Soit H un plan stable par A. D’aprés ce qui précede, il existe Ae R tel que Im(A—-Al,)c H .
Ceci implique que dimIm(A-Al)<2, que dimker(A—AL )21 (d’apres le théoreme du
rang). Ainsi, ker (A—\l;) n’est pas réduit 2 0, donc Ae Sp(A).

Alors, ker(A—Al,) est une droite, donc dimIm(A—Al)=2 et Im(A—AL)=H .
Ainsi, les plans stables par u sont Im(A—al,), Im(A->bI,) et Im(A—cl,) (dimension 2).

Finalement, on a Sp(A)={a,b,c} et les sous-espaces de R’ stables par A sont :

{0}, ker(A—al,), ker(A—bl,), ker(A—cl,), Im(A—al,), Im(A=bl,), Im(A—cl,) et R’.




