PSI*

Corrigés de la série 3 - CCINP

Planche n° 9

I) Nature et somme de la série Zn(’l’ X"

II) Montrer que f, défini sur R [X] par f(P)(x)= I o P(t)dt est un endomorphisme et donner sa

trace.

I) Onan"™"x"= O(sz quand |x|<1 et (n‘_”” x") ne converge pas vers 0 quand |x|>1, donc la
n

neN

série Zn(_” x" converge si et seulement si |x| <1 (et diverge grossiérement sinon).

1
Pour tout xe R tel que |x| <1, onaen posant f(x)= ZX” =1— :
n=0 —X
., x2n+l N
Zn("” X" = ZanZ" + Z = ZXZZH(XZ)n_l + Z(.[ tzndt)
n=0 n=0 n=0 2n + 1 n21 n=0 0

On a ;(ontz”dt) = j;(;rz”jdt = I Oxf (t*)dt car xe |—1,1[, intervalle de convergence de la série

entiére ZXZ" . Alors :

n=0
Sy = 2x2f'(x2)+j;f(r2)dt :
n=0
Soit, pour tout xe R tel que |x| <l:

i 2% (1
Zn X = — 2 2-I-—Il .
(1-x*)* 2

n=0 1_x

sheskoskoskeskesksk
II) L’application fest définie sur R [X] et linéaire par linéarité de I'intégrale.
De plus, pour tout k e [[O,n]] :
k+1

i

k _L k+l _ yrk+l _L :
f(X)_k+1[(X+D X }_k+1z(

i=0

ineRn[X].

Ainsi, f'est a images dans R [X], donc fest bien un endomorphisme de R [X].

“k+1
Ona f(I)=1 et pour tout ke[[l,n]], f(Xk)=Xk+ﬁ [
+ i=0

base canonique de R [X] est triangulaire supérieure et tous ses coefficients diagonaux valent 1.

) jX ", donc la matrice de f dans la
l

Ainsi, Tr(f)=n+1.
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Planche n° 10

I) Convergence simple de la suite de fonctions données par f,(x) = cos((l +%j xj .

Y a-t-il convergence uniforme sur tout segment de R ? Sur R ?

II) On munit £=C"([0,1],R) du produit scalaire { f,g)= jol[f(t)g(t) +f'(t)g'(t)]dt .
Montrer que (ch,sh) est une base de A :{fe C*([0,1,R)\ f"= f} )

Montrer que si f € A, alors pour tout g€ E, <f,g> =f'Mg)—f'0)g(0).

2

9

Calculer <ch, sh> , llch K h|| 2

Montrer que si fe A et ge B={he E\h(0)=h(1)=0}, (f,g)=0.
Pour fe H ={he E\h(0)=chl, h(1)=1}, calculer { f,ch) et ( f,sh). Donner les coordonnées dans

la base (ch,sh) de la projection orthogonale de f € H surA.

Caleuler inf [ ;[ F@ + £ @7 ]dr.

I) On a pour tout xe R, f,(x)——=——>cosx, donc (f,) converge simplement vers la fonction

. *
cosinus. Pour tout xe R ettout ne N ,ona:

f,(x)—cos x| = cos((1+l)xj—cosx =2 sin((1+ijJ sin(ij <2l = |x| )
n 2n 2n 2n| n
max(|a,b) ] max(|a,b)
Donc, sur tout segment [a,b] cR,ona |fn (x)—cos x| < et lim =0, et
n—>+oo n

ainsi, (f,) converge uniformément sur [a,b].

Par contre, pour tout ne N° s

f,(n)—cos n| =2sin (%j

[re3)
sin| n+—
2

n’admet pas de limite, donc la convergence n’est pas uniforme sur R .

(o2

o3
sinf n+—
2 neN"

) A:{fe Cz([O,l],R)\f":f} est I’ensemble des solutions sur [0,1] de y"—y=0, qui est

une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2, donc c’est un R -espace vectoriel de

sfskoskoskoskoskok

dimension 2 et, comme ch et sh sont deux solutions non proportionnelles de cette équation, (ch,sh)

est bien une base A.
skekskekoksksk

Soient fe Aet ge E.Ona f"=f et:
(f.8)=[ [f0s)+ g 0)di=] fngwydi+| fgwa

= [ Frogwdi+ [ £ g wdi=[1 0g0], - [, FOg Wdr+ [ f0)g Dt
= [ D)~ £ '(0)g(0)

sskskoskoskookok




PSI*

Comme ch,she A,ona:
(ch,sh) = ch'(1)sh(1) — ch'(0) sh(0) = sh*(1)
|sh = (sh,sh) = sh'(1) sh(1) — sh'(0) sh(0) = ch(1) sh(1) = (ch, ch) = ch|*

Soient fe A et ge B={he E\h(0)=h(1)=0}.0Ona:

(f.g)=rf'MgM—-f'(0)g(0)= f'HX0—f'(0)x0=0.

skokesk skosk skok

Soit fe H={he E\h(0)=chl,h(1)=1}.Ona:

(f.ch)= [(ch't)f(t)]:) =(sh1) f(1)—sh(0) f(0) =sh1
(fssh)=[6h'Df®)], =D f (1) ~ch(0)£(0) =0

skokeskoskosk skok

Pours f e H, posons g la projection orthogonale de fsur A. Ona ge A, donc g =ach+bsh et:
f-glch (f.ch)=(g.ch)=(ach+bsh,ch)
f—glsh {(f sh> <g,sh>=<ach+bsh,sh>

)=s {a ch(1)sh(1)+bsh*(1) =sh1

f-ge At o {

a(ch,ch)+b(sh,ch
ash*(1)+bch(1)sh(l) =0

a<ch,sh>+b<sh,sh>—

achl+bshl=1 a=chl
=

ashl+bchl1=0 b=-shl

Donc, la projection orthogonale de f e H sur A est x+> chlchx—shlshx=ch(x-1).

skokesk skosk skok

Posons .= inf I;[f(t)z +f () |dr = ;2£||f||2. Ona:

inf (1 = &l* +sl”) =int £ ~ &]* +l] =l

feH

fl°=

inf

feH feH

=f0[g(t) +g'(t)° }dtzjo[ch (1—1)+sh>(1—1) | dr

= j(:[chZ t+sh? t} dt = j;ch (2t)dt =%sh2
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Planche n° 11
1 2 2 -1
I) Reconnaitre I’endomorphisme représenté par A = 3 1 —2 -2 dans une base orthonormale.
-2 1 =2

II) n variables aléatoires indépendantes X,,.... X, suivent chacune une loi de Bernoulli de

n

-p >£J=0.

parametre p, € ]0,1[ et vérifient lim — z p;, =

n—+eo g 4

X, +..+X

n

n—>+oo

Montrer que pour tout € >0, lim P(

I) Les colonnes de A sont orthonormées, donc A est orthogonale, c’est la matrice d’une isométrie.

On a ker(A—1,) = Vect ((3,1,— 1)) = D est une droite, donc A est une matrice de rotation, d’axe D et
d’angle o tel que Tr(A)=1+2coso = —%, soit a=*arccos(—5/6). On a X =(0,1,1)e D* et

X AAX =(3,1,-1), donc o= arccos(—5/6) avec D orienté par (3,1,—1).

sfskoskoskoskoskok

2
S
II) Posons S, =X, +..+X, etY =[—”—pj .Ona:
n

EY) :%E(Sn2)+ p =22 E®s) =i2v(sn)+i215(sn)2 +p 2L ES).
n n n n n

Or, E(S,)= ZE(X )= z p; , et, comme les X, sont indépendantes :

i=l1

V(S =3 V(X=X pll-p).

Ainsi :
1 n 1 n 2 1 n
E(Y,) =—22pi(l—pi)+(zzp,) +p’ —ZPZZpi :
i=1 i=1 i=1

Et, avec lim — z p,=p,ona:

n—+oo n

n—+oo

Zp,(l p,><—( Zp,j = lim —Zp,a p)=0

i=1

2
(1 13
g KZZPJ +p2—2pzzpi}=p2+p2—2p2=0
B B = lim E(Y,)=0.

n—>+oo

Alors, pour tout € >0, I'inégalité de Markov donne :

OSP(‘X‘+"’+X" ~
n

E(Y )

j P(Y, >e)) < P(Y, 2e*) <=2

-p >£]=O.

Avec lim E(Y,)=0, on obtient bien lim P

n—+ oo n—+oo

X +.+X,
n
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Planche n° 12

I) Montrer que si M € GL (C) est de carré diagonalisable, alors elle est diagonalisable (on pourra
montrer qu’il existe un polyndme scindé a racines simples annulant M).

0O B
Soit N =(£ 0 je M, (C) avec A,Be GL, (C). En calculant N ', montrer que N € GL, (C).

n

Calculer N, puis P(N?) pour tout Pe C[X].

On suppose N diagonalisable. Montrer que le produit AB est diagonalisable. Qu’en est-il de la
réciproque ?
- 1

—.
k=n+1 k

II) Soient, pour ot >1, S, :Zkia et R, =
k=1

Montrer que R, ~ au voisinage de + co.

(a.—Dn*"
Rn
S

n

suivant la valeur de o.

Etudier la convergence de Z

I) Soit M e GL (C) tel que M* est diagonalisable. On note Sp(M*)={\,,...,A,}, les A, étant

distincts deux a deux et non nuls car M, donc M ?, sont inversibles.
On a alors I_I(M2 -\ ) =0,.
i=1

On note 8, € C tel que & =, et 8, =-3J,.Les & pour i€ [[1,2r] sont deux a deux distincts, car
3., =—8 #08, (car & =X, #0)etpour j#i+r et j#i—r, 5 #3, (carsinon, § =4, =& =1,).

1+r

2r 2r

On a alors P(M)=]](M -8.1,)=0,, donc P=]](X-8,) est un polyndme annulateur de M,
i=1 i=1

scindé a racines simples, donc M est diagonalisable.

sheskeskoskeskesksk
0, B\Y(o, A"} (I, 0 0, A
Ona N=| " " =| " "|=1,,,donc Ne GL, (C) avec N~'=| " :
A 0, )\B 0, 0, I, B~ 0,
skskoteskoskoksk
, (BA 0, ) . s P(BA) O,
Ona N™ = et comme N ° est diagonale par blocs, P(N ") = pour tout
0, AB 0, P(AB)

Pe C[X].

skskokeoskoskoksk
Si N est diagonalisable, N* I’est aussi, donc il existe Pe C[X] scindé a racines simples tels que

P(BA) O,
=0,,. On a alors P(BA)=P(AB)=0,, P est annulateur de AB et BA,
0 P(AB)

n

P<N2>=(

et comme il est scindé a racines simples AB et BA sont diagonalisables.

skokeskoskosk skok
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Pour que la réciproque soit vraie, il faudrait que AB diagonalisable implique BA diagonalisable.
Ceci est vrai ici, car A et B sont inversibles.
Comme AB est diagonalisable, il existe un polyndme P scindé a racines simples annulateur de AB .

q
Posons P = Zaka .On a alors :

k=0

BP(AB)A = qu:ak (AB)'A= iakB(AB)k A= Zq:ak (BA)™ = (BA)iak (BA) = (BA)P(BA).

Comme P(AB)=0,,ona (BA)P(BA)=0, et comme A et B sont inversibles, on a :
P(BA)=A"'B™'[(BA)P(BA)|=0,.

Ainsi, P, polyndme P scindé a racines simples est annulateur de BA , donc est diagonalisable.

P(BA) O,

0 P(AB)

n

On a alors avec le méme polyndme P, P(N?) =( j: 0,, donc P (scindé a racines

simples) est annulateur de N> et N est diagonalisable. D’apres la premiére question, N 1’est aussi.

sfskoskoskoskokok

II) Par comparaison série-intégrale (¢ — — est continue, positive et décroissante sur [I,+oo[), on
t

. +oo 1 1 * .

obtient R, Sj ﬁz—_ls—+R,Z pour tout n€ N, soit :

n % (a—Dn* n®

06—1 a—1 . a-1 1

1- <(a-Dn"'R, <1 = lim(a-Dn""'R =1 = R ~ ——.
n n—+oo n—+oo (a_l)no‘
. < 1
On a alors en posant § = lim S, :Zk_"‘>0 :
n—+oo ey
R, R, 1

S, nore 8 noee S(o—

R ) ) .
Alors, Z S” converge si et seulement si oo —1>1, soit o> 2.

n

Planche n° 13

1-3t 4t
I) Donner les éléments propres de A(r) = .
-2t 1+3¢

Si A est diagonalisable, donner la matrice de passage P.
Résoudre le systeme différentiel Y'(z) = A(1)Y (¢) .
II) Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parameétre A > 0.

Calculer I’espérance de Y = X +1. Calculer P(2X <Y).

Calculer la probabilité que X soit pair ; y a-t-il plus de chances que X soit impair ?
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I) Ona y,, =(X-1+1)(X —1-1), donc Sp(A(r))={l1-1,1+1t}, avec 1-t#1+¢ quand r#0 (et
dans ce cas, A(t) est diagonalisable). Et A(0)=1,, donc A(t) est diagonalisable pour tout € R.

X X X X
En résolvant A(t)( jz(l—t)( j et A(t)[ J=(1+t)( j, on trouve une matrice de passage
y y y y

21
indépendante de ¢ : P = (1 J .

skokesk skosk skok

0
On a alors pour tout re R, ( : j =P 'A(t)P,et:

1+¢

Y'O) =AY () < P‘IY'(t):( 0

o a(t)
avec P"Y(t)= b))’

0 jP_IY(I) {a'(t) =(1-t)a(t)
+1

b'(t)=1+1)b(1)

On aenfin a(t) =K, exp(t—%tzj et b(r)=K, exp(t+%t2j avec K,K,e R, d’ou:

v = p QO _[28O+bO) _ o (2] (1
b)) Law+ne )¢ )T )

sfeskoskoskoskoskok

II) Ona:
EX)=EX*+D)=EXH)+1=V(X)+EX)+1=A"+A+1.
S
Et:
P(2X <Y)=P(Y-2X >0)=P(X*+1-2X >0)=P((X -1)* >0)
=1-P((X-1*=0)=1-P(X =1)=1-Ae "
SR
Enfin :
P(Xe2N)=> P(X =2n)=Ze-”‘—%=e*chx=l(l+e-2x).
"0 = (2n)! 2
Donc :
P(Xe2N+1)=1-P(X e 2N)=1—%(l+e‘2x)=%(1—e’2x).
Et:

P(X € 2N)—P(X € 2N+1) :%(14_6_27\)_%(1_6—27»):e_zx >0.

Ainsi, il y a plus de chances que X soit pair.




