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Corrigés de la série 1 - Centrale-Supélec

Planche n° 1

o 1—€_Xt *
—dt estde classe C” sur R, .

Montrer que f, définie pour réel x>0 par f(x)= lj(:
X

Trouver un équivalent de f'en + oo, puis en O.

—xt

Soit g:(x,t) > N e2 , définie sur R, xR, .
+1

e Pourtout r€ R, , x> g(x,t) estdeclasse C* sur R, avec:

—X[ — Xt

og d’g e
a(x t)_t1+t2 o _(x n=-r 1+

. %) ) _
e Pourtout xe R, t g(x,t) et t+— a—g(x,t) sont continues et intégrables sur R, (car, comme
X

t—>+ool\ f

x>0,ona g(x,t)= o (lzj et a—g(x,t)z 0 (izj)
1o+ t ox

2
e Pourtout xe Ri, 8 > (x t) est continue sur R, .
2

8
ﬁ(x,t) = tz

— Xt

S <e ™ avec ti>e

—at

e Pour tout ae ]Ri et tout xela,+ oo,

positive,

continue et intégrable sur R, .

teo]l—e
1+17°

—xt

—dt D'est aussi, en tant que produit de telles fonctions.

Alors, la fonction x > I . dt est de classe C?, sur tout [a,+ o[ avec ae R, donc sur R,

1-e

. 1 p+e
et ainsi f:xH—jO

skokskokoskok

—dt etpour tout xe R, :

On a f(x):l(jm 1 - +oo @ tj_ T 1¢+=ce
X

0 147 0 147 2x  x90 1+4¢
o<j - j+°° *’dt—l
14177
— Xt 1
Donc, —j dt= o et f(x)——+ 0 , donc :
1+t xo+e| x X400
T
x ~ —
f@ = 5
skskskekekek
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Pour tout xe Ri, ona f(x):l

2
[ ]

1 —
~1-e"

J'x
x°0

u —u
Pour tout ue R, ,ona u—?ﬁl—e

1417

d+§j; _

<u,donc pour tout re R,

o144

%ln(l+x2)—lnx

[ ! dt<l.[il_e_m E
0 1477 200 1472 xJdo 144
Or:
<t _1 ) i_l 1 B
ST —E[ln(1+t )]0 —Eln(l+?j—
Lo 1 1 LS| 1
x =~ dt =|t—arctant|x =——arctan| —
J-01+t2 0( 1+t2j [ Ji x (xj
Donc :
l1n(1+xz)—lnx—l—faurctan 1 Slj I=e
2 2 2 X 0

or, lim | Lin(1+x?) | =0, lim | —% -~ arctan| +
x—=0"| 2 x—0" 2 2 X

X

14172

dt<%ln(1+x )—Inx.

—l et hm[ lnx] + oo, donc :

x—=0"

—I ~ —Inx.
1+ x—>0*
e Ona:
I p+el—e" 1 ¢+~ dt | m 1 arctan x
og—jl 5 dtS—L > =—| - —arctan| — | | =
x?. 1+t x?7 14+t7 x| 2 X X
. arctanx teo]—e "
Et, lim =1, donc x> — j dt est bornée au voisinage de 0" et :
x>0 x 1+1¢°
— o (—Inx).
J-O 1+t x—>0+( )

Finalement, on obtient f(x)=—Inx+ o (—Inx),soit:
x—0"

~

f(x) X—)0+

—Inx.

Planche n° 2

Soit Ae M, (R). On cherche la dimension de E={M e M,(R)\AMA=0,}.

On suppose A diagonalisable. Montrer que dimE = dim{N e M (R)\DND = On} ou D est une
matrice diagonale a définir. Donner alors la dimension de E en fonction du rang de A.

Peut-on généraliser au cas ol A n’est pas diagonalisable ?
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Si A est diagonalisable, il existe Pe GL,(R) et D =diag(A,, A, ..., A,) tellesque A=PDP™".
Alors :
E={M e M,(R)\PDP"'MPDP™' =0,}={M € M,(R)\D(P"'MP)D =0,}.
Et comme I’application M > N = P"'MP est un automorphisme de M, (R), on a:
dimE =dim{N e M,(R)\DND =0, } .
skoskoskoskok

Si rg(A)=rg(D)=r, on peut numéroter les valeurs propres de A de maniere a ce que 1’on ait

A 0r n—-r
D =diag (7‘1’ s X0, 0) :(0 O' ] avec A, #0 pour tout ie [[l,r]].

n—r,r n—r

N, N
On a A=diag(\,,..., A, )e GL (R) et pour tout N :(Nl sze M, (R) avec N,e M (R), on a

3 4

ANIA Or n-r

DND = ’ et:
0 0

n—r,r n—r

0 N
DND=0, & ANA=0, & N,=0, (car AeGL,(R)) & N:(N’ NZJ.
3 4

Ainsi, dim E est la dimension du sous-espace de M, (R) des matrices de la forme ( g 2] , soit :
3 4

dimE =n*-r".

skookskok skok

I 0
Soit M € M, (R) de rang r. Il existe P,Qe GL, (R) telles que M =PJ,Q ou J, = (O r Oﬁn—rJ.

n—r,r n—-r

Comme D’application M +— P~'MQ~" est un automorphisme de ‘M (R), le raisonnement tenu plus

haut persiste et donc on peut généraliser au cas ou A n’est pas diagonalisable.

Planche n° 3

Montrer que y"=(x*+1)y admet une unique solution ftelle que f'(0)= f(0)=1.

dt
f@?

est solution de

1 . +oo
On admet que ? est intégrable sur RR,. Montrer que g:x+ f(x) j .

I’équation différentielle.

1 .y
Montrer que —- est intégrable sur R .
f? '

Si on admet que —- est intégrable sur R _, on a admet aussi implicitement que f ne s’annule pas sur
f? i

R, (Ri a priori, mais f(0)=1%0).
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Par ailleurs, si f est solution de (E): y"=(x"+1)y, elle est au moins deux fois dérivable sur R,

donc xHrw dt2
a0
1 n n
g@=rmf " (t) o g"()=f"w[" f()
Donc :
") - + g =f"(f f() nfeof T f()

Ainsi, g:x f (x)j est bien solution de I’équation différentielle (E).

f(

esfeoskoskoskook

On pour tout xe R,, f"(x)= (x* +1) f(x) donc f est de classe C* sur R, . Alors, f' est continue
sur R, etcomme f'(0)=1>0, il existe 0. >0 tel que f'(x)>0 pour tout xe [0, .

Supposons que pL=supfo>0\V xe[0,0[, f'(x)>0} <+ecc. Alors, f'(x)>0 pour tout xe [0,u|
et f'(w)=0, par continuité de f'.

Ainsi, f est strictement croissante sur [O,p.L [ et comme f(0)=1>0, elle est strictement positive sur
cet intervalle. Mais, f"(x)=(x*+1)f(x)>0 pour tout xe [O,p.L [ , donc f' est strictement
croissante sur [O,u[ et f'(w>f'0)>0.

Ceci est absurde, donc {Oc >0\Vxe [0,0L [, f'(x)> 0} n’est pas majoré, ce qui implique que f'>0
sur R, . Avec le méme raisonnement que ci-dessus, on obtient que fet f" sont strictement positives
sur R, , donc que f' est strictement croissante sur IR, et ainsi, que pour tout xe R, f'(x)=1.
Alors, f(x)— f(0)=2x-0, soit f(x)=x+1 etdonc, pour tout xe R,

0< ! < ! .
FG T (o)

o 1 o
Comme x> - est intégrable sur R, — est intégrable sur R, .

(x+1)

Planche n° 4

Une famille (X,) . de variables al€atoires indépendantes suivant toute une méme loi, d’espérance

nulle, prend un nombre fini de valeurs.

Montrer que pour tout réel € >0, h, (€) =sup (ts —In (E (e™ ))) >0
teR,

On pose S,=» X,. Montrer que P(lSn > ej <e "™ puis que pour tout (n,m)e (N')?,
= n
P(S, > ne)P(Z X, ., > msj <P(S,,, >(n+mp).
k=1

4
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Posons f(¢t)=te—In (E(e’X‘ )) .

Notons XI(Q)=XH(Q)={x1,...,xq} (pour tout ne N') avec x, <..<x, et, pour tout i€ [l,¢],
P(X,=x)=P(X,=x)=p

i

9
Par hypothese, on a E(Xn)zE(Xl)zzlai .=0, ce qui veut dire que g=2 et qu’il existe

i=1
re [[1,(]—1]] tel que x, <..<x, <0<x, <..<x,.

Par ailleurs, pour tout e R :

f(@)=te—In (Zq: pe” j )

i=1

q
tx;
2 pixe
i=1

La fonction fest définie et dérivable sur R et pour tout re R, f'(t)=¢——=——.
p:e

x;

i=

—_

q

Zp,.x,. g
Donc, f'(0)=g-=——=e>0 et f(0):—1n[zp,.j=0.

Z P, i=1

i=1
Comme f' est continue au voisinage de 0, elle reste strictement positive au voisinage de 0, donc f'y
est strictement croissante et ainsi, il existe o >0 tel que f(x)> f(0) =0 pour tout xe ] 0,a [ .
Ceci implique que s’il existe, h, (€) =sup (ti—: —In (E(e’Xl ))) >0.
teR,

skekeskokosk sk

On suppose que A, (€) existe. Soit ne N. On a pour tout 7> 0:

P(lsn > ej =P(1S, 2 nte) = P(e 2 ™).
n

1S,
<EC€™)

nte

Comme la variable " est positive, on peut utiliser I'inégalité de Markov : P (ers" > e’”g)

Ainsi :
1S, fix
P(lSn > ej < % =e¢ "E(e ™
n e

k ) _ e_ntaE(ﬁ 6‘le j — e—ntsﬁE(erk) .
k=1 k=1

. ., ., . . X . z
La derniere inégalité est vraie car les variables X, donc les ¢”*, sont indépendantes. Comme de

plus elles suivent la méme loi, on a E(e™ )= E(e™) pourtout ke N" et ainsi :

P(l S, 2 ej <e " (E(e™)) =,
n
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Avec P( jSl et e/ ¥ =¢" =1, I’inégalité ci-dessus reste vraie pour ¢ =0 et ainsi, pour

1
tout re R, P(— ej <e™"/" En prenant le sup de f, on obtient :

n
1 —nh,(€)
Pl =S8, z2e|<e" .
n

skskoskoskoskok

n+m

Posons Y =an+k = z X, . Comme les X, sont indépendantes et [Ln]|n[n+Ln+m]|=9, S,

k=1 k=n+1

et Y sont indépendantes, donc P (S, 2 ne)P(Y st):P[(Sn >ne)N (Y st)].

Onaalors S, +Y =S, et (S, 2ne)N(Y=2me)c(S,,, =(n+m)e), donc :

n+m

> (n+m)8) .

n+m

P(s, Zne)P(i X,, > mej = P(S, 2 ne) P(Y 2 me) = P[(S, 2 ne) (¥ = me)] < P(S

k=1

Planche n° 5

—nt

. . ‘. . 1
Etudier la convergence simple sur R, de la série de fonctions u, (1) =— e
n

On pose f(x,y)= Zun (x> + y*) . Montrer que fest continue sur R”.

nx1

Montrer que f admet des dérivées partielles d’ordre 1, puis qu’elle est de classe C' sur R*\{(0,0)}.

Pour tout ne N* et tout te R,,ona

fonctions 2un converge normalement vers une fonction u, continue sur R, (car toutes les

nx1

fonctions u, le sont.
Ainsi, pour tout (x,y)e R*, f(x,y)=u(x*+y*) avec (x,y)— x°+y*> polyndmiale donc continue
(et méme de classe C') sur R’ et a images dans R,, et u continue sur R, . Ceci permet de

conclure que fest continue sur R?.

" 1
Pour tout ne N', u, estde classe C' sur R, avec u, '(t)=——e

n

—nt

Alors, pour tout ae R ,ona

1 —Vltl 1 '
- =o0| — |, donc Zun converge normalement
n

re[a + 00[ nx1

sur [a,+ o[ etainsi, u est de classe C' sur [a,+ o[ pour tout ae R, donc sur R .

Comme (x,y)> x*+y” est de classe C' sur R” et strictement positive sur R*\{(0,0)}, f admet

des dérivées partielles d’ordre 1, puis qu’elle est de classe C' sur R*\{(0,0)}.
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Planche n° 6

—_— O =
o = O

X
Soient Ae M,,(R) et Be M, ,(R) telles que AB =( OJ .
1
a) Lamatrice AB est-elle inversible ? Quelles sont les valeurs possibles de x ?
b) Lamatrice BA est-elle diagonalisable ?
¢) Montrer que R’ =ImA®ker B .

d) Montrer qu’il existe une infinité de couples de matrices (A, B) vérifiant I’hypothese de 1I’énoncé.

a) Ona ImABcImA, donc rg(AB)<rg(A) et comme Ae MS’Z(R) , rg(A)<min(2,3)=2,
donc rg (AB)<2 et ABe M,(R), donc AB n’est pas inversible.

Ona det AB=1-x=0 (car AB n’est pas inversible), donc x=1.

101
b) Ona AB—[O 1 0}. Alors, ¥, = X (X —1)(X —2) et Sp(AB)={0.,1,2}.
1 01

Soit Le Sp(AB)\{0} ={1,2} et X un vecteur propre (non nul) associé 2 A. On a :
ABX =AX = BA(BX)=M\BX).
Et BX #0, car sinon ABX =0=2AX impliquerait X =0, car A #0.

Donc, A est valeur propre de BA . Ainsi, {1,2} = Sp(BA) et comme BAe M,(R), BA admet au

plus deux valeurs propres distinctes. Finalement, Sp(BA)={1,2} et BAe M,(R) admet valeurs
propres distinctes, donc BA est diagonalisable.

¢) Remarquons déja que ImA c R’ et ker Bc R”.

101
On a AB—[O 1 OJ donc rg(AB)=2 (les deux premicres colonnes de AB ne sont pas
101

proportionnelles). Or, on a vu que rg (AB)<rg(A)<2,donc: rg(A)=rg(AB)=2.

De plus, on a ker B ker AB donc dim (ker B) <dim(ker AB)=3-rg (AB)=1. Or, Be M, ,(R),
donc rg (B) <min(2,3)=2 et donc dim(ker B)=3-rg(B)2>1. Ainsi : dim(ker B)=1.

Soit maintenant, X e InAnkerB.Ona X =AZ avec Ze R* et BX =0, donc BAZ =0.

Or, on a vu que les valeurs propres de BA sont 1 et 2, donc BA est inversible et Z =0, donc
X =0. Ainsi, ImAnker B={0}

Finalement, InAc R*, kerBc R’, ImnAnker B={0} et dim(ImA)+dim(ker B)=3=dimR’,
donc R’ =ImA®kerB.

01 101
010 . .
d) Remarquons qu’avec Aoz(l 0} et Boz(1 0 1), on a AOB():(O 1 0}. Donc, il existe au
01 101

moins un couple de matrices vérifiant I’hypothése désirée. Mais alors, pour toute Pe GL,(R), sin
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on pose A=AP et B=P'B,, on a AB—AOPP‘BO—AOBO—(

—_— O =
o = O
—_— O =

J. Ainsi, il existe bien une

infinité de couples de matrices (A, B) vérifiant I’hypothese de 1’énoncé.

Planche n° 7

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes les deux une méme loi
géométrique de parametre p e ]0,1[. Déterminer les loisde Z =min(X,Y) et T=X -V .

Les variables aléatoires 7 et Z sont-elles indépendantes ?

Ona X(Q)=Y(Q)=N", donc Z(Q)=N" et pour tout ke N :
P(Z=k)=P(min(X,Y)=k))=P(X =k, Y 2k)+P(X 2k+1Y =k)

=Y P(X=kY=i)+> P(X=iY=k)
i=k i=k+1

+ o0

zip(x =k)P(Y=i)+ > P(X=i)P(Y=k)

i=k+1

=> A-p)" pd-p)" p+ > A-p) p-p)p

i=k i=k+1

=(1-p)p’ {(1— p+2> - p)“}

i=k+1

k-1 2 k-1 X 1
=(1- 1- 20-p)f ———
d-p)p {( p)  +2(1-p) 1—(1—p)}

=2-p)1-p)*“p
skeskoskoskoskosksk
Ona X(Q)=Y(Q)=N",donc T(Q)=7Z etpourtout ke Z :

+00

P(T=k)=P(X-Y=k)=P(X=Y+k)= Y P(X=i+kY=i)

i=max(1-k,l)
= D P(X=i+tk)P(Y=i)= D (A-p)"'pd-p)'p
i=max(1-k,l) i=max(1-k,1)
N i__p p o
2 k-2 2 k—2+2max(1-k,1)
=p (1-p) (I-p)y | =——d-p) =——(1-p)
i—maxz<:1—k,1)[ ] 2-p 2-p
skskskeksksksk

Soit (i, j)e N'XZ.Ona:
P(Z=iT=j)=P(min(X,Y)=i,X -Y =j)=P(min(Y + j,Y)=i,X =Y+ j).
Si j20, min(Y +j,Y)=Y, donc :

P(Z=i,T=j)=P(Y=i,X =i+j)=P(Y=i)P(X =i+ j)=p°(-p)"/>.
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Si j<0, min(Y+ j,Y)=Y+ j, donc :
P(Z=iT=j)=P(Y=i-j,X=i)=P(Y=i-j)P(X=i)=p°A-p)*" .
Donc :
P(Z=iT=j)=p*A-p)V =p(z=i)P(W=).

Ainsi, pour tout (i, j)e N'xZ,ona P(Z=i,T=j)=P(Z=i)P(T =j), donc les variables T et Z

sont indépendantes.

Planche n° 8 (PC)

Pour Ae M, (R) donnée, résoudre I’équation X +'X =tr(X)A.

Soit X € M, (R) une éventuelle solution. On a alors X +'X =tr(X)A et:
r(X+'X)=tr(X)tr(A) & [2-tr(A)]r(X)=0 & tr(X)=0 ou tr(A)=2.

Il y a donc deux cas.

o Simr(A)#2,alors tr(X)=0 et X +'X =0, donc X est antisymétrique.

Réciproquement, toute matrice X antisymétrique est bien solution (car tous les coefficients
diagonaux et donc la trace de X sont nuls).

e Si tr(A)=2, alors la condition sur la trace de X est vérifiée pour toute matrice X.

Remarquons que X +'X est symétrique, donc si A ne I’est pas, la seule possibilité est d’avoir a
nouveau tr(X)=0 et donc X antisymétrique.

Si A est symétrique, on peut écrire de maniere unique X = X +X_ avec X symétrique et X,

antisymétrique. On a alors X +'X =2X_ =r(X)A donc X, =AA avec Ae R.

Réciproquement, pour tout A€ R et toute matrice X, € M, (R) antisymétrique, on a, en posant
X=M+X,:

X+'X =2\ .
X+'X=tr(X)A.
tr(X) = ATr(A) = 2x}

Donc, X est solution.

Finalement, les solutions sont les matrices antisymétriques quand #r(A)#2 ou Ae¢ S, (R) et les
matrices de la forme X =AA+ X, avec Ae R et X, € A (R) quand 1r(A)=2 et Ae S (R).




